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en Distribuciones con Datos SAR

Luis H. Pizarro Quiroz

Tesis desarrollada como requisito parcial
para la obtención del t́ıtulo y grado de

Ingeniero Civil en Informática
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ABSTRACT

Many applications consecrate the use of asymmetric distributions to fit real data,
and practical situations often require robust parametric inference. This thesis presents
the derivation of M-estimators with asymmetric influence functions, motivated by the
G0

A distribution. This law, based on the multiplicative model for speckled imagery, can
be highly skewed and maximum likelihood estimation can be severely hampered by
small percentages of outliers. These outliers appear mainly because the hypothesis of
independence and equal distribution of observations are seldom satisfied in practice;
for instance, in the process of filtering, some pixels within a window frequently come
from regions with different underlying distributions. Traditional robust estimation
methods, based on symmetric robustifying functions, assume that the distribution
is symmetric, but when the data distribution is asymmetric these methods yield
biased estimators. Empirical influence functions for maximum likelihood estimators
are computed, and based on this information this thesis propose the Asymmetric M-
estimator (AM-estimator), an M-estimator with asymmetric redescending functions.

RESUMEN

Muchas aplicaciones utilizan distribuciones asimétricas para ajustar datos reales,
y frecuentemente las situaciones prácticas requieren técnicas de inferencia paramétri-
ca robusta. Esta tesis presenta la derivación de los M-estimadores con funciones de
influencia asimétricas, motivados en la distribución G0

A. Esta ley, basada en el mode-
lo multiplicativo para imágenes contaminadas con ruido speckle, puede ser altamente
sesgada, y la estimación por máxima verosimilitud puede ser severamente obstaculiza-
da por pequeños porcentajes de outliers. Los outliers aparecen principalmente debido
a que las hipótesis de independencia e igual distribución de las observaciones rara vez
son satisfechas en la práctica; por ejemplo, en el proceso de filtraje, algunos pixeles
dentro de una ventana a menudo provienen de regiones con diferentes distribuciones
subyacentes. Los métodos tradicionales de estimación robusta, basados en funciones
de robustez simétricas, asumen que la distribución es simétrica, pero cuando la dis-
tribución de los datos es asimétrica tales métodos producen estimadores sesgados.
Las funciones de influencia emṕırica son calculadas, y basada en esta información,
esta tesis propone el Asymmetric M-estimator (AM-estimator), un M-estimador con
funciones redescendentes asimétricas.
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Índice de figuras 6
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1.3. Interpretación del parámetro de rugosidad α . . . . . . . . . . . . . . 5

2.1. Diferentes representaciones de una imagen SAR: (a) componente real,
(b) componente imaginaria, (c) fase, (d) amplitud, (e) intensidad y (f)
log-intensidad. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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punteada-segmentada). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.2. Función de robustificación redescendente asimétrica lineal definida por
partes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4.1. M-estimadores versus AM-estimadores para α = −1. . . . . . . . . . 31

4.2. M-estimadores versus AM-estimadores para α = −10. . . . . . . . . . 32

4.3. AM-estimadores para α = −1 versus tamaño muestral, con nivel de
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4.5. Comparación numérica del sesgo relativo absoluto entre los estimadores
ML, M y AM, variando α, el tamaño muestral N y el nivel de contami-
nación ε, con v = 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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Caṕıtulo 1

Introducción

La última década estuvo marcada por el fortalecimiento de las imágenes de radar

de apertura sintética (SAR: Synthetic Aperture Radar) como una herramienta para

el monitoreo de nuestro planeta. Numerosos estudios fueron realizados confirmando

su relevancia, desarrollándose una serie de técnicas de procesamiento de imágenes

especialmente dedicadas a esta tecnoloǵıa.

La mayoŕıa de las técnicas de procesamiento de imágenes SAR se basan en las

propiedades estad́ısticas de los datos. El conocimiento preciso de estas propiedades

juega un rol central en los procedimientos de extracción de información desde éstos.

En teledetección (remote sensing), por ejemplo, ciertas caracteŕısticas pueden ser

utilizadas para discriminar distintos tipos y usos de suelo, aśı como también para

desarrollar filtros especializados para la reducción del ruido contenido en las imágenes,

entre otras aplicaciones.

Se debe notar que un sensor SAR emite y recibe ondas electromagnéticas de na-

turaleza compleja, por ende, la señal recepcionada puede ser almacenada en diferentes

formatos: complejo, intensidad, amplitud y fase (Oliver and Quegan, 1998). No obs-

tante, el 90 % de las aplicaciones hacen uso del formato amplitud, puesto que otorga

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

Figura 1.1: Imagen SAR de una mina de cobre en el norte de Chile.

una mejor discriminación de las caracteŕısticas presentes en la imagen, ver figura 1.1.

Es por esta razón que a lo largo de esta tesis se trabaja con el formato amplitud.

La figura 1.1 es representativa de una t́ıpica imagen SAR, en ella es posible distin-

guir varios tipos de rugosidad o textura, caracteŕıstica según la cual se puede clasificar

los diferentes tipos de cobertura en:

Áreas homogéneas: Superficies de muy poca o inexistente textura, por ejem-

plo zonas de cultivo, zonas con deforestación, nieve o agua, entre otros.

Áreas heterogéneas: Superficies que presentan cierto grado de textura, por

ejemplo zonas boscosas y relieves no muy pronunciados, entre otros.

Áreas extremadamente heterogéneas: Superficies donde la textura es in-

tensa, por ejemplo zonas urbanas e industriales y de relieves bien pronunciados,

entre otros.

Diversos procedimientos estad́ısticos de filtraje, segmentación y clasificación de

imágenes dependen fuertemente de metodoloǵıas de inferencia confiables (Allende
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Figura 1.2: Imagen SAR afectada por ruido speckle

et al., 2001), siendo el modelamiento estad́ıstico de particular relevancia cuando se

trabaja con datos ruidosos. En toda imagen SAR se puede apreciar un cierto tipo de

ruido denominado speckle, el que aparece cuando se emplea iluminación coherente, co-

mo es el caso de las tecnoloǵıas de microondas, sonar, láser y ultrasonido, entre otros;

y se debe al fenómeno de interferencia constructiva y destructiva entre las señales

incidente y reflejada. Este tipo de degradación deteriora severamente la habilidad

humana, y la de cualquier máquina, de discriminar objetivos en la imagen. Por otra

parte, es sabido que este tipo de ruido viola los supuestos clásicos de aditividad y

gaussianidad. En la figura 1.2 se aprecia el efecto que tiene el ruido speckle sobre una

imagen SAR.

Existen muchos modelos estad́ısticos para representar datos con ruido speckle

(Oliver and Quegan, 1998). En este trabajo se estudia uno de los más utilizados,

el denominado modelo multiplicativo, el cual declara bajo ciertas condiciones (Tur

et al., 1982) que el campo aleatorio observado Z es resultado del producto entre dos

campos aleatorios independientes y no observados directamente: X e Y . El campo

aleatorio X modela el terreno sensado (backscatter), entonces depende sólo del tipo

de área a la cual pertenece cada ṕıxel; mientras que el campo aleatorio Y describe el
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ruido speckle, tomando en cuenta que n (idealmente) imágenes independientes (looks)

son promediadas con el objeto de reducir el ruido (procesamiento multilook). Cabe

recordar que de aqúı en adelante la señal retrodispersada Z se asumirá en formato

amplitud.

El fenómeno f́ısico de generación del ruido speckle permite asumir una ley Γ1/2 para

el campo Y (Goodman, 1985), mientras que hay varias formas de modelar el campo

aleatorio X, entre ellas la más clásica resulta al considerar también el backscatter

como una distribución Γ1/2, parametrización que produce un modelo para el retorno

Z correspondiente a la distribución KA (Jakeman and Pusey, 1976; Jao, 1984; Oliver

and Quegan, 1998; Blacknell, 1994). No obstante, este modelo falla en situaciones

donde el retorno representa áreas extremadamente heterogéneas, siendo además una

distribución dif́ıcil de trabajar anaĺıtica y computacionalmente. Por otra parte, en

(Frery et al., 1997a; Mejail et al., 2001) se propuso la distribución Γ−1/2 para des-

cribir el backscatter de amplitud X, produciendo la distribución G0
A para el retorno.

Una de las ventajas de la distribución G0
A sobre la clásica distribución KA es que

modela (ajusta) muy bien todos los tipos de terreno, independiente de su grado de

homogeneidad; al igual que permite un mejor tratamiento anaĺıtico y computacional.

Esta ley también ha sido utilizada para describir diferentes tipos de tejido en imágenes

B-scan de ultrasonido (Navarrete et al., 2002).

La distribución G0
A está caracterizada por tantos parámetros como la distribución

KA: el número de looks (n), el parámetro de escala (γ) y el parámetro de rugosidad

(α). Ambas distribuciones permiten una adecuada interpretación de sus parámetros.

El parámetro de rugosidad es de particular interés en algunas aplicaciones, puede ser

utilizado como un indicador que permite discriminar diferentes tipos de cobertura

terrestre. El parámetro de escala γ concierne a la potencia relativa entre las señales

reflejada e incidente. En (Mejail, 1999) se verifica la factibilidad práctica y teórica de

reemplazar la distribución KA por la distribución G0
A , en el modelamiento de datos

SAR.
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Figura 1.3: Interpretación del parámetro de rugosidad α

En la figura 1.3 se aprecia la interpretabilidad del parámetro de rugosidad α.

Aunque es dif́ıcil establecer ĺımites bien definidos entre cada tipo de cobertura, es

posible aseverar con base en estudios previos (Frery et al., 1997a; Mejail, 1999; Bustos

et al., 2002) que, aproximadamente, en áreas homogéneas α ∈ (−∞,−10), en áreas

heterogéneas α ∈ (−10,−4) y, en áreas extremadamente heterogéneas α ∈ (−4, 0).

En esta tesis se discute el problema de estimar los parámetros de la distribución

G0
A para el caso de un look. Este es el caso en que la imagen se encuentra con el más

alto contenido de ruido speckle y, por lo tanto, las imágenes con n = 1 dependen

mucho más de procedimientos de inferencia confiables, por ejemplo en filtraje (Frery

et al., 1997b; Jin et al., 2003) y clasificación (Lucini et al., 2003; Mejail et al., 2003).

La robustez es una propiedad deseable de los estimadores, ya que permite su

utilización incluso en situaciones donde la calidad de los datos es poco confiable. Una

situación donde esto ocurre es cuando aparecen puntos de control terrestre (GCP:

Ground Control Points) en la imagen SAR, los que son esenciales para la calibración

de los sensores. Esos puntos producen un retorno muy alto respecto del resto de

la imagen, reflejando gran parte de la enerǵıa incidente, razón por la cual se les

denomina reflectores de esquina (corner reflectors). Si datos provenientes de corner

reflectors se incluyen en un análisis con procedimientos de estimación no robustos, los

resultados pueden ser completamente desastrosos. Otra t́ıpica situación se origina en

la aplicación de filtros (Polzehl and Spokoiny, 2003), los datos se van procesando en

ventanas, pero no existe forma de asegurar que ellos conforman una muestra libre de
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contaminación.

Aunque no existe una definición formal, en la literatura se denomina outliers a las

observaciones de una muestra que se alejan del grueso de los datos, como es el caso de

los corner reflectors, constituyendo por lo tanto observaciones que no obedecen com-

pletamente los supuestos establecidos sobre la muestra. En el caso aqúı presentado,

los corner reflectors violan el supuesto de caracterizarse según la distribución G0
A .

Cuando la distribución es simétrica, los problemas debidos a la aparición de out-

liers pueden ser reducidos usando técnicas clásicas de estimación robusta (Huber,

1981; Hampel et al., 1986; Rousseeuw and Verboven, 2002), las cuales tienden a ig-

norar o a ponderar levemente la influencia de aquellas observaciones a ambos lados

de la media de la distribución.

No obstante lo anterior, es frecuente encontrar en muchas aplicaciones distribu-

ciones de datos asimétricas con colas pesadas, ver por ejemplo (Nikias and Shao,

1995), como la distribución G0
A . Trabajar con estos datos es esencialmente dif́ıcil,

puesto que las muestras provenientes de las colas de la distribución tienen una fuerte

influencia en los procedimientos de estimación de parámetros, y la subponderación

de dichas observaciones puede introducir sesgo en la estimación (Reed III and Stark,

1996).

El caṕıtulo 2 de esta tesis examina las propiedades fundamentales del mode-

lo aqúı considerado, aśı como también las técnicas tradicionales de estimación de

parámetros para la distribución G0
A . En el caṕıtulo 3 se introduce la estimación robus-

ta, presentando los clásicos M-estimadores, y los nuevos AM-estimadores propuestos

en esta tesis. El caṕıtulo 4 muestra un estudio de simulación comparativo entre los

estimadores clásicos y la técnica propuesta. Finalmente, en el caṕıtulo 5 se exponen

las conclusiones de este trabajo y las extensiones futuras de éste.



Caṕıtulo 2

El Modelo Multiplicativo

2.1. Introducción

El modelo multiplicativo es una estructura frecuentemente utilizada para explicar

el comportamiento estocástico de datos obtenidos mediante iluminación coherente.

Bajo este paradigma se asume que las observaciones (pixeles) de este tipo de imágenes

son el resultado del producto de dos variables aleatorias independientes: una (X)

modela el terreno (backscatter), y la otra (Y ) modela el ruido speckle (Tur et al.,

1982; Goodman, 1985). Por lo tanto, el valor observado se modela como

Z = X · Y. (2.1)

En la ecuación (2.1), el backscatter se asume habitualmente real y positivo, mien-

tras que el speckle se considera complejo. De esta forma, el retorno corresponde a una

variable aleatoria compleja Z(r, s) = a(r, s) + ib(r, s), donde el conjunto de imágenes

a(r, s) = A(r, s) cos φ(r, s) y b(r, s) = A(r, s) sin φ(r, s) representan la proyección de la

amplitud en dos planos perpendiculares. La fase de la señal percibida en la posición

(r,s) se denota como φ(r, s) y A(r, s) es su amplitud.

7
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Figura 2.1: Diferentes representaciones de una imagen SAR: (a) componente real, (b) componente
imaginaria, (c) fase, (d) amplitud, (e) intensidad y (f) log-intensidad.

A partir del formato complejo para representar la retrodispersión, es posible

derivar otros formatos de imagen: ZI = ‖Z‖2 (intensidad), ZA = ‖Z‖ =
√

ZI (ampli-

tud) y Zφ = arctan(Im(Z)/Re(Z)) (fase). En la figura 2.1 es posible notar a simple

vista que el formato amplitud provee una mejor discriminación de la textura o ru-

gosidad de la superficie, hecho por el cual el 90 % de las aplicaciones utilizan datos

bajo este formato. Por esta razón en esta tesis se considerará el modelo de amplitud

para imágenes SAR.
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2.2. Modelo

Bajo el modelo de amplitud multilook (Frery et al., 1997a), el ruido speckle sigue

una distribución ráız cuadrada de Gamma: YA ∼ Γ1/2(n, n), caracterizada por la

densidad

fYA
(y) =

2nn

Γ(n)
y2n−1 exp(−ny2), n ≥ 1, y > 0, (2.2)

donde el número de looks (n) denota la cantidad de imágenes independientes que

fueron registradas (en tiempo infinitesimal) sobre el terreno, tomando el promedio con

el objeto de reducir el ruido; esta práctica se conoce con el nombre de procesamiento

multilook.

El número de looks es un parámetro que permanece constante sobre toda la imagen

y es controlado en la etapa de generación de una imagen SAR, por lo que en teoŕıa

debe corresponder a un número entero conocido de antemano; no obstante, esto rara

vez ocurre debido a que la media fue tomada sobre observaciones correlacionadas.

Es por ello que en la práctica debe ser estimado para obtener lo que se denomina el

número equivalente de looks (Yanasse et al., 1995).

Por su parte, en (Frery et al., 1997a) se propuso la ráız cuadrada de la distribución

Gaussiana inversa generalizada, como el modelo estad́ıstico general para el backscatter

de amplitud: XA ∼ N−1/2(α, γ, λ), distribución caracterizada por la densidad

fXA
(x) =

(λ/γ)α/2

Kα(2
√

γλ)
x2α−1 exp

(
− γ

x2
− λx2

)
, x > 0, (2.3)

donde Kα denota la función de Bessel modificada de tercer tipo y orden α (Gradshteyn

and Ryzhik, 1998) dada por

Kα(2
√

γλ) =
1

2

(
λ

γ

)α
2
∫ ∞

0

tα−1 exp
(
−γ

t
− λt

)
dt, (2.4)
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donde su espacio paramétrico está dado por




γ > 0, λ ≥ 0 si α < 0

γ > 0, λ > 0 si α = 0

γ ≥ 0, λ > 0 si α > 0.

(2.5)

Esta distribución tiene dos casos particulares de gran interés en análisis de datos

SAR: la ráız cuadrada de Gamma (Γ1/2) y la rećıproca de una ráız cuadrada de

Gamma (Γ−1/2). La primera provee un modelo bastante estudiado para superficies

homogéneas y heterogéneas. La segunda, además de mantener las habilidades de la

primera ley, permite modelar superficies de texturas extremadamente heterogéneas.

Ambos casos, combinados con el modelo del ruido speckle para amplitud (2.2), pro-

ducen la distribuciones KA y G0
A , respectivamente, para el retorno de amplitud ZA.

La distribución general para la retrodispersión de amplitud se origina entonces,

mediante el producto ZA = XA · YA. Si XA ∼ N−1/2(α, γ, λ) e YA ∼ Γ1/2(n, n),

asumiendo ambas variables aleatorias independientes, se dice que el retorno sigue

una distribución denominada amplitud G: ZA ∼ GA(α, γ, λ, n), caracterizada por la

densidad

fZA
(z) =

2nn(λ/γ)α/2

Γ(n)Kα(2
√

γλ)
z2n−1

(
γ + nz2

λ

)α−n
2

Kα−n

(
2
√

λ(γ + nz2)
)

, (2.6)

donde n ≥ 1, z > 0 y el espacio paramétrico de (α,γ,λ) es el mismo definido en (2.5).

Una forma de describir la distribución es a través de sus momentos. Los momentos

de orden r de la distribución GA están dados por

E[Zr
A] =

( γ

n2λ

)r/4 Kα+r/2(2
√

γλ)Γ(n + r/2)

Kα(2
√

γλ)Γ(n)
, r > 0. (2.7)

Esta distribución para la respuesta en amplitud es bastante general. Sin embargo,

es dif́ıcil obtener estimadores de sus parámetros debido a su complejidad anaĺıtica.

Es por ello que se intenta trabajar con casos particulares de esta distribución:
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Distribución KA: Si α, λ > 0 y γ ↓ 0, la distribución GA(α, γ, λ, n) converge en

distribución a la distribución KA(α, λ, n), la cual ha sido estudiada ampliamente

en la literatura desde mediados de los años 70.

Distribución G0
A : Si −α, γ > 0 y λ ↓ 0, la distribución GA(α, γ, λ, n) converge

en distribución a la distribución G0
A(α, γ, n), cuyo estudio se ha desarrollado

hasta hoy d́ıa desde sus oŕıgenes a mediados de los años 90.

En (Frery et al., 1997a; Mejail, 1999) se puede ver en detalle la convergencia de

la distribución GA(α, γ, λ, n) a sus casos particulares.

Como se mencionó anteriormente, la distribución G0
A tiene las mismas propiedades

interpretativas de sus parámetros que la distribución KA, pero además posee una ma-

yor flexibilidad en el modelamiento de superficies con diferente grado de homogenei-

dad. Por otro lado, la ley G0
A es más tratable numérica y computacionalmente que la

ley KA, lo cual que la hace muy atractiva como alternativa general para el análisis de

datos SAR. De hecho, esta distribución fue desarrollada originalmente para describir

zonas extremadamente heterogéneas en (Frery et al., 1997a), y más tarde fue pro-

puesta y evaluada como un modelo universal para datos con ruido speckle en (Mejail

et al., 2001). La distribución G0
A constituye el tema central de esta tesis, la que se

estudia con mayor detalle en la sección 2.3.

Por otra parte, es posible obtener la distribución del retorno en formato intensidad

mediante la transformación ZI = Z2
A, o bien la distribución para el retorno en formato

log-intensidad mediante la transformación Zlog I = log(ZI).
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2.3. La Distribución G0
A

Sean XA e YA dos variables aleatorias independientes tales que XA ∼ Γ−1/2(α, γ) e

YA ∼ Γ1/2(n, n) con −α, γ, n > 0, entonces la variable aleatoria producto ZA = XA·YA

tiene una distribución G0
A : ZA ∼ G0

A(α, γ, n) (Mejail, 1999), caracterizada por la

densidad

fZA
(z) =

2nnΓ(n− α)

γαΓ(n)Γ(−α)

z2n−1

(γ + nz2)n−α
, z > 0, (2.8)

donde −α > 0 se refiere al parámetro de rugosidad, γ > 0 es el parámetro de escala

y n ≥ 1 es el número de looks. Por su parte, la función de distribución acumulada de

la variable aleatoria ZA viene dada por

FZA
(z) =

nn−1Γ(n− α)

γnΓ(n)Γ(−α)
z2nH(n, n− α; n + 1;−nz2/γ), (2.9)

donde −α, γ > 0, n ≥ 1, z > 0 y H es la función hipergeométrica (Gradshteyn and

Ryzhik, 1998) dada por

H(a, b; c; t) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)

∞∑

k=0

Γ(a + k)Γ(b + k)tk

Γ(c + k)k!
. (2.10)

Es posible demostrar (Mejail, 1999) que la función de distribución acumulada

indicada en la ecuación (2.9) también puede ser descrita según

FZA
(z) = Υ2n,−2α(−αz2/γ), −α, γ > 0, n ≥ 1, z > 0, (2.11)

donde Υa,b(S) es la función de distribución acumulada de una variable aleatoria S

con distribución Fa,b de Snedecor con a y b grados de libertad. Esta relación tiene

especial importancia por tres razones:

1. De ser necesario evaluar la función de distribución acumulada de variables

aleatorias G0
A , bastará con evaluar la función Υ de la relación (2.11), la cual se

encuentra disponible en prácticamente todas las plataformas computacionales.
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2. Es posible obtener muestras de la distribución G0
A a partir de muestras con

distribución F2n,−2α, utilizando el método de la transformada inversa (Banks,

1998):

ZA =
√
−γΥ−1

2n,−2α(U)/α, (2.12)

donde U sigue una ley uniforme en el intervalo (0, 1), y Υ−1
2n,−2α es la función de

distribución acumulada de la ley F2n,−2α de Snedecor inversa (F−1
2n,−2α), la que

también se encuentra disponible computacionalmente.

3. Es posible calcular la función hipergeométrica de la ecuación (2.9) en función

de la distribución acumulada de la ley F2n,−2α de Snedecor:

H(n, n− α; n + 1;−nz2/γ) =
γnΓ(n)Γ(−α)

nn−1Γ(n− α)
Υ2n,−2α(−αz2/γ). (2.13)

Los momentos de orden r de la distribución G0
A están dados por

E[Zr
A] =





(
γ
n

)r/2 Γ(n+r/2)Γ(−α−r/2)
Γ(n)Γ(−α)

si −α > r/2

∞ si 0 < −α ≤ r/2

, r > 0. (2.14)

La media µA de la distribución está dada por

µA = E[ZA] =





√
γ
n

Γ(n+1/2)Γ(−α−1/2)
Γ(n)Γ(−α)

si −α > 1/2

∞ si 0 < −α ≤ 1/2.

(2.15)

La varianza σ2
A = E[Z2

A]− E2[ZA] de la distribución está dada por

σ2
A =





(
γ
n

) [nΓ2(n)(−α−1)Γ2(−α−1)−Γ2(n+1/2)Γ2(−α−1/2)]
Γ2(n)Γ2(−α)

si −α > 1

∞ si 0 < −α ≤ 1,

(2.16)

La función de densidad de la distribución G0
A es unimodal, y su moda está dada

por

zm =

√
γ(2n− 1)

n(1− 2α)
, −α, γ > 0, n ≥ 1. (2.17)
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Otras propiedades de esta distribución pueden ser revisadas en (Mejail, 1999).

El caso de un look (n = 1) es de particular interés, puesto que corresponde a

imágenes a las cuales no se ha aplicado procesamiento multilook y, por lo tanto,

describe aquellas imágenes con mayor contenido de ruido speckle, lo que hace más

dif́ıcil el tratamiento digital y el análisis de este tipo de imágenes. Por tal motivo, el

estudio de las propiedades y los estimadores de los parámetros de la distribución G0
A,

considerando n = 1, constituye el núcleo de esta investigación.

La distribución de interés, que se denotará como G0
A(α, γ) ≡ G0

A(α, γ, 1), está carac-

terizada por la densidad

f(z) = − 2αz

γα(γ + z2)1−α
= − 2αz

γ(1 + z2/γ)1−α
, −α, γ, z > 0. (2.18)

Su función de distribución acumulada está dada por

F (z) = 1− (
1 + z2/γ

)α
, −α, γ, z > 0, (2.19)

y su inversa, útil para la generación de muestras aleatorias y el cálculo de cuantiles,

está dada por

Z = F−1(U) =
√

γ ((1− U)1/α − 1). (2.20)

Similarmente, los momentos de orden r de la distribución G0
A(α, γ), están dados

por

E[Zr] =





γr/2 rΓ(r/2)Γ(−α−r/2)
2Γ(−α)

if −α > r/2

∞ si 0 < −α ≤ r/2

, r > 0. (2.21)

Por su parte, los momentos de orden r basados en una realización z = (z1, z2, . . . , zN)

de la variable aleatoria Z, están dados por

mr =
1

N

N∑
i=1

zr
i , r > 0. (2.22)



CAPÍTULO 2. EL MODELO MULTIPLICATIVO 15

A continuación, en la sección 2.4 se presentan las técnicas clásicas de estimación de

parámetros para esta distribución. En el caṕıtulo 3 se exponen los estimadores robus-

tos clásicos conocidos como M-estimadores y se proponen los nuevos AM-estimadores.

2.4. Métodos de Estimación Clásicos

Como se mencionó anteriormente, el modelo propuesto para el retorno de las

imágenes SAR depende de tres parámetros: rugosidad, escala y número de looks.

La variación de éstos dentro de un espacio de parámetros adecuadamente definido,

indicará las diferentes clases de datos presentes en las imágenes.

Es evidente la importancia de estimar al parámetro α, ya que permite estimar la

rugosidad, que es una cantidad que discrimina diferentes áreas independientemente

de la señal de incidencia. El parámetro de escala γ está asociado con la amplitud del

backscatter y, sin pérdida de generalidad, se puede escoger γ para cada α de interés,

de tal forma que E[Z] = 1. De esta manera, es posible realizar el estudio de inferencia

del parámetro α suponiendo γ conocido. Por lo tanto, mediante la relación (2.14), la

estimación del parámetro de escala podŕıa obtenerse a partir de un estimador α̂ del

parámetro de rugosidad y la cantidad conocida de looks n según

γ̂∗ = n

(
Γ(−α̂)Γ(n)

Γ(−α̂− 1/2)Γ(n + 1/2)

)2

. (2.23)

Varias técnicas de inferencia de parámetros están disponibles para estimar θ =

(α, γ), siendo las más importantes aquellas basadas en momentos muestrales y máxi-

ma verosimilitud. En las secciones siguientes se describen ambas metodoloǵıas, con-

siderando el parámetro γ conocido o no.

Mejores estimaciones para los parámetros α and γ de esta distribución fueron

encontrados usando bootstrap (Cribari-Neto et al., 2002), mientras que la robustez
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para el caso n = 1 es estudiada en (Bustos et al., 2002; Allende and Pizarro, 2003)

usando M-estimadores.

2.4.1. Estimación por Momentos

El método de los momentos es, quizás, el método más antiguo de estimación de

parámetros y tiene la virtud de ser bastante simple. Éste consiste en igualar los

momentos apropiados de la distribución de la población con sus correspondientes

momentos muestrales. No obstante, sus estimaciones no garantizan consistencia y

otras propiedades deseables en los estimadores (Kendall and Stuart, 1979; Casella

and Berger, 1990).

Sea Z = (Z1, Z2, . . . , ZN) un vector de variables aleatorias independientes e idénti-

camente distribuidas con función de densidad de probabilidad f(z|θ), parametrizada

por θ = (θ1, . . . , θk). Dada una realización z = (z1, z2, . . . , zN) del vector Z, usando

los momentos definidos por (2.21) y (2.22), el estimador de momentos de θ es un valor

θ̂MO = (θ̂1, . . . , θ̂k) que se encuentra resolviendo el siguiente sistema de k ecuaciones

simultáneas

E[Zri ] = mri
, ri > 0, i = 1, . . . , k. (2.24)

MO-estimadores de la Distribución G0
A

Para el caso multilook, asumiendo n conocido, la estimación conjunta de los

parámetros θ = (α, γ) de la distribución G0
A puede obtenerse a partir de (2.24) utilizan-

do los momentos de orden r = 1/2, 1. Resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones
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se encuentran los estimadores de momentos θ̂MO = (α̂MO, γ̂MO)

(γ

n

)1/4 Γ(n + 1/4)Γ(−α− 1/4)

Γ(n)Γ(−α)
= m1/2 (2.25)

(γ

n

)1/2 Γ(n + 1/2)Γ(−α− 1/2)

Γ(n)Γ(−α)
= m1, (2.26)

asumiendo que −α > 1/2. Es posible llevar este sistema a una expresión en una

sola incógnita, α, haciendo el cociente entre la ecuación (2.26) y el cuadrado de la

ecuación (2.25), de manera que el estimador de la rugosidad α̂MO se obtiene resolvien-

do la ecuación (2.27) por métodos numéricos (Burden and Faires, 1985; Nieves and

Domı́nguez, 1995)

Γ2(−α− 1/4)Γ2(n + 1/4)

Γ(−α− 1/2)Γ(n + 1/2)Γ(−α)Γ(n)
−

m2
1/2

m1

= 0, (2.27)

para luego estimar la escala por medio de (2.25) ó bien (2.26). Bajo esta última

relación, el estimador de momentos de la escala γ̂MO está dado por

γ̂MO = n

(
m1Γ(−α̂MO)Γ(n)

Γ(−α̂MO − 1/2)Γ(n + 1/2)

)2

. (2.28)

Por otra parte, considerando el parámetro de escala conocido según (2.23), la

estimación del parámetro de rugosidad puede efectuarse mediante la expresión (2.25).

2.4.2. Estimación por Máxima Verosimilitud

Este es uno de los métodos de estimación más utilizados en la literatura (Kendall

and Stuart, 1979; Casella and Berger, 1990), debido a que los estimadores obtenidos

mediante esta metodoloǵıa poseen importantes propiedades estad́ısticas: consistencia,

normalidad asintótica, eficiencia asintótica e invariancia; sin embargo, los estimadores

máximo verośımiles suelen ser sesgados. El método consiste en encontrar los paráme-

tros desconocidos a partir de una muestra dada tal que se maximice la probabilidad

de que ésta se distribuya según la ley supuesta.
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Sea Z = (Z1, Z2, . . . , ZN) un vector de variables aleatorias independientes e idénti-

camente distribuidas con función de densidad de probabilidad f(z|θ), parametrizada

por θ = (θ1, . . . , θk) ∈ Θ, donde Θ es el espacio paramétrico. Dada una realización

z = (z1, z2, . . . , zN) del vector Z, se define la función verosimilitud como

L(θ|z) =
N∏

i=1

f(zi|θ). (2.29)

El estimador de máxima verosimilitud (ML: maximum likelihood) de θ es un valor

θ̂ML que maximiza la ecuación (2.29) sobre z, formalmente

θ̂ML ≡ θ̂ML(z) = arg máx
θ∈Θ

L(θ|z). (2.30)

De forma equivalente, y con el objeto de simplificar la aritmética, se efectúa la

optimización sobre la función log-verosimilitud definida por

`(θ|z) = log L(θ|z)
= log

∏N
i=1 f(zi|θ)

=
∑N

i=1 log f(zi|θ).
(2.31)

Luego, la ecuación (2.30) tiene su analoǵıa como

θ̂ML ≡ θ̂ML(z) = arg máx
θ∈Θ

`(θ|z). (2.32)

Finalmente, el estimador de máxima verosimilitud θ̂ML es solución del siguiente

sistema de k ecuaciones simultáneas

∂

∂θi

`(θ|z) = 0, i = 1, . . . , k. (2.33)
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ML-estimadores de la Distribución G0
A

De la función de densidad de probabilidad de la distribución G0
A multilook definida

en (2.8) se tiene que

ln f(z) = ln
2nn

Γ(n)
+ ln Γ(n− α)− ln Γ(−α)− α ln γ+

+ (2n− 1) ln z − (n− α) ln(γ + nz2).

(2.34)

Derivando esta expresión con respecto al parámetro α se obtiene

∂
∂α

ln f(z) = −Ψ(n− α) + Ψ(−α)− ln γ + ln(γ + nz2)

= Ψ(−α)−Ψ(n− α) + ln
(
1 + n

γ
z2

)
,

(2.35)

donde Ψ(t) = ∂
∂t

ln Γ(t) es la función Psi o Digamma. Por otro lado, derivando la

relación (2.34) con respecto al parámetro γ, se obtiene

∂

∂γ
ln f(z) =

−α

γ
− n− α

γ + nz2
. (2.36)

Luego, para el caso multilook (n conocido), la estimación conjunta de máxima

verosimilitud θ̂ML = (α̂ML, γ̂ML) de los parámetros θ = (α, γ) de la distribución G0
A

son solución del siguiente sistema de ecuaciones

N∑
i=1

s(zi; θ) = 0
¯
, (2.37)

donde s(z; θ) es la función score determinada por

s(z; θ) =


 s1(z; θ)

s2(z; θ)


 =




∂
∂α

ln f(z)

∂
∂γ

ln f(z)


 . (2.38)

El sistema de ecuaciones (2.37) también debe ser resuelto por métodos numéricos

(Burden and Faires, 1985; Nieves and Domı́nguez, 1995). En forma expĺıcita, para

encontrar el estimador de máxima verosimilitud θ̂ML a partir de una realización z =
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(z1, z2, . . . , zN) de la variable aleatoria Z, se debe resolver

N [Ψ(−α)−Ψ(n− α)] +
N∑

i=1

ln

(
1 +

n

γ
z2

i

)
= 0

−Nα

γ
− (n− α)

N∑
i=1

1

γ + nz2
i

= 0.

(2.39)

Para el caso de interés, n = 1, la función score queda determinada por

s(z; θ) =




1
α

+ ln
(
1 + z2

γ

)

−α
γ
− 1−α

γ+z2


 , (2.40)

la cual produce el estimador de máxima verosimilitud θ̂ML = (α̂ML, γ̂ML)

α̂ML = −
(

1

N

N∑
i=1

ln

(
1 +

z2
i

γ̂ML

))

γ̂ML =

[(
1 +

1

N

N∑
i=1

ln

(
1 +

z2
i

γ̂ML

))
1

N

N∑
i=1

(
γ̂ML + z2

i

)−1

]−1

.

(2.41)

En (Oliveira, 2002) se estudia los aspectos numéricos de la inferencia por máxima

verosimilitud para la distribución G0
A .

Por otra parte, los estimadores de máxima verosimilitud de la distribución KA

pueden encontrarse en (Joughin et al., 1993).



Caṕıtulo 3

Métodos de Estimación Robustos

La estimación robusta ha llegado a ser más predominante en teledetección con

la emergencia de una nueva generación de sensores. Mientras la nueva tecnoloǵıa de

sensores provee una más alta resolución espectral y espacial, permitiendo identificar

un número más grande de clases espectralmente separables; etiquetar las muestras

para el diseño de clasificadores sigue siendo una tarea dif́ıcil y costosa.

La presencia de outliers en los datos no es poco común en aplicaciones prácti-

cas (Andrews et al., 1972; Huber, 1981; Hampel et al., 1986; Rousseeuw and Leroy,

1987). En teledetección, una escena usualmente contiene pixeles de origen descono-

cido, por ejemplo, en áreas agŕıcolas y boscosas. La distribución estad́ıstica de esos

pixeles puede ser significativamente diferente de las clases de entrenamiento, y pueden

constituir outliers estad́ısticos. Desafortunadamente, esos pixeles anómalos están fre-

cuentemente esparcidos a través de la escena y son pequeños en número y, por lo

tanto, identificarlos podŕıa ser una tarea tediosa. Un enfoque común para eliminar

el efecto de esos pixeles es usar técnicas robustas (Frery et al., 1997b; Lucini et al.,

2003).

21
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3.1. M-Estimadores

Si se considera el problema de estimación de la media incondicional desde una

muestra finita de una distribución de colas pesadas, el promedio emṕırico puede ser

un pobre estimador en este caso, ya que sólo bastan unas pocas observaciones prove-

nientes de las colas para introducir gran variabilidad en el promedio. En el caso de las

distribuciones simétricas, es posible subponderar o ignorar el efecto de esos outliers

con el objeto de reducir dicha variabilidad.

Uno de los mejores estimadores robustos conocidos son los denominados M-esti-

madores, los cuales fueron propuestos por (Huber, 1964). Pertenecen a una clase de

estimadores de influencia acotada, siendo una generalización de los estimadores de

máxima verosimilitud.

Considere el vector z = (z1, z2, . . . , zN) de N muestras independientes de la misma

distribución simétrica con función de densidad de probabilidad f(z|θ), parametrizada

por θ = (θ1, . . . , θk) ∈ Θ, donde Θ es el espacio paramétrico. Se define el M-estimador

θ̂M como el mı́nimo global de la función de enerǵıa E(θ)

θ̂M = arg mı́n
θ∈Θ

E(θ), (3.1)

donde la función de enerǵıa es definida en términos de una función de pérdida ρ como

E(θ) =
N∑

i=1

ρ(zi; θ). (3.2)

Equivalentemente, es posible encontrar el M-estimador resolviendo la ecuación

N∑
i=1

ψ(zi; θ) = 0
¯
, (3.3)

donde ψ(zi; θ) = ∂ρ(zi; θ)/∂θ se denomina función de robustificación.

T́ıpicamente la función ρ es escogida simétrica; algunos casos particulares son:

ρ(y) = y2/2, que da origen al estimador de Mı́nimos Cuadrados (LS: Least Square),
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mientras que ρ(y) = |y| origina el estimador de mediana. La ecuación (3.3) es una

generalización de la ecuación (2.37), ya que los ML-estimadores se obtienen tras con-

siderar ρ(z; θ) = − ln f(z|θ) y ψ(z; θ) = s(z; θ).

Las funciones de robustificación ψ se construyen como composición entre las fun-

ciones score y ciertas funciones simétricas acotadas, donde estas últimas son usual-

mente definidas por partes, por ejemplo según sus autores

Huber: ψb(y) = mı́n{b, máx{y,−b}} =





−b , y ≤ −b

y , −b < y < b

b , y ≥ b

(3.4)

ψ
b
(y)

y

−b
b

−b

b

Hampel: ψa,b,c(y) =





y , 0 ≤ |y| < a

a · sign(y) , a ≤ |y| < b

a c−|y|
c−b

sign(y) , b ≤ |y| < c

0 , c ≤ |y|

(3.5)

a,b,c
(y)ψ

−b−c
ba

−a

a

−a
c y
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Tuckey: ψk(y) =





y
(
1− (

y
k

)2
)2

, |y| ≤ k

0 , |y| > k

(3.6)

ψ
k
(y)

525

−16k

525

k16

5k

−k 5

y

−k
k

Los valores a, b, c, k se denominan parámetros de ajuste, y se obtienen de manera

tal que la eficiencia relativa asintótica (ARE: asymptotic relative efficiency) del M-

estimador con respecto al ML-estimador se encuentre, por ejemplo, en el rango 90 %

a 95 %.

La importancia de las funciones ψ es que ellas truncan la función score para

aquellas observaciones que se encuentran por debajo o por encima de ciertos valores

umbrales. De esta forma, las funciones de robustificación permiten reducir la influencia

de los datos at́ıpicos (outliers) en el proceso de estimación.

Con el objeto de obtener estimadores robustos asintóticamente insesgados, en la

ecuación (3.3) se introducen funciones correctoras c : Θ × (0, +∞) → R. De esta

forma, se redefine el M-estimador θ̂M como solución de la ecuación

N∑
i=1

ψ[s(zi; θ)− c] = 0
¯
. (3.7)

Las funciones correctoras c deben cumplir con la consistencia de Fisher, por lo

que se definen impĺıcitamente como

∫ ∞

−∞
ψ[s(zi; θ)− c]dFθ(z) = 0

¯
. (3.8)
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Muchos resultados teóricos concernientes a las propiedades asintóticas y de ro-

bustez de los M-estimadores pueden encontrarse en (Andrews et al., 1972; Huber,

1981; Hampel et al., 1986; Rousseeuw and Leroy, 1987).

3.2. AM-Estimadores

Una manera cualitativa de describir la robustez de los estimadores es por medio

de la función de influencia emṕırica (EIF: empirical influence function) (Hampel

et al., 1986). La EIF muestra lo que sucede con un estimador TN cuando una ob-

servación z se mueve sobre el soporte de la distribución. Se define como EIF(z) =

TN(z1, z2, . . ., zN−1, z). Con el objeto de hacer el valor de EIF(z) independiente de

una muestra en particular, se recurre a la denominada función de influencia emṕırica

estilizada (SEIF: stylized empirical influence function) propuesta en (Andrews et al.,

1972), que consiste en usar el i-ésimo cuantil de la distribución subyacente

zi = F−1

(
i− 1/3

N + 1/3

)
. (3.9)

Cuando se trabaja con distribuciones simétricas sus SEIF también son simétri-

cas, y es precisamente debido a esta razón que t́ıpicamente se escogen funciones de

robustificación ψ simétricas (Rousseeuw and Verboven, 2002). En el presente caso, la

distribución G0
A es no simétrica, tal como se aprecia en la SEIF de su ML-estimador

en la figura 3.1 para muestras de tamaño variable.

En la figura 3.1 se observa que la pérdida de robustez, esto es, el grado en que el

estimador α̂ se va alejando del verdadero valor α, depende del tamaño del outlier z

y del tipo de área (recordar la figura 1.3). En áreas homogéneas (α = −15, abajo-

derecha) la pérdida de robustez se hace más cŕıtica para grandes valores de outliers,

mientras que en áreas extremadamente heterogéneas (α = −1, arriba-izquierda) esto

ocurre para valores pequeños de outliers. En cuanto a las áreas heterogéneas, la pérdi-
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Figura 3.1: SEIF para el estimador de máxima verosimilitud bajo la distribución G0
A(α, 1), con

−α ∈ {1, 3, 6, 15} para N = 9 (ĺınea sólida), N = 25 (ĺınea punteada), N = 49 (ĺınea segmentada)
and N = 81 (ĺınea punteada-segmentada).

da de robustez oscila entre ambos extremos. Por otro lado es importante notar que,

independientemente de la rugosidad, si el tamaño de la muestra decrece la asimetŕıa

de la SEIF se hace más pronunciada.

Con base en los argumentos precedentes, se propone enfrentar el proceso de

inferencia robusta en distribuciones no simétricas a través del uso de una familia Ψr1,r2

de funciones de robustificación redescendentes asimétricas, donde 0 < r1, r2 < ∞ son

los parámetros de ajuste. Toda función asimétrica ψr1,r2 ∈ Ψr1,r2 que pertenezca a

esta familia será nula fuera del intervalo [r1, r2].
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Una función que pertenece a esta familia, ya sea para r1 ≤ r2 ó r1 ≥ r2, está dada

por

ψr1,r2(y) =





0 , y < −r1

−y − r1 , −r1 ≤ y < −r1/2

y , −r1/2 ≤ y < r2/2

−y + r2 , r2/2 ≤ y < r2

0 , y ≥ r2

(3.10)

2r2r /2

2r /2

1−r /2

1−r 1−r /2

r
21

r ,
ψ (y)

2r
1−r

r
21

r ,
ψ (y)

2r /2

2r /2

1−r /2

1−r /2

2r1r _>2r1r _<

y y

Figura 3.2: Función de robustificación redescendente asimétrica lineal definida por partes.

Por lo tanto, un AM-estimador es definido como en la ecuación (3.7), pero uti-

lizando una función asimétrica del tipo ψr1,r2 ∈ Ψr1,r2 , como la presentada en la figura

3.2. Como ya se ha mencionado, los parámetros de ajuste r1 y r2 son escogidos según

el criterio de eficiencia descrito en el apéndice B.



Caṕıtulo 4

Estudio de Simulación

Con el objeto de evaluar el comportamiento de los estimadores robustificados con

la familia de funciones Ψr1,r2 (AM-estimadores), se considerará un modelo sin con-

taminación y varios modelos con outliers. El patrón de contaminación es definido co-

mo una secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

z1, z2, . . ., zN , con función de distribución común dada por

F (z; (α, γ); ε; τv) = (1− ε) F (z; (α, γ)) + εδτv(z), (4.1)

donde δτv(z) = 1[τv ;+∞)(z) con τv un valor muy grande comparado con la mayoŕıa de

los datos de la muestra, considerado como un factor de la media muestral: τv = vE[Z].

ε ∈ [0, 1] es la probabilidad de que una observación sea un outlier. Por lo tanto, en

una muestra de N datos habrá en promedio (1− ε)N observaciones con distribución

G0
A y εN outliers.

Las muestras fueron generadas mediante la relación (2.20), y sin pérdida de gen-

eralidad, se escogió el parámetro de escala γ en términos de α, de manera tal que

E[Z] = 1. Usando la ecuación (2.21) se tiene

γα =
4

π

[
Γ(−α)

Γ(−α− 1/2)

]2

. (4.2)

28
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A continuación se estima el parámetro de rugosidad α de la distribución G0
A(α, γα, 1),

recordando que este es el caso que contiene mayor ruido speckle. Se comparan el

AM-estimador, usando la función de robustez descrita en (3.10), con respecto al ML-

estimador y al M-estimador presentado en (Bustos et al., 2002), este último basado

en la función de Huber (3.4). El ML-estimador es calculado según (2.41), mientras

que el M-estimador y los AM-estimador se infieren a partir de (3.7), cuya solución

se obtiene con la estrategia empleada por (Bustos and Ling, 1996), detallada en el

apéndice A.

Por simplicidad, los parámetros de ajuste r1 y r2 del AM-estimador se vinculan

entre śı, y se relacionan a su vez con el parámetro de ajuste b de la función de Huber.

Esta correspondencia puede efectuarse bajo dos escenarios posibles:

Caso (i) : r1 = 2b, r2 = ηr1,

Caso (ii) : r2 = 2b, r1 = ηr2,

considerando b = {1/2, 1, 2, 3, 4} y η = {1/2, 1, 3/2, 2}, donde η es usado para con-

trolar la amplitud de la asimetŕıa de la función de robustificación (3.10).

La regla para escoger los parámetros de ajuste b y consecuentemente r1 y r2,

consiste en requerir que la eficiencia relativa asintótica (ARE) del AM-estimador

con respecto al ML-estimador, considerando el modelo sin outliers, vaŕıe en el rango

90 % ≤ ARE ≤ 95 %. No obstante, pueden encontrarse varias tuplas r = (r1, r2) con

la misma eficiencia relativa asintótica, por lo tanto, esta regla no determina unicidad.

Para remediar este problema es posible escoger la tupla que minimice la aproximación

de la máxima varianza asintótica como función de r. En el apéndice B se pueden

observar estos cálculos.

En las figuras 4.1 y 4.2 se compara gráficamente el M-estimador y el AM-estimador

bajo todas las posibles parametrizaciones indicadas anteriormente. En las estima-

ciones se consideró el modelo de contaminación (4.1), variando la probabilidad y la
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magnitud de la contaminación (outliers), ε = {0,01, 0,05, 0,10} y v = {5, 10, 20, 40},
respectivamente.

El primer hecho que se aprecia en las gráficas es que los AM-estimadores de

tipo (ii), es decir, aquellos con parametrización r2 = 2b y r1 = ηr2, exhiben similar

comportamiento en todos los casos, indicando que para ψr1,r2 en R− seŕıa posible

trabajar con una única parametrización para todo α, por ejemplo η = 1. Esto puede

apreciarse también en el comportamiento de la SEIF del ML-estimador (figura 3.1):

su bias negativo es pequeño y la pérdida de robustez se vuelve cŕıtica para valores

grandes de outliers. Por lo tanto, es suficiente estudiar el comportamiento del AM-

estimador de tipo (i), aquellos con parametrización r1 = 2b y r2 = ηr1.

En las figuras 4.1 y 4.2 se observa también que a medida que los datos se hacen más

homogéneos el M-estimador de Huber pierde precisión, esto es, en áreas homogéneas

(α = −10) es menos preciso que en áreas extremadamente heterogéneas (α = −1), lle-

gando a ser mucho peor a medida que la proporción y magnitud de los outliers crece,

lo que ocurre debido a la influencia constante que la función de Huber (3.4) asigna

a los valores extremos. Por otro lado, los AM-estimadores alcanzan buena precisión

independientemente de la homogeneidad de los datos, especialmente cuando la pro-

porción y magnitud de la contaminación aumenta, debido a la influencia decreciente

que la función de robustez ψr1,r2 asigna a los valores extremos.

En cuanto a la asimetŕıa de la función ψr1,r2 , se observa que ésta produce mejores

resultados para áreas homogéneas cuando η = {1/2, 1}, mientras que para áreas ex-

tremadamente heterogéneas esto ocurre cuando η = {3/2, 2}, y en áreas heterogéneas

todas las parametrizaciones presentan un comportamiento similar. En este punto seŕıa

interesante relacionar las propiedades de la distribución G0
A con la asimetŕıa de la fun-

ción de robustez, con el objeto de encontrar la parametrización más adecuada para

cada tipo de área; en este sentido se podŕıa recurrir a los momentos de orden r, u

otras medidas robustas de tendencia central y dispersión, lo cual puede ser objeto de
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Figura 4.1: M-estimadores versus AM-estimadores para α = −1.
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Figura 4.2: M-estimadores versus AM-estimadores para α = −10.
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estudios ulteriores.

Los estimadores son comparados por medio de una experiencia de Monte Carlo

usando R = 1000 replicaciones, tomando las siguientes medidas: media del estimador

Ê[α̂] = R−1
∑R

i=1 α̂i, error cuadrático medio del estimador M̂SE = Ê[α̂ − α]2 =

V̂ (α̂) + (Ê[α̂]− α)2 y el sesgo relativo absoluto del estimador B̂[α̂] = α−1|Ê[α̂]− α|,
donde α es el verdadero valor del parámetro y α̂ es su estimador.

Las tablas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6 muestran una comparación cuantitativa entre

los estimadores ML, M y AM, basada en dichas medidas. El estudio se efectúa para

cada tipo de área: homogénea (α = −10), heterogénea (α = −6) y extremadamente

heterogénea (α = −1), y bajo diferentes escenarios, variando el tamaño de la muestra

N = {9, 25, 49, 81}, la probabilidad y magnitud de los outliers ε = {0,01, 0,05, 0,10}
y v = {5, 15}.

Los resultados en las tablas muestran que todos los estimadores exhiben casi

el mismo comportamiento cuando la muestra está libre de contaminación. Además,

cuando el tamaño de la muestra crece se obtienen estimaciones más precisas. No

obstante, cuando el porcentaje de outliers aumenta, los estimadores ML y M pierden

precisión más rápido que el estimador AM. En resumen, los AM-estimadores muestran

ya sea el mismo o mejor desempeño que los estimadores ML y M es todos los casos

de estudio.

Por otro lado, es importante investigar el comportamiento de los AM-estimadores

para diferentes tamaños de muestra (N) y frecuencia de contaminación (ε). Las figuras

4.3, 4.4, y 4.5 muestran los AM-estimadores para α = {−1,−6,−10}, considerando

N = {9, 25, 49, 81} y ε = {0,00, 0,01, 0,05, 0,10}, para outliers de magnitud 40. En

las figuras no se aprecia una diferencia significativa entre las estimaciones basadas en

diferentes tamaños de muestra, lo que permite concluir que los AM-estimadores son

eficientes en un amplio rango de situaciones.
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T
ab

la
4.

3:
C

om
pa

ra
ci

ón
nu

m
ér

ic
a

de
le

rr
or

cu
ad

rá
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Figura 4.3: AM-estimadores para α = −1 versus tamaño muestral, con nivel de contaminación:
ε = 0,00 (ĺınea sólida), ε = 0,01 (ĺınea punteada), ε = 0,05 (ĺınea segmentada) and ε = 0,10 (ĺınea
punteada-segmentada).

Figura 4.4: AM-estimadores para α = −6 versus tamaño muestral, con nivel de contaminación:
ε = 0,00 (ĺınea sólida), ε = 0,01 (ĺınea punteada), ε = 0,05 (ĺınea segmentada) and ε = 0,10 (ĺınea
punteada-segmentada).
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Figura 4.5: AM-estimadores para α = −10 versus tamaño muestral, con nivel de contaminación:
ε = 0,00 (ĺınea sólida), ε = 0,01 (ĺınea punteada), ε = 0,05 (ĺınea segmentada) and ε = 0,10 (ĺınea
punteada-segmentada).



Caṕıtulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

Esta tesis se origina con la intención de proveer un mecanismo alternativo a los

métodos clásicos de estimación robusta, los cuales fueron establecidos bajo supuestos

de distribuciones simétricas. No obstante, en innumerables situaciones de la vida real

los datos no obedecen estas leyes, sino por el contrario, es frecuente descubrir procesos

que obedecen leyes distribuciones no simétricas. En estos casos, los procedimientos

de estimación robusta no son adecuados, por lo que se hace necesario contar con

metodoloǵıas de estimación diseñadas especialmente para trabajar con este tipo de

datos, de manera tal que las estimaciones alcancen la más alta precisión como sea

posible.

Si bien es cierto este estudio nace en el contexto del modelamiento de imágenes

SAR, el procedimiento de inferencia robusta propuesto puede ser aplicado a cualquier

fenómeno cuyas observaciones obedezcan una distribución no simétrica.

Se han propuesto los AM-estimadores (Asymmetric M-estimators), un nuevo méto-

do robusto basado en una familia de funciones de robustez asimétricas. Se desa-

rrolló un estudio de Monte Carlo para investigar las propiedades de robustez de estos

estimadores, comparándolos con los clásicos estimadores de máxima verosimilitud y
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los M-estimadores robustos. Se estimó el parámetro de rugosidad α de la distribución

G0
A, y los resultados mostraron que el estimador α̂AM es muy favorable con respecto

a los estimadores α̂ML y α̂M bajo el criterio del error cuadrático medio, en todas las

situaciones bajo estudio. Además, se puede ver que α̂AM tiene un sesgo más pequeño

en presencia de contaminación. Al igual que se constató que el AM-estimador tiene

un comportamiento similar tanto en grandes muestras como en pequeñas muestras.

Es importante mencionar que el esfuerzo computacional requerido para computar

α̂AM es comparable con el esfuerzo de computar α̂M bajo la metodoloǵıa descrita en

(Bustos and Ling, 1996), gracias a la cual tampoco es vital contar con una solución

inicial antes del proceso de estimación robusto. No obstante, el cómputo de los AM-

estimadores presenta algunos problemas numéricos cuando se trabaja con pequeñas

muestras.

Las extensiones de este trabajo son muchas. Se debe continuar con la estimación

simultánea de los parámetros α y γ. También es importante extender estos resulta-

dos para el caso multilook (n > 1), al igual que para imágenes multivariadas po-

larimétricas. Asimismo, se pretende desarrollar filtros para imágenes SAR basados en

los AM-estimadores.

Por otra parte, pueden estudiarse estimadores robustos para intervalos de confian-

za basados en funciones de robustez asimétricas, los cuales pueden ser combinados

con técnicas de bootstrap u otros métodos de remuestreo.

En el ámbito de la aplicaciones, utilizando los AM-estimadores pueden desarro-

llarse algoritmos más precisos de clasificación y segmentación para imágenes SAR.



Apéndice A

Implementación de los Estimadores

Robustos

Como se estableció en el caṕıtulo 3, los estimadores robustos son solución de la

ecuación
N∑

i=1

ψ[s(zi; θ)− c] = 0
¯
, (A.1)

donde c son funciones correctoras que permiten obtener estimadores asintóticamente

insesgados (consistencia de Fisher), y están definidas impĺıcitamente por

∫ ∞

−∞
ψ[s(zi; θ)− c]dFθ(z) = 0

¯
. (A.2)

En el caso del M-estimador de Huber ψ = ψb de la ecuación (3.4), y en el caso del

AM-estimador ψ = ψr1,r2 de la ecuación (3.10), donde b, r1 y r2 son los parámetros

de ajuste.

En (Bustos and Ling, 1996) se propone el siguiente procedimiento de dos pasos

para resolver el problema de estimación:
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1. Fijar los parámetros de ajuste p de la función de robustez ψp y resolver la

ecuación (A.2) con respecto a c para un conjunto discreto de valores α y al-

macenar las soluciones. Más precisamente, escoger un intervalo [α1, α2] y un

entero k (por ejemplo, k = 100), y tabular las soluciones c(α) para α =

α1 + (i− 1)(α2 − α1)/(k − 1), i = 1, . . . , k.

2. Resolver la ecuación (A.1) con respecto a α, usando una interpolación lineal de

la tabla obtenida en el paso 1 con el objeto de computar c(α) para los valores

de α requeridos.

En la práctica, es necesario fijar α1 y α2 tal que [α1, α2] contenga la solución α̂

de la ecuación (A.1). Sin embargo, la computación preliminar del paso 1 acelera

sustancialmente el paso 2.

A continuación se desenvolverán los aspectos numéricos relacionados con la solu-

ción de la ecuación (A.2) tanto para el M-estimador de Huber como para el AM-

estimador propuesto bajo la estimación del parámetro de rugosidad α. En ambos

casos se quiere encontrar el valor de la función c tal que

Iα =

∫ ∞

−∞
ψ[s1(z; θ)− c]f(z)dz = 0, (A.3)

donde s1 es el primer componente de la función score definida en (2.38) y f es la

función de densidad de probabilidad de la distribución G0
A definida en (2.18). Para

resolver Iα es necesario recurrir a la definición por partes de las funciones ψ; siendo

conveniente introducir en este punto los cambios de variable u = z2

γ
e y = α−1 +

ln(1 + u)− c. De esta forma, la función de robustificación para cada estimador puede

expresarse como
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ψb(y) =





−b , u ≤ A

y , A < u < B

b , u ≥ B

donde





A = exp(c− b− α−1)− 1

B = exp(c + b− α−1)− 1

(A.4)

ψr1,r2(y) =





0 , u < A

−y − r1 , A ≤ u < B

y , B ≤ u < C

−y + r2 , C ≤ u < D

0 , u ≥ D

donde





A = exp(c− r1 − α−1)− 1

B = exp(c− r1/2− α−1)− 1

C = exp(c + r2/2− α−1)− 1

D = exp(c + r2 − α−1)− 1

(A.5)

A.1. Funciones Correctoras del M-estimador

Desarrollando por partes la integral Iα en el caso del M-estimador de Huber se

tiene

Iα =
∫∞
−∞ ψb(y)f(u)du

=

∫ A

−∞
−bf(u)du

︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ B

A

yf(u)du

︸ ︷︷ ︸
I2

+

∫ ∞

B

bf(u)du

︸ ︷︷ ︸
I3

, (A.6)

con

I1 = −bF (A), (A.7)

I2 = (1 + u)α(c− ln(1 + u))
∣∣∣
B

A
, (A.8)

I3 = b[1− F (B)], (A.9)

donde F es la función de distribución acumulada de la distribución G0
A definida en

(2.19).
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Dependiendo del dominio de integración, la integral Iα = I1+I2+I3 puede definirse

bajo tres casos:

Caso 1: 0 < A < B =⇒ c ≥ b + α−1 .

Entonces I1, I2 e I3 se expresan como en (A.7), (A.8) y (A.9), respectivamente.

Caso 2: A < 0 < B =⇒ −b + α−1 < c < b + α−1 .

Entonces

I1 = 0,

I2 = (1 + u)α(c− ln(1 + u))
∣∣∣
B

0
,

I3 como definido anteriormente en (A.9).

(A.10)

Caso 3: A < B < 0 =⇒ c < −b + α−1 .

Entonces

I1 = I2 = 0,

I3 = b.
(A.11)

Lo cual no tiene sentido puesto que debe cumplirse Iα = 0, y b > 0. Por lo

tanto, este caso no es factible.

La solución de Iα = 0 con respecto a c puede encontrarse por métodos numéricos,

por ejemplo mediante el algoritmo de Broyden (Burden and Faires, 1985), al cual se

debe proporcionar una solución inicial c0, fijada en cero en este estudio.

A.2. Funciones Correctoras del AM-estimador

Al desarrollar por partes la integral Iα de la ecuación (A.3) en el caso del AM-

estimador se tiene

Iα =
∫∞
−∞ ψr1,r2(y)f(u)du

=

∫ B

A

−(y + r1)f(u)du

︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ C

B

yf(u)du

︸ ︷︷ ︸
I2

+

∫ D

C

−(y − r2)f(u)du

︸ ︷︷ ︸
I3

, (A.12)
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con

I1 = −(1 + u)α(c− r1 − ln(1 + u))
∣∣∣
B

A
, (A.13)

I2 = (1 + u)α(c− ln(1 + u))
∣∣∣
C

B
, (A.14)

I3 = −(1 + u)α(c + r2 − ln(1 + u))
∣∣∣
D

C
. (A.15)

Dependiendo del dominio de integración, la integral Iα = I1 + I2 + I3 puede definirse

bajo cinco casos:

Caso 1: 0 < A < B < C < D =⇒ c > r1 + α−1 .

Entonces I1, I2 e I3 se expresan como en (A.13), (A.14) y (A.15), respectiva-

mente.

Caso 2: A < 0 < B < C < D =⇒ r1/2 + α−1 < c ≤ r1 + α−1 .

Entonces

I1 = −(1 + u)α(c− r1 − ln(1 + u))
∣∣∣
B

0
,

I2, I3 como definidos anteriormente en (A.14) y (A.15), respectivamente.

(A.16)

Caso 3: A < B < 0 < C < D =⇒ −r2/2 + α−1 < c ≤ r1/2 + α−1 .

Entonces

I1 = 0,

I2 = (1 + u)α(c− ln(1 + u))
∣∣∣
C

0
,

I3 como definido anteriormente en (A.15).

(A.17)

Caso 4: A < B < C < 0 < D =⇒ −r2 + α−1 < c ≤ −r2/2 + α−1 .

Entonces

I1 = I2 = 0,

I3 = −(1 + u)α(c + r2 − ln(1 + u))
∣∣∣
D

0
.

(A.18)

Caso 5: A < B < C < D < 0 =⇒ c ≤ −r2 + α−1 .

Entonces

I1 = I2 = I3 = 0. (A.19)



Apéndice B

Cómputo de los Parámetros de

Ajuste

Es bien sabido que bajo condiciones de regularidad muy poco restrictivas los

estimadores de máxima verosimilitud son asintóticamente normales y óptimos con

respecto a varianza. Es por ello que la definición de estimadores robustos eficientes

requiere el ajuste de los parámetros p de las funciones de robustificación ψp, los cuales

son escogidos de manera que la eficiencia de los estimadores robustos con respecto a

los de máxima verosimilitud no sea demasiado baja en el modelo sin outliers. Esta

restricción impone que la varianza asintótica de los estimadores robustos no sobrepase

la de los estimadores de máxima verosimilitud en más de un cierto factor controlable.

De esta forma, se define la eficiencia relativa asintótica como

ARE =
V (θ̂ML)

V (θ̂robusto)
, (B.1)

y se requiere controlar este factor en el rango 90 % < ARE < 95 %.

A continuación se desenvolverán los aspectos numéricos relacionados con la búsque-

da de los parámetros de ajuste, tanto para el M-estimador de Huber como para el

AM-estimador propuesto bajo la estimación del parámetro de rugosidad α (caso uni-
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dimensional). Para el caso de estimación conjunta revisar la extensión al caso multi-

dimensional en (Hampel et al., 1986).

B.1. Varianza Asintótica del ML-estimador

Se define la varianza asintótica del estimador de máxima verosimilitud del parámetro

α como V (α̂ML) = J−1, donde J es la matriz de información de Fisher definida por

J =

∫ ∞

−∞
s1(z; θ)2dF, (B.2)

donde s1 es la primera componente de la función score definida en (2.38) y F es la

función de distribución acumulada de la distribución G0
A definida en (2.19).

Al integrar la ecuación (B.2), la varianza asintótica del estimador de máxima

verosimilitud viene dada por

V (α̂ML) = α2. (B.3)

B.2. Varianza Asintótica del M-estimador

Se define la varianza asintótica del M-estimador de Huber del parámetro α como

V (α̂M) =

∫∞
−∞ ψ2

b (y)dF
(∫∞

−∞ ψb(y)s1(z; θ)dF
)2 . (B.4)

Desarrollando por partes el numerador, considerando los cambios de variable u = z2

γ

e y = α−1 + ln(1 + u)− c, se tiene

T1 =
∫∞
−∞ ψ2

b (y)dF

=

∫ A

−∞
(−b)2f(u)du

︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ B

A

y2f(u)du

︸ ︷︷ ︸
I2

+

∫ ∞

B

b2f(u)du

︸ ︷︷ ︸
I3

, (B.5)
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con

I1 = b2F (A), (B.6)

I2 = −(1 + u)α
{
α−2 + c2 + ln(1 + u)[−2c + ln(1 + u)]

} ∣∣∣
B

A
, (B.7)

I3 = b2[1− F (B)], (B.8)

donde f es la función de densidad de probabilidad de la distribución G0
A definida en

(2.18) y A,B y C son los definidos en (A.4). La ecuación (B.5) posee dos casos de

solución:

Caso 1: 0 < A < B =⇒ c ≥ b + α−1 .

Entonces I1, I2 e I3 se expresan como en (B.6), (B.7) y (B.8), respectivamente.

Caso 2: A < 0 < B =⇒ −b + α−1 < c < b + α−1 .

Entonces

I1 = 0,

I2 = −(1 + u)α {α−2 + c2 + ln(1 + u)[−2c + ln(1 + u)]}
∣∣∣
B

0
,

I3 como definido anteriormente en (B.8).

(B.9)

Desarrollando por partes el denominador de la ecuación (B.4), se tiene

T2 =
∫∞
−∞ ψb(y)s1(z; θ)dF

=

∫ A

−∞
−bs1(u; θ)f(u)du

︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ B

A

ys1(u; θ)f(u)du

︸ ︷︷ ︸
I2

+

∫ ∞

B

bs1(u; θ)f(u)du

︸ ︷︷ ︸
I3

, (B.10)

con

I1 = b(1 + A)α ln(1 + A), (B.11)

I2 = −{
(1 + u)α

[
α−2 − c ln(1 + u) + ln2(1 + u)

]} ∣∣∣
B

A
, (B.12)

I3 = b(1 + B)α ln(1 + B). (B.13)

La ecuación (B.10) posee dos casos de solución:
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Caso 1: 0 < A < B =⇒ c ≥ b + α−1 .

Entonces I1, I2 e I3 se expresan como en (B.11), (B.12) y (B.13), respectiva-

mente.

Caso 2: A < 0 < B =⇒ −b + α−1 < c < b + α−1 .

Entonces

I1 = 0,

I2 = −{
(1 + u)α

[
α−2 − c ln(1 + u) + ln2(1 + u)

]} ∣∣∣
B

0
,

I3 como definido anteriormente en (B.13).

(B.14)

Finalmente, la varianza asintótica del M-estimador de Huber está dada por

V (α̂M) =
T1

(T2)2
. (B.15)

B.3. Varianza Asintótica del AM-estimador

Se define la varianza asintótica del AM-estimador del parámetro α propuesto en

(3.10) como

V (α̂AM) =

∫∞
−∞ ψ2

r1,r2
(y)dF

(∫∞
−∞ ψr1,r2(y)s1(z; θ)dF

)2 . (B.16)

Desarrollando por partes el numerador, considerando los cambios de variable u = z2

γ

e y = α−1 + ln(1 + u)− c, se tiene

T1 =
∫∞
−∞ ψ2

r1,r2
(y)dF

=

∫ B

A

[−(y + r1)]
2f(u)du

︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ C

B

y2f(u)du

︸ ︷︷ ︸
I2

+

∫ D

C

[−(y − r2)]
2f(u)du

︸ ︷︷ ︸
I3

, (B.17)

con

I1 = −(1 + u)α
{
α−2 + (c− r1)

2 + ln(1 + u)[−2(c− r1) + ln(1 + u)]
} ∣∣∣

B

A
,(B.18)

I2 = −(1 + u)α
{
α−2 + c2 + ln(1 + u)[−2c + ln(1 + u)]

} ∣∣∣
C

B
, (B.19)

I3 = −(1 + u)α
{
α−2 + (c + r2)

2 + ln(1 + u)[−2(c + r2) + ln(1 + u)]
} ∣∣∣

D

C
.(B.20)
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donde A,B,C y D son los definidos en (A.5). La ecuación (B.17) posee cinco casos

de solución:

Caso 1: 0 < A < B < C < D =⇒ c > r1 + α−1 .

Entonces I1, I2 e I3 se expresan como en (B.18), (B.19) y (B.20), respectiva-

mente.

Caso 2: A < 0 < B < C < D =⇒ r1/2 + α−1 < c ≤ r1 + α−1 .

Entonces

I1 = −(1 + u)α {α−2 + (c− r1)
2 + ln(1 + u)[−2(c− r1) + ln(1 + u)]}

∣∣∣
B

0
,

I2, I3 como definidos anteriormente en (B.19) y (B.20), respectivamente.

(B.21)

Caso 3: A < B < 0 < C < D =⇒ −r2/2 + α−1 < c ≤ r1/2 + α−1 .

Entonces

I1 = 0,

I2 = −(1 + u)α {α−2 + c2 + ln(1 + u)[−2c + ln(1 + u)]}
∣∣∣
C

0
,

I3 como definido anteriormente en (B.20).

(B.22)

Caso 4: A < B < C < 0 < D =⇒ −r2 + α−1 < c ≤ −r2/2 + α−1 .

Entonces

I1 = I2 = 0,

I3 = −(1 + u)α {α−2 + (c + r2)
2 + ln(1 + u)[−2(c + r2) + ln(1 + u)]}

∣∣∣
D

0
.

(B.23)

Caso 5: A < B < C < D < 0 =⇒ c ≤ −r2 + α−1 .

Entonces

I1 = I2 = I3 = 0. (B.24)
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Desarrollando por partes el denominador de la ecuación (B.16), se tiene

T2 =
∫∞
−∞ ψr1,r2(y)s1(z; θ)dF

=

∫ B

A

−(y + r1)s1(u; θ)f(u)du

︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ C

B

ys1(u; θ)f(u)du

︸ ︷︷ ︸
I2

+

∫ D

C

−(y − r2)s1(u; θ)f(u)du

︸ ︷︷ ︸
I3

,

(B.25)

con

I1 = −(1 + u)α
{−α−2 + ln(1 + u)[c− r1 − ln(1 + u)]

} ∣∣∣
B

A
, (B.26)

I2 = −(1 + u)α
{
α−2 − ln(1 + u)[c− ln(1 + u)]

} ∣∣∣
C

B
, (B.27)

I3 = −(1 + u)α
{−α−2 + ln(1 + u)[c + r2 − ln(1 + u)]

} ∣∣∣
D

C
. (B.28)

La ecuación (B.25) posee cinco casos de solución:

Caso 1: 0 < A < B < C < D =⇒ c > r1 + α−1 .

Entonces I1, I2 e I3 se expresan como en (B.26), (B.27) y (B.28), respectiva-

mente.

Caso 2: A < 0 < B < C < D =⇒ r1/2 + α−1 < c ≤ r1 + α−1 .

Entonces

I1 = −(1 + u)α {−α−2 + ln(1 + u)[c− r1 − ln(1 + u)]}
∣∣∣
B

0
,

I2, I3 como definidos anteriormente en (B.27) y (B.28), respectivamente.

(B.29)

Caso 3: A < B < 0 < C < D =⇒ −r2/2 + α−1 < c ≤ r1/2 + α−1 .

Entonces

I1 = 0,

I2 = −(1 + u)α {α−2 − ln(1 + u)[c− ln(1 + u)]}
∣∣∣
C

0
,

I3 como definido anteriormente en (B.28).

(B.30)
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Caso 4: A < B < C < 0 < D =⇒ −r2 + α−1 < c ≤ −r2/2 + α−1 .

Entonces

I1 = I2 = 0,

I3 = −(1 + u)α {−α−2 + ln(1 + u)[c + r2 − ln(1 + u)]}
∣∣∣
D

0
.

(B.31)

Caso 5: A < B < C < D < 0 =⇒ c ≤ −r2 + α−1 .

Entonces

I1 = I2 = I3 = 0. (B.32)

Finalmente, la varianza asintótica del AM-estimador está dada por

V (α̂AM) =
T1

(T2)2
. (B.33)
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