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Inhaltsverzeichnis

Einfiihrung

Endliche Korper sind endliche Zahlbereiche, auf denen man die elementaren Rechenoperationen Ad-
dition, Multiplikation, Substraktion und Division benutzen kann. Sie wurden zum ersten Mal von
Evariste Galois! (1811-1832) angegeben und heilen deshalb auch noch Galoiskérper. Endliche Korper
spielen eine wichtige Rolle in der Zahlentheorie, algebraischer Geometrie, Kryptographie und Codie-
rungstheorie. Ihre Anwendung in der Kryptographie beruht auf der Tatsache, dass es sehr einfach ist in
einem endlichen Korper a” auszurechnen, jedoch kein Algorithmus bekannt ist, welcher fiir gegebene
a und b ein x auf effiziente Art bestimmen kann, so dass a® = b gilt. Die Zahl x wird auch noch dis-
kreter Logarithmus von b mit Basis a genannt. Das Diffie-Hellman Verfahren zum Schliisselaustausch
benutzt dieses Prinzip. In der Codierungstheorie benutzt man endliche Kérper um Fehler in der Da-
teniibertragung, welche durch Storsignale verursacht werden, zu korrigieren. Damit wird es mdglich
Informationen selbst iiber sehr weite Strecken fehlerlos zu iibermitteln. Das populérste Beispiel hierfiir
wire wahrscheinlich der Reed-Solomon Code, welcher von der Raumfahrtagentur NASA benutzt wird,
um die Dateniibertragung zu den Voyager Raumsonden zu erméglichen.

Wir werden uns in dieser Arbeit hauptsichlich mit der Existenz und Eindeutigkeit endlicher Kérper
beschéftigen. Dazu werden wir als erstes zeigen, dass es endliche Korper mit p Elementen gibt, wobei
p eine Primzahl ist. Diese Erkenntnis werden wir dann nutzen um schrittweise zu zeigen, dass wenn
ein Korper endlich ist, dann muss dieser p” Elemente besitzen, wobei p wiederum eine Primzahl und n
eine natiirliche Zahl ist. Danach beweisen wir die Eindeutigkeit und etwas spéter die Existenz endlicher
Korper mit p” Elementen fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl n. Mit Hilfe der Galoistheorie
wird es uns dann moglich sein alle Unterkorper eines solchen Kérpers zu bestimmen. Als letztes wollen
wir eine explizite Konstruktion von zwei endlichen Koérpern angeben und zeigen wie man in diesen
rechnet.

', Galois: SUR LA THEORIE DES NOMBRES, Bulletin des sciences mathématiques de Ferussac XIII, 1830, §218
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1 Endliche Korper

In diesem ersten Kapitel wollen wir endliche Koérper definieren und einige allgemeine Aussagen iiber
endliche Korper beweisen. Wir werden zeigen, dass falls ein Korper endlich ist, dann muss dieser p"
Elemente besitzen, wobei p eine Primzahl und n eine natiirliche Zahl ist.

Wir setzen Satz 1.1 als bekannt voraus und geben ihn hier ohne Beweis an. Der Beweis kann zum
Beispiel in [9] nachgelesen werden.

Satz 1.1 (Satz von Lagrange)
Sei G eine endliche Gruppe.

(1) Ist H eine Untergruppe von G, so ist die Kardinalitat von H ein Teiler der Kardinalitdt von G.

(2) Insbesondere teilt die Ordnung von z € G die Kardinalitét von G.

Definition 1.2
Es seien eine nicht leere Menge K gegeben sowie zwei Abbildungen +,-: K x K — K. Es gelte

K1 K ist beziiglich + eine kommutative Gruppe. Das neutrale Element bezeichnen wir mit 0.

K2 K\{0} ist beztiglich - eine kommutative Gruppe. Das neutrale Element bezeichnen wir mit 1. Wir
schreiben K* fiir diese Gruppe. Wir nennen sie die multiplikative Gruppe von K.

K3z -(y+z2)=z-y+z-2Vey 2z €K (Distributivgesetz)
Dann nennen wir (K, + ,-) einen Kérper.

Proposition 1.3
Die Menge (Z/pZ, + ,-) bildet fiir jede Primzahl p einen Koérper.

Beweis: Die Menge (Z/pZ,+) ist eine kommutative Gruppe, denn seien @, b, ¢ € Z/pZ
a+ (B+E) = a+ pky + (b+ pks + ¢ + pks)
= (a + pk1 + b+ pka) + ¢ + pks (Assoziativitat in Z)
= (a + 5) +c
Das neutrale Element ist offensichtlich 0 = 0 + kp = kp und das zu a inverse Element ist klarerweise
—a = —a + kp. Die Kommutativitit ist ebenfalls klar, es geniigt analog wie zum Beweis zur Assozia-

tivitdt den Fall zuriick nach Z zu fithren. ~
Die Menge ((Z/pZ)\ {0} ,-) ist eine kommutative Gruppe denn seien @, b, ¢ € (Z/pZ)\ {0}

a-(b-2) = (a+pk1)- ((b+phs) - (c+phs))
= ((a 4+ pk1) - (b+ pka)) - (¢ + pks) (Assoziativitdt in Z)

(H~B)~E
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Das neutrale Element ist offensichtlich T = 1+ kp. Zudem ist p eine Primzahl und keines der Elemente
mit Ausnahme der 1 in (Z/pZ) \ {0} ist ein Teiler von p. Daraus folgt mit dem euklidischen Algorithmus
fir 0 < a < pin Z, dass es ein b und ein k in Z gibt mit:

1 =ggT (a,p) = ab+ kp
s1=ab
Damit ist b das Inverse zu a in Z/pZ. Die Kommutativitdt ist auch klar, es geniigt analog wie zum
Beweis zur Assoziativitdt den Fall zuriick nach Z zu fiithren.

Schlussendlich kann man das Distributivgesetz ebenfalls beweisen in dem man den Fall zuriick nach
Z fithrt. Somit ist (Z/pZ, + ,-) ein Korper.

Definition 1.4
Ein Unterkorper ist eine Teilmenge eines Korpers, die mit den Operationen des Oberkorpers wieder
einen Korper bildet. Dazu miissen folgende Aussagen fiir einen Unterkorper U eines Korpers K gelten.

1) 1, 0 €U

3

(1)
(2) a,beU=a+beU,a-beU
B) aclU= —acU

(

4) a € U\{0} = a~ ! €U\ {0}

Definition 1.5
Ein endlicher Korper ist ein Kérper K mit endlich vielen Elementen. Wir schreiben [F), fiir einen Korper
mit p Elementen.

Proposition 1.6
Sei K ein endlicher Kérper, dann besitzt K einen kleinsten Unterkoérper P.

Beweis: Da K nur endlich viele Elemente besitzt, gibt es nur endlich viele Méglichkeiten um Un-
termengen zu bilden. Also gibt es auch nur hochstens endlich viele Unterkérper. Seien nun K; fiir
i € {1,...,n} alle Unterkérper von K. Es folgt, dass NI ; K; # ), denn 1k, Ox € K; fiir jedes i. Seien
nun a, b € N K;, dann sind a, b € K; Vi und somit auch a +0b, a-b, —a € K; Vi. Zudem gilt,
dass N7 ; K; mindestens ein Element a enthalt welches von Ox verschieden ist. Fiir dieses Element gilt
a! € K;\ {0} Vi. Hieraus folgt, dass N?_; K; ein Unterkérper ist, der in allen anderen Unterkdrpern
enthalten ist.

Definition 1.7
Ein Primkoérper ist ein Korper welcher keinen echten Unterkdrper besitzt.

Definition 1.8
Die Charakteristik eines Korpers ist die kleinste natiirliche Zahl n > 0 fiir welche gilt:

n-1:=1+14+...4+41=0
—_—

n mal

Falls es keine solche Zahl gibt, dann wird die Charakteristik des Korpers als 0 definiert.
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Proposition 1.9
Die Charakteristik eines Korpers K ist entweder 0 oder eine Primzahl. Die Charakteristik eines end-
lichen Korpers ist immer eine Primzahl.

Beweis: Angenommen die Charakteristik von K sei n € N, wobei n keine Primzahl ist. Das heif}t es
gilt n =rs, wobei 1 <r <mund 1 < s < n sind. Es folgt:

r-D(s-1)=041+...4)1A+14...+1)=n-1=0

r mal s mal

Da K ein Korper ist, folgt, dass entweder r -1 = 0 oder s -1 = 0. Dies ist ein Widerspruch zur
Minimalitdt von n. Somit ist n = 0 oder n ist eine Primzahl. Wir bemerken zudem, dass n = 1 nicht
moglich ist, da 0 # 1 gelten muss. Angenommen K ist ein endlicher Kérper. Dann folgt, dass die
Folge: 0, 1, 1+ 1, 14+ 1+ 1, ... mindestens einen sich wiederholenden Term besitzt. Angenommen
r-1=s-1mit r < s. Daraus folgt: (s —r)-1 = 0. Somit hat K eine von 0 verschiedene Charakteristik,
da r — s < oo und wegen des ersten Teils des Beweises ist diese sogar eine Primzahl.

Proposition 1.10
Sei K ein Korper mit Charakteristik p. Dann besitzt K einen Primkérper U welcher isomorph zu Z/pZ
ist.

Beweis: Hat K die Charakteristik p, so kénnen wir folgende Abbildung definieren:

©:7Z/pZ — K
re—r-1

Diese Abbildung ist ein Homomorphismus. Denn

O(r+s)=(r+s)-1=r-1+s-1=0(r)+0(s)
O(r-s)=(r-s)-1=(r-1)-(s-1)=0(r)-6

Auflerdem ist © injektiv denn

O(r)=0&r-1=0sr=k-per=0e€Z/pZ
= ker © = {0}

Somit bildet © einen Isomorphismus zwischen Z/pZ und ImO. Da © ein Isomorphismus und Z/pZ ein
Korper ist, folgt, dass Im© einen Unterkérper von K bildet. Da jeder Unterkoérper von K das Element
1 enthélt, enthélt jeder Unterkérper auch -1 =141+ ...+ 1. Also ist der Kérper Im®© in jedem
Unterkorper enthalten und somit mit dem Primkoérper U in K identisch. Des weiteren gibt es nur einen
einzigen solchen Isomorphismus denn sei ©’ ein weiterer Isomorphismus:

O =1=20r)=01+1+..41)=0"(1)+...40 (1) =r-1=0(r)
l =1 =1
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Korollar 1.11
Der Primkorper eines endlichen Korpers besitzt immer p Elemente, wobei p eine Primzahl ist.

Beweis: Dies ist offensichtlich, da nach Proposition 1.10 der Primkoérper Isomorph zu Z/pZ ist, und
dieser p Elemente besitzt.

Korollar 1.12
Z/pZ ist fir jede Primzahl p der einzige Kérper mit p Elementen.

Beweis: Sei K ein Korper mit p Elementen. Wir zeigen zuerst, dass K dann von der Charakteristik
p sein muss. Angenommen die Charakteristik von K sei ¢ > p. Dann besitzt die Folge

0,1, 1+1, 1+1+1, ..., 1+1+1+...41, ...

q mal

mindestens einen sich wiederholenden Term, da wir nur p Elemente in K haben. Sei also j; -1 =ja -1
mit j; < jo. Dann ist (jo — j1) - 1 = 0. Somit ist j; = j2 und wir haben einen Widerspruch.

Wire 1 < g < p, dann bildet die Menge G = {j -1 | 0 < j < ¢} eine Untergruppe von (K, +), denn
offensichtlich sind 0 und 1 in G und das Inverse zu j - 1 ist (¢ — j) - 1 welches ebenfalls in G ist. Nach
dem Satz von Lagrange miisste q nun aber ein Teiler von p sein. Dies ist wiederum ein Widerspruch,
da p eine Primzahl ist, also muss K von der Charakteristik p sein.

Aus Proposition 1.10 folgt, dass K einen Primkorper hat der zu Z/pZ isomorph ist. Da aber Z/pZ ein
Korper mit p Elementen ist, muss K schon der Primkorper sein und somit isomorph zu Z/pZ.

Betrachten wir nun einen endlichen Kérper K mit Primkérper F,. So kann man K auch als einen
Vektorraum iiber I, betrachten.

Satz 1.13
Sei K ein endlicher Kérper. Dann ist K ein Korper mit p” Elementen fiir ein n € N:

Beweis: Da K von der Charakteristik p ist, besitzt K einen Primkérper IF),. Nehmen wir an K sei ein
Vektorraum der Dimension n {iber dem Primkérper Fy,. Dann existiert eine Basis {e1, e2, €3, ..., ep}
von K iiber F),. Jedes Element a € K ist dann eindeutig in der Form a = Y71 ; \je;, A; € F, darstellbar.
Fir jeden Koeflizienten \; gibt es genau p Mdoglichkeiten. Daraus folgt, dass K

Vs

p-p...-p=p
—_——
n mal

Elemente besitzt.

Korollar 1.14
Jeder endlicher Koérper hat p™ Elemente, wobei p eine Primzahl und n eine natiirliche Zahl ist.

Beweis: Dies folgt sofort aus Proposition 1.9, Proposition 1.10 und Satz 1.13.
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2 Die Multiplikative Gruppe eines endlichen
Korpers

Wir wollen nun zeigen, dass die multiplikative Gruppe eines endlichen Koérpers zyklisch ist. Aulerdem
werden wir die Anzahl an Erzeugern dieser Gruppe bestimmen.

Definition 2.1
Eine Gruppe G ist eine zyklische Gruppe, falls es ein g € GG gibt, mit der Eigenschaft

G={z|z=4g",nel}
Das heifit G wird vom Element g erzeugt.

Definition 2.2

Der Exponent e einer Gruppe G ist die kleinste natiirliche Zahl e mit der Eigenschaft: ¢¢ =1 Vg € G.
Wir bemerken, dass eine endliche Gruppe immer einen endlichen Exponenten besitzt. Denn andernfalls
gébe es ein a € G mit a™ # 1 Vn € N. Daraus folgt, dass die Ordnung von a unendlich wire und somit
im Widerspruch zum Satz 1.1 von Lagrange stiinde.

Lemma 2.3
Sei G eine kommutative Gruppe und a € G von der Ordnung m und b € G von der Ordnung n. Falls
99T (m,n) = 1 ist, dann hat a - b die Ordnung n - m.

Beweis: Angenommen a - b hat die Ordnung d. Es gilt: (ab)"™ = (a™)" (b™)™ = 1. Daraus folgt,
dass d|nm. Andererseits gilt ebenfalls (ab)? = 1 und somit (ab)™ = 1 und deswegen ist o™ = 1, da
pd = (b")d = 1 gilt. Weil aber a von der Ordnung m ist, folgt aus m|nd und ggT (m,n) = 1, dass m|d
sein muss. Analog erhélt man n|d in dem man (ab)md betrachtet. Wir erinnern uns nun an folgende
Behauptungen:

a,beN=a-b=ggT (a,b)-kgV (a, b)
a, b € Z\{0}, ¢ € Z mit alc, blc = kgV (a, b) |c
Daraus folgt dann, dass mn|d gilt, da ggT (m,n) = 1 und mn = kgV (m,n) sind. Somit muss auch
d =mn-m gelten.

Lemma 2.4
Sei GG eine endliche und kommutative Gruppe mit Exponent e. Dann besitzt G ein Element a mit der
Ordnung e.
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Beweis: Sei e = ][}, p?j die Primfaktorzerlegung von e. Zu jedem ¢ € {1, ..., n} gibt esein a € G

und ein m fiir welche gilt: a™i' =1. Dennaus a® =1V a € G folgt

n aj
1= aHj=1pj

n a5\ P;
= (a j=1,5#iPj )

= amp?i
i b . . . . . 1
wobei m = Hgl:l,j#i p?] ist. Der Fall, dass a™P: =1 fiir b; < a; fiir alle a € G ist nicht mdglich, denn

in dem Fall ware fir .
bi j
6’ = pl . H p;l]
i=1

]7

J#1
@ =1Va e Gund ¢ < e, was jedoch der Minimalitdt von e widerspricht. Sei nun «; = o™, dann
ist a; von der Ordnung p;" fiir jedes ¢ € {1, ..., n}. Nach Lemma 2.3 ist dann § = []}"; oy von der
Ordnung e, denn ggT (p;-“,p?j) =1Vi,je{l,....,n},i#j.

Korollar 2.5
Sei G eine endliche Kommutative Gruppe mit Exponent e. Dann gilt e|||G||.

Beweis: Aus Lemma 2.4 wissen wir, dass G ein Element der Ordnung e enthélt. Wegen des Satzes
von Lagrange teilt die Ordnung eines Elements die Kardinalitdt der Gruppe. Insbesondere gilt el||G]||.

Satz 2.6
Sei Fy ein endlicher Korper. Dann ist die multiplikative Gruppe Fj eine zyklische Gruppe.

Beweis: Angenommen [y hat als Exponent e. In dem Fall erfiillt jedes der ¢ — 1 Elemente a € F} die
Gleichung ¢ — 1 = 0. Da ein Polynom vom Grad d hochstens d Nullstellen hat, folgt, dass g — 1 < e
ist. Da aber wegen Korollar 2.5 e|qg—1 gilt, muss ebenfalls e < ¢—1 gelten. Also erhalten wir e = g— 1.
Aus Lemma 2.4 folgt, dass Fj ein Element der Ordnung q — 1 besitzt, welches [y erzeugt (da die
Gruppe g-1 Elemente besitzt). Insbesondere ist [ zyklisch.

Definition 2.7
Sei F; ein endlicher Korper. Wir nennen einen Erzeuger von Fy primitives Element.

Lemma 2.8
Sei g ein Erzeuger einer zyklischen Gruppe C,, bestehend aus n Elementen. Die Ordnung von ¢" ist in

dem Fall ggTiT(L’r‘,TL)

Beweis: Angenommen die Ordnung von ¢" sei d und gg7 (r,n) = e. Dann folgt aus e|n und e|r, dass
n =en’ und r = er’ mit ggT (r',n') = 1, da ansonsten e nicht maximal wére. Somit gilt

(9" = (ge’"/)n/ = (96"')T, =(g") =1



2. Die Multiplikative Gruppe eines endlichen Koérpers

Also folgt d|n’. Andererseits gilt aber auch:

(gr)d: 1 :>g7’d: 1
= n|rd (da g von der Ordnung n ist)
= en'ler'd
= n'|r'd
= n'|d da ggT (r',n') =1

Esfolgtd:n':%:m

Definition 2.9 (Euler ¢ Funktion)
Die eulersche ¢ Funktionen gibt zu jeder natiirlichen Zahl n an, wie viele positive natiirliche Zahlen
a < n zu ihr teilerfremd sind.

p(n)=H1<a<n]ggT (an)=1}
Lemma 2.10

Eine zyklische Gruppe C,, mit n Elementen, hat ¢ (n) Erzeuger. Wobei ¢ die Euler Funktion ist.

Beweis: Angenommen g ist ein Erzeuger von C),. Es geniigt die Anzahl der Elemente ¢" mit 0 < r < n
zu finden, welche ebenfalls Erzeuger von C), sind. Die Anzahl der Elemente der Ordnung n in C,, (also
die Anzahl der Erzeuger) ist wegen Lemma 2.8 gleich der Anzahl an natiirlichen Zahlen r mit 0 < r < n
welche teilerfremd zu n sind. Dies ist per Definition ¢ (n) wobei ¢ die Euler Funktion ist.

Proposition 2.11
Die Anzahl an primitiven Elementen eines endlichen Kérpers Fy, ist ¢ (¢ — 1).

Beweis: Folgt direkt aus Satz 2.6 und Lemma 2.10.
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3 Eindeutigkeit endlicher Korper

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass es fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl n héchstens
einen endlichen Korper mit p™ Elementen geben kann.

Definition 3.1

Ein Polynom f (z) vom Grad d > 1 ist irreduzibel tiber einem Korper K, falls f (z) nicht als Produkt
zweier Polynome von strikt niedrigerem Grad als f (x) geschrieben werden kann.

Proposition 3.2

Sei K ein endlicher Kérper mit Primkérper P. Jedes Element a € K ist eine Wurzel eines eindeutig
bestimmten irreduzibelen und unitéren Polynoms m (z) mit Koeffizienten aus P. Ist K ein Korper mit
p" Elementen, dann folgt, dass m (x) vom Grad k < n ist. Fir jedes Polynom f (x) mit Koeffizienten
aus P gilt, dass f (a) = 0 genau dann, wenn m (z) | f (z) gilt.

Beweis: Falls K ein Kérper mit p™ Elementen ist, dann ist dimp K = n. Sei nun a € K, dann miissen
die n + 1 Elemente 1, a, a, a®, ..., a” linear abhingig sein, d.h. co + c1a + c2a® + ... + cpa™ = 0 fiir
¢; € P (nicht alle gleichzeitig Null). In anderen Worten das Element a ist eine Nullstelle des Polynoms
g(x) =co+crxz+cor?+...+cpx™. In dem man durch ¢, teilt, kann man das Polynom unitér machen.
Dies beweist, dass es mindestens ein Polynom gibt fiir welches a eine Nullstelle ist.

Sei nun m (x) das unitidre Polynom vom kleinsten Grad grofer als 1, fiir welches m (a) = 0 gilt. Dann
gilt degm (x) < deg g (z) < n. Des weiteren muss das Polynom m (z) irreduzibel sein, denn ansonsten
ware m (z) = u(z)v (z) und 0 = m(a) = u(a)v (a) und somit misste u (a) = 0 oder v (a) = 0 sein,
da K ein Korper ist. Dies wére ein Widerspruch zur Annahme, dass m (z) minimal ist.
Schlussendlich angenommen f (a) = 0. In dem wir das Polynom f (z) durch m (z) teilen, erhalten wir
f(x) =m(x)q(x)+r(z) mit degr (xz) < degm (x). Dann gilt r (a) = f (a) — m (a) ¢ (a) = 0. Wegen
der Minimalitat von m (z) kann dies nur fir r (z) = 0 wahr sein. Also ist m (z) |f (z).

Die umgekehrte Richtung ist trivial, denn aus m (z)|f (z) folgt, dass f(a) = m(a)q(a) = 0 ist.
Hieraus lasst sich auch die Eindeutigkeit von m (z) folgern, denn angenommen es gibt 2 Polynome
m1 () und mg (). Da mq (a) = 0 und me (a) = 0 sind, muss mq (z) [m2 () und mq (x) |m; (x) gelten.
Also auch my (z) = ma ()

Satz 3.3
Sei K ein endlicher Kérper mit q Elementen. Jedes Element a € K erfillt die Gleichung z¢ — x = 0.

Beweis: Die Kardinalitdt von K* ist ¢ — 1 und die Ordnung eines Elements a € K™ muss nach dem
Satz von Lagrange die Kardinalitit von K* teilen. Da a9~! = 1 fiir alle @ € K* gelten muss, folgt
durch multiplizieren mit a, dass a? = a ist. Diese Gleichung ist auch fiir 0 erfiillt. Also ist sie fiir alle
a € K erfiillt.

Korollar 3.4
Sei K ein endlicher Kérper mit q Elementen. Dann ist

2l —x = H (x —a)

aeK

10
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Beweis: Dies ist klar, da jedes Element ¢ € K nach Satz 3.3 eine Losung des Polynoms xz9 — x ist
und ein Polynom vom Grad q auch nicht mehr als q Losungen besitzen kann.

Korollar 3.5
Sei K ein endlicher Korper mit q Elementen und p (z) € P [z], wobei P der Primkérper von K ist.
Dann gilt p (z) = 0 Vo € K genau dann wenn z¢ — x|p (z) gilt.

Beweis: Angenommen es gilt p(z) = 0 Vo € K. Da K ein Koérper mit q Elementen ist, muss nach
Korollar 3.4 p (z) mindestens vom Grad q sein. Da 27 — 2 vom Grad q ist und alle Wurzeln von 29 — x
auch Wurzeln von p (z) sind, folgt z% — z|p (z).

Umgekehrt nehmen wir nun an, dass ¢ — z|p (z) gilt. Da 29 — x = 0 fir alle z € K ist, folgt sofort
p(x) =0 fir alle z € K.

Lemma 3.6
Sei F,n ein endlicher Korper mit p" Elementen und von der Charakteristik p. Dann gilt fiir alle
a, b € Fyn die Gleichung (a + b)? = a? + bP.

Beweis:
" (p
(a+b)P =" <k>a”_kbk =al + 0P
k=0

Es gilt p (z) = #ﬁk)! fiir alle k # 0 und k # p, denn p teilt in diesem Fall den Zéahler, aber nicht den
Nenner. Weil die Charakteristik p ist, miissen diese Terme alle verschwinden.

Satz 3.7 (Eindeutigkeit endlicher Korper)
Zwei endliche Korper mit der gleichen Anzahl an Elementen sind isomorph zueinander.

Beweis: Angenommen K und K’ sind zwei Koérper mit jeweils q Elementen. Sei 7 ein primitives
Element von K und m (x) sein wie in Proposition 3.2 definiertes minimales Polynom. Es folgt ebenfalls
aus Proposition 3.2, dass m (x) |29 — z ist, da 7w eine Wurzel von beiden Polynomen ist. Zudem folgt
aus Korollar 3.4, dass

2l —z = H (z—a)

a’'eK’

und somit m (x) sich in K’ vollstédndig in lineare Terme faktorisieren ldsst. Sei also
m(@) = (@—d}) (& —ab) ... (e — ab)
Wir wéihlen eine dieser Wurzeln. Ohne Einschrankung sei 7’ = af. Wir definieren die Abbildung

0: K> K

T

Wir bemerken, dass 7’ ein primitives Element von K’ ist (also von der Ordnung ¢-1). Denn angenom-
men die Ordnung von 7’ ist d < ¢ — 1, dann erfiillt 7’ die Gleichung % — 1 = 0. Weil 7/ auch m ()
erfillt und m (z) minimal ist, folgt wiederum aus Proposition 3.2, dass

m(z) |zt —1=2¢-1=px)m@)=>r—1=pm)m(r) =0

11
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und somit die Ordnung von m = d < g—1 ist. Dies wére aber ein Widerspruch zur Tatsache, dass 7 ein
primitives Element ist. Also ist 7’ ein primitives Element von K’ und somit sind 7 und 7’ Erzeuger von
zyklischen Gruppen Cy—1 mit g-1 Elementen. Darum kénnen wir folgenden Gruppenisomorphismus
definieren

0:K*— K"*

7_[_1 — 71_/1

Dieser Isomorphismus lasst sich zu einer Bijektion © : K — K’ zwischen K und K’ erweitern in dem
wir 0 — 0 definieren. Diese Bijektion erhélt sicherlich die Multiplikation, denn offensichtlich gilt fiir
alle a = 7% und b = 7/, dass © (ab) = O (nin?) = O (7'9) = 7/ = 7'ix’l = O (a) O (b). Es bleibt also
zu zeigen, dass die Addition ebenfalls erhalten bleibt, es muss also © (a + b) = © (a) + © (b) gelten. Im
Falle, dass einer der beiden Terme 0 ist, ist die Bedingung trivial erfiillt. Wir kénnen also annehmen,
dass a, b # 0 sind. Wir unterscheiden nun 2 Félle. Jener wo a + b = 0 und jener wo a + b # 0 ist.
Betrachten wir zuerst den zweiten Fall. Sei @ = 7%, b = 7/ und a + b = 7F. Also ist n° + 79 = 7F. In
anderen Worten 7 erfiillt die Gleichung z* + 27 — zF = 0. Es folgt also m () |2* + 27 — 2*. Da 7’ eine
Waurzel von m (z) ist, muss 7/ die Gleichung z* + 7 — 2¥ = 0 ebenfalls erfiillen. Somit ergibt sich, dass
7't + 7' = 1'% gilt. Aus 77 = © (77) schlieBen wir, dass © (a +b) = O (a) + O (b) gilt.

Betrachten wir jetzt den Fall a + b = 0. Ist die Charakteristik von K und somit auch jene von K’ 2,
dann folgt aus a + b = 0, dass a = b und daraus

O©(a)=0(0)=060(a)+6((b)=0(0b)+06(b
&0 (a)+06(b)=0
& 0O(a) +0(b) =0(0)
< 0(a)+06((0)=0(a+b)

Ist die Charakteristik von K verschieden von 2, dann folgt, dass —1 das einzige Element der Ordnung

2 ist, denn das Polynom x? — 1 = (2 — 1) (z + 1) besitzt nur die 2 Nullstellen: 1 und —1. Da 1 von
—1

der Ordnung 1 ist, ist —1 das einzige Element von der Ordnung 2. Es gilt —1 = qu, da das Element

a—1\2
2

auf der rechten Seite sicherlich von der Ordnung 2 ist, denn (71'7) = 79=1 = 1 ist. Das Gleiche gilt

12



3. Eindeutigkeit endlicher Korper

~172
natiirlich auch in K’, wobei (W'qu) = 7'9~!1 = 1 ist. Sei nun ohne Einschrinkung i > j, dann folgt

4 =0= ' 4 ninTl =0

=7 =1
e

, qg—1
RO
- glimi — 7_‘_/‘151
=0 =1
= "I = -7l

=>4 =0
:>@(7Ti)+@(ﬂ‘j> :@(Wi+7rj)

Also bleibt die Addition auch in diesem Fall erhalten. Daraus folgt, dass © ein Isomorphismus zwischen
K und K’ ist.

13
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4 Existenz endlicher Korper

Wir haben bis jetzt bewiesen, dass es fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl n héchstens einen
endlichen Koérper mit p” Elementen gibt. Wir werden nun zeigen, dass es genau einen solchen Korper
gibt.

Definition 4.1

Ein Automorphismus iiber einem endlichen Kérper K ist ein Isomorphismus von K nach K.

Proposition 4.2
Sei K ein endlicher Koérper der Charakteristik p. Die Abbildung a + a? bildet einen Automorphismus
iiber K.

Beweis: Die Abbildung erhélt offensichtlich die Multiplikation, denn (a - b)? = a? - bP. Die Abbildung
erhilt aber auch die Addition, denn nach Lemma 3.6 ist (a + b)? = a? + bP. Zudem ist die Abbildung
injektiv, denn a? = 0 ist genau dann wahr wenn a = 0 ist. Weil K endlich ist, ist die Abbildung auch
surjektiv und somit bijektiv und deshalb ein Automorphismus iiber K.

Definition 4.3 (Frobenius Automorphismus)
Wir nennen den Automorphismus a +— aP den Frobenius-Automorphismus von K und schreiben ihn
.

Satz 4.4

Sei m (z) € P [z] ein irreduzibles Polynom tiber dem Primkérper P = [F,,. Dann existiert ein endlicher
Korper K der Charakteristik p, und ein Element o € K, so dass m (z) das Minimalpolynom von «
ist.

Beweis: Sei K = P[]/ (m (z)). Die Elemente aus K sind also Aquivalenzklassen in P [z] mit der
Aquivalenzrelation f (z) = g (z) & m (z) |f () — g (x). Es gilt nun zu zeigen, dass diese Aquivalenz-

klassen einen Kérper bilden. Seien dazu, f, g, h € K. Es folgt:
f+a=f@)+a@m@)+g @)+ q @) m)

f+y

(F+2) +F= (@) +a @) m@) +g(@) +a@)m(@) +h (@) + g (@) m ()

+(g+1)

(@) + q1 (x) m (2) + 0+ qa (x) m (2)

|

+
ol
Il

|

+
|

—~
Il

(@) + 1 () m (2) + (=) (2) + g5 () m (2)

—

z) +q (x) m(x) + g (x) + g2 () m (z)

~
_l_
Q
I
_l’_
~l
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Damit ist (K,+) eine kommutative Gruppe. Man sieht sehr leicht, dass die Addition unabhéngig
vom Reprasentanten der Klasse ist. Man iberprift fiir (K\{0},) auf identische Weise, dass die
Assoziativitdt und die Kommutativitit gelten und, dass T = 1 4+ m (x) das neutrale Element fiir die
Multiplikation ist. Fiir die Existenz eines inversen Elements geht man wie folgt vor. Sei 0 # f € K, das
heifit m (z) [ f (x). Es folgt, dass ggT (m (z),f (x)) = 1 ist, da m (z) irreduzibel ist. Der euklidische
Algorithmus erlaubt es uns a (z), b(x) € P [z] zu finden, fiir welche gilt a (z) f (z) + b (z) m (z) = 1.
Daraus folgt: m (z) |a (z) f (x)—1 und damit af = 1. Also besitzt f ein inverses Element. (K\ {0} ,-) ist
damit eine kommutative Gruppe. Auch hier hiangt die Multiplikation offensichtlich nicht von der Wahl
des Reprasentanten ab. Das Distributivgesetz ist ebenfalls durch aus-multiplizieren sofort ersichtlich.
Somit ist K ein Koérper.

Betrachten wir nun das Polynom i (x) = x und sein entsprechendes Element 1 € K. Es folgt i = 22,
i =23 ... Insbesondere gilt m (i) = m (x) = 0. Also besitzt m () eine Losung im Korper K, ndmlich
das Element 1.

Definition 4.5 (Endliche Ko6rpererweiterung)
Seien K und L zwei Korper. Falls K ein Unterkérper von L ist, so nennt man L einen Erweiterungskorper
oder eine Korpererweiterung von K. Eine Korpererweiterung ist endlich, falls dimg L < oo ist.

Proposition 4.6
Seien K und F zwei endliche Koérper mit « € K O F, m (x) das Minimalpolynom von « iiber F und
degm = n. Dann gilt:

(1) F(a)=Flz] /m(z)
(2) dimpF () = n. Eine Basis von F () ist {1, a, o an 1}
Wobei F (a) der kleinste Erweiterungskorper von F ist, welcher « enthélt.

Beweis: (1) Jeder Korper ist offensichtlich auch ein Ring und die Abbildung
T:F[z] > F(a), f— f(a)

ist ein Ringhomomorphismus, denn

T(f+9)=(f+9)(a)=f(a)+g(a)=7(f)+7(9)
T(f-9)=(f9) () =f(a) g(a)=7(f) T(9)

(hm) lpjz) (@) =1

und aus Proposition 3.2 folgt ker 7 := {h(x) € F[z]| h (a) =0} = (m) wobei (m) das von m
erzeugte Ideal ist. Nun ist also F [z] /ker 7 = F [z] /m () = Im 7. Aus dem Beweis von Satz 4.4
folgt, dass Im 7 ein Korper ist, da m ein irreduzibles Polynom ist. Zudem ist 7 (z) = o und Im 7
ein Unterkorper von F («). Also muss F () = Im 7 sein. Somit ist F (o) = Im 7 Z F [z] /m (2)

(2) Nach (1) ist 6 € F(«) darstellbar als f («) fiir f € F[z]. Da modulo m reduziert wird, reicht

deg f < n aus, also ist  eine Linearkombination von 1,q,a?, ..., ' mit Koeffizienten aus F.

Die Elemente 1, ,?,...,a" ! miissen linear unabhéngig sein, denn sonst ist > 7T 1aza =0
) Lty ) ) =1

und nicht alle a; = 0. Dann hiitte das Polynome A (z) = 37" a;2° in « eine Nullstelle und wére

vom Grad kleiner als das Minimalpolynom.
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Definition 4.7
Sei f € K [x] ein nicht konstantes Polynom. Die Korpererweiterung L von K heifit Zerféllungskorper
von f, wenn alle Nullstellen von f in L liegen und L diesbeziiglich minimal ist.

Satz 4.8
Jedes Polynom f besitzt iiber jedem beliebigen Korper K einen Zerfallungskorper, d.h es existiert eine
endliche Koérpererweiterung von K in welcher das Polynom f in lineare Terme zerfllt.

Beweis: Wir beweisen die Existenz mittels Induktion iiber n = deg f.

Induktionsanfang: Ist n = 1, dann ist f (z) = az + b mit a, b € K. Da K ein Kérper ist, ist a=1 - (—b)
ebenfalls in K und die Loésung von f. Der Zerfallungskorper ist somit K selbst.

Induktionsvoraussetzung: Angenommen n > 2 und die Behauptung ist wahr fiir alle Polynome vom
Grad d < n.

Induktionsschritt: Sei f (x) vom Grad n. Sei h ein irreduzibler Faktor von f und K; = K [z] / (h). Sei
e:=7 € K, (die Klasse des Polynoms x) wegen Satz 4.4 eine Wurzel von h also auch von f. K ist
offensichtlich eine endliche Erweiterung von K. Damit ldsst sich f iber K7 wie folgt beschreiben:
f = (x—¢)g, wobei g € K [z] ein Polynom vom Grad n-1 ist. Nach Induktionsvoraussetzung
existiert eine endliche Koérpererweiterung E von K fiir welche g in lineare Terme zerfillt. Somit
zerfallt f in E vollstdndig in lineare Terme und E ist eine endliche Koérpererweiterung von K.

Proposition 4.9
Sei P ein nicht konstantes Polynom. Wenn P und seine Ableitung P’ keinen gemeinsamen Teiler haben,
dann besitzt P keine Wurzel mit Vielfachheit strikt grofler als 1.

Beweis: Angenommen P hat eine Wurzel der Vielfachheit £ > 1. Dann lésst sich P als folgendes
Produkt P = (z — a)* Q schreiben. Und damit folgt:

P=k(z-a)'Q+@-a)qQ
P’:-(m—a)k_l-R

Damit haben P und P’ einen gemeinsamen Teiler. Daraus folgt unsere Behauptung. Haben also P
und P’ keine gemeinsamen Wurzeln und ist P vom Grad k, dann hat P in seinem Zerfallungskorper k
verschiedene Losungen.

Satz 4.10 (Existenz endlicher Korper)
Sei p eine Primzahl, n > 1 und ¢ = p". Sei K der Zerfallungskorper des Polynoms x? — x iiber I,,. In
dem Fall gibt es ¢ = p™ Elemente in K.

Beweis: Sei K der Zerfillungskorper des Polynoms @) := z? — = iiber F,. Die Ableitung von Q ist
das konstante Polynom @’ = —1 und hat somit keine gemeinsamen Losungen mit Q. Es folgt aus
Proposition 4.9, dass es q verschiedene Losungen von Q) in K gibt. Dies sind genau die Losungen der
Gleichung z? = =z, also jene welche den Endomorphismus ®" invariant lassen. Zudem bilden diese
Losungen einen Unterkdrper K7 von K mit q Elementen, denn offensichtlich sind 0 € K7 und 1 € Kj,
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da beide die Gleichung trivial erfiillen.

r,ye K1 =®"r=x d"y=y
=" (z+y)=(@+y)f =2+ =d" () + D" (y) =z +y
und " (zy) = (zy)?" =2y = 0" (x) - " (y) = xy
=>c+y, xy € K

Sei nun a € K;, dann gilt

" (0)=0=P"(a—a)=a—a
= 9" (a)+P" (—a)=a—a
= ®" (—a)=—a

Da ®" (a) = a gilt. Also ist —a € K. Ist zusétzlich a # 0, dann gilt
" (1)=1= 0" (a-a_l) =a-a!

= 9" (a) - " (a_l) =a-a!

= o" (ail) =a !

wiederum da ®" (a) = a gilt. Also ist a=! € Kj. Somit ist K ein Unterkoérper von K in dem Q in

lineare Terme zerféllt. Nach Voraussetzung ist K minimal, also muss K = K gelten.

Proposition 4.11
Sei f ein irreduzibles Polynom vom Grad n iiber [F,,. Dann ist

K=Fpz]/f
ein Korper mit p™ Elementen.

Beweis: Wir haben in Satz 4.4 gezeigt, dass K ein Korper ist, und aus Proposition 4.6 folgt, dass
dimp, K = n ist. Da F), ein Korper mit p Elementen ist, folgt aus Satz 1.13, dass K ein Koérper mit
p" Elementen sein muss.
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5 Galoistheorie endlicher Korper

In diesem Kapitel wollen wir die Galoisgruppen endlicher Kérper finden. Wir werden zeigen, dass diese
zyklisch sind und einen Erzeuger suchen. Auflerdem werden wir die Galoiskorrespondenz zwischen den
Unterkorpern eines endlichen Kérpers und den Untergruppen seiner Galoisgruppe aufstellen. Wir
werden keinen Beweis zum Hauptsatz der Galoistheorie angeben. Ein ausfiihrlicher Beweis befindet
sich zum Beispiel in [4].

Definition 5.1 (Galoisgruppe)
Sei L ein Korper und K ein Unterkoérper von L. Sei auflerdem dimg L < oo. Wir definieren

GAL(L/K)={c:L — L | o Automorphismus und o (z) =z Vz € K}

und nennen diese Gruppe, die Galoisgruppe Gruppe von L iiber K.

Lemma 5.2
Der Frobenius-Automorphismus @ iiber Fj» hat die Ordnung n.

Beweis: Wir wissen, dass a?” = a fiir alle a € Fyn. Dies ist dquivalent zu ®" (a) = a fiir alle a € Fyn.
Das heifit ®" ist die Identitdt. Angenommen & ist schon die Identitdt fiir ein m < n. Daraus folgt
a?” = a fiir alle a € Fyn Diese Gleichung der Ordnung p™ besitzt p” > p™ Losungen. Dies ist ein
Widerspruch. Also hat ® die Ordnung n.

Lemma 5.3
Jeder Automorphismus tiber einem endlichen Kérper ldsst die Elemente seines Primkorpers P unver-
andert.

Beweis: Der Primkorper eines endlichen Korpers ist nach Proposition 1.10 Z/pZ. Jedes Element
¢ € Z/pZ lasst sich schreiben als ¢ =1+ 1+ ...+ 1. Daraus folgt:

P()=d(1+1+..41) =) +...+®(1)=1+...+1=c

Lemma 5.4
Die einzigen Elemente die der Frobenius-Automorphismus unverdndert lasst, sind die Elemente des
Primkorpers P eines endlichen Koérpers.

Beweis: Aus Lemma 5.3 folgt, dass die p Elemente a € P alles Losungen von zP — z = 0 sind. Diese
Gleichung ist vom Grad p und kann deshalb auch nicht mehr als p Losungen besitzen.

Lemma 5.5

Sei 7 ein primitives Element eines endlichen Korpers K. Jeder Automorphismus tiber K ist vollstandig
durch das Verhalten von 7 definiert. Falls ©' und © zwei Automorphismen sind mit ©' () = © (),
dann muss ©' = © gelten.

18



5. Galoistheorie endlicher Koérper

Beweis: Da jedes Element a # 0 in K von der Form a = 7° ist, folgt sofort
O (m=06(m=0(r)=0(r) vi=6 =06
Satz 5.6
Sei f ein irreduzibles Polynom vom Grad m in F), [z]. Dann besitzt f eine Losung in Fpm

Beweis: Wir wissen aus Satz 4.4, dass f eine Losung in F,, [z] / (f) besitzt. Nach Proposition 4.11 ist
F, [z] / (f) ein Korper mit p™ Elementen. Also besitzt f eine Losung in Fym

Satz 5.7
Jedes irreduzibele Polynom vom Grad m in F, [z] besitzt m verschiedene Losungen in Fpm. Wenn «

m—1

eine Losung ist, so lauten die anderen Losungen «, of, o, ..., oP

Beweis: Sei f () = am2™ +am—12™ "1 +...4ag ein irreduzibles Polynom vom Grad m in F,, [z]. Aus
Satz 5.6 wissen wir, dass f eine Losung « in F,m besitzt. In dem wir den Frobenius-Automorphismus
auf f anwenden, erhalten wir

Do f(x)=27 (am:zm +amorz™ L+ ag>
= B (ap) @ (2™) + © (am_1) D (xm—l) + .+ ®(ap)

= am(I) (xm) + am_1<I> (xm_l) +...+ag

= f(®(z))
Und damit
f(a)=0=Pof(a)=0
= f(®(a)) =0
= f(a?) =0

Also ist aP ebenfalls eine Lésung. In dem man nun dieselbe Rechnung auf a? anwendet sieht man, dass
o?” auch eine Losung ist. Also sind «, oP, a7’2, cen P alles Loésungen von f. Da der Frobenius-
Automorphismus wegen Lemma 5.2 die Ordnung m hat, sind unsere m Losungen alle verschieden.
Weil f auch nicht mehr als m Losungen besitzen kann, sind alle Losungen von f in Fym

Satz 5.8
Die Galoisgruppe GAL (I, /F,,) ist eine zyklische Gruppe der Ordnung m und wird vom Frobenius-
Automorphismus erzeugt.

Beweis: Wir wissen, dass der Frobenius-Automorphismus von der Ordnung m ist. Sei « ein primitives
Element von Fpn. Wegen Proposition 3.2 besitzt « ein Minimalpolynom welches vom Grad kleiner
oder gleich als m ist. Sei also f () = @ @™ + apm_12™ 1 + ... + ag dieses Minimalpolynom. Nehmen
wir auBerdem an, dass ¢ € GAL (Fpn /IF,) ist. Es folgt

Co f(x) =C(ama™ + am12™ " + ...+ ao)
= C(am) ¢ (@™) + C(am-1) ¢ (2™ 1) + ..+ (ao)
= amC (™) + am 1 (2m71) + .+ ag
= f(C(x))
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Und somit ist ¢ («) eine Losung des Minimalpolynoms. Da aber alle Losungen wegen Satz 5.7 von der
Form o’ sind, muss auch ¢ (o) = o’ = ®7 (a) sein. Aus Lemma 5.5 folgt ¢ = ®7. Somit erzeugt der
Frobenius-Automorphismus die Galoisgruppe GAL (Fpm /F)).

Definition 5.9 (Normale Korpererweiterung)

Sei L ein Korper mit Unterkorper K. L heifit normale Erweiterung von K, wenn alle Minimalpolynome
von Elementen aus L in L vollstdndig in Linearfaktore zerfallen. Ist a in L und f sein Minimalpolynom,
dann heiflen die Nullstellen von f in L die Konjugierten von a.

Proposition 5.10
Fpn ist fiir alle n € N eine normale Korpererweiterung von I,.

Beweis: Sei o ein Element von Fy». Dann ist o schon ein Element von F, (). Wobei F, () der
kleinste Erweiterungskorper von F), ist, welcher o enthélt. Auflerdem ist F, (a) ein Unterkérper von
Fyn. Sei m, das Minimalpolynom von o mit degm, = k < n. Aus Proposition 4.6 folgt, dass der
Koérper F), (a) = F,x ist. Da a eine Losung von my in F . ist, folgt aus Satz 5.7, dass m, alle seine
Losungen in ]szc hat und m, in diesem Kérper somit in lineare Terme zerféllt. Also zerféllt m, in Fn
ebenfalls in lineare Terme.

Definition 5.11 (Separabele Korpererweiterung)

Eine Korpererweiterung L eines Korpers K heif3t separabele Korpererweiterung wenn jedes Element
aus L die Wurzel eines separablen Polynoms ist.

Ein Polynom f € K [z] vom Grad n ist separabel iiber K wenn es n verschiedene Wurzeln in einem
Zerfallungskorper L besitzt.

Proposition 5.12
Fpn ist fiir alle n € N eine separable Korpererweiterung von [Fy,.

Beweis: IF,» ist der Zerfillungskérper von 2P" —z. Da (xpn — :L'), = —1 ist, besitzt 27" —x nur einfache
Nullstellen. Da nach Satz 3.3 die p" Elemente von Fj» alles Nullstellen sind, muss Fy» separabel sein.

Satz 5.13
Die Unterkérper von Fpn sind Fpx mit k|n.

Beweis: Der Hauptsatz der Galoistheorie sagt, dass wenn L eine normale und separable Korperer-
weiterung von K ist, dann sind die beiden Abbildungen ¥ und = Bijektionen und ¥ o Z = id. Es gilt
folgende Korrespondenz:

{Untergruppen von GAL (L/K)} — {Zwischenkorper}
H L
GAL (L/M) < M
wobei L := {a € L|o (a) = a Vo € H}. Auflerdem gilt dann:

|GAL (L/K)|

AmK 2 = GAL (L]Z)]

Wie wir soeben gesehen haben, sind endliche Korper normale und separable Erweiterungen ihrer
Primkérper. Wir kénnen also den Hauptsatz der Galoistheorie anwenden. Da GAL (Fp» /F),) zyklisch
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ist, konnen wir seine Untergruppen berechnen. Nach dem Satz von Lagrange muss die Ordnung der
Untergruppe, die Ordnung von GAL (F,n /F),) teilen. Wir erhalten somit eine Untergruppe Gy, fur
jedes k mit k|n. Aus n =k - d folgt:

G = {1,0F 0%, oU=DFY = GAL (0 /K),)

Jeder dieser Gruppen entspricht ein Unterkorper Kj, von [Fyn. Es gilt

dime, Kn = {GAL Fpr /K] —d "

Also ist K = Fx. Somit haben wir alle Unterkdrper von [y bestimmt. Es sind alle F,x» mit k|n.
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6 Das Polynom z*" — x

Das Polynom aP" — z ist fiir endliche Korper von groBer Bedeutung, da sich durch dieses Polynom
unter anderem die Existenz dieser Kérper beweisen lasst. Wir werden in diesem Kapitel einige weitere
Eigenschaften dieses Polynoms sehen.

Proposition 6.1
Sei F ein Korper und k, 1 natiirliche Zahlen. Das Polynom z* — 1 teilt das Polynom z! — 1 in F' [x]
genau dann, wenn k ein Teiler von 1 ist.

Beweis: Sei |l = kg + r mit 0 < r < k. Es gilt 2! = 2**" = 2" mod (a;k — 1), denn offensichtlich
gilt ket = (xk — 1) (Zg:_& xk”’") + 2", Des weiteren ist 2% — 1 ein Teiler von 2! — 1 genau dann,
wenn 2! — 1 = (xk — 1) - P gilt, wobei P ein beliebiges Polynom aus F'[z] ist. Dies gilt aber genau

dann, wenn 2! = 1 mod (IL‘k — 1) ist. Da aber r < k ist, gilt " = 1 mod (ajk — 1) genau dann,
wenn r = 0 gilt. Das ist genau dann der Fall, wenn k ein Teiler von 1 ist.

Proposition 6.2
Seien a > 2, k und 1 natiirliche Zahlen. a* — 1 ist genau dann ein Teiler von a' — 1, wenn k ein Teiler
von | ist.

Beweis: Der Beweis ist nahezu identisch zum Beweis von Proposition 6.1.

Satz 6.3
Seien a > 2, k und 1 natiirliche Zahlen und F ein Korper. Dann ist das Polynom 29" — 2 ein Teiler von

l . s . .
z% — z in F'[z] genau dann, wenn k ein Teiler von 1 ist.

. k S . ! k_ . .
Beweis: Das Polynom z% — x ist ein Teiler von 2% — z genau dann, wenn 2% — — 1 ein Teiler von
I_ . . o . : .
2% 1 — 1 ist. Nach Proposition 6.1 ist dies genau dann der Fall wenn a* — 1 ein Teiler von a! — 1 ist.

Dies wiederum ist wegen Proposition 6.2 genau dann wahr wenn k ein Teiler von 1 ist.

Satz 6.4
Sei I die Menge der irreduzibelen unitdren Polynome aus F, [z]. Dann gilt

o — = H P (z)
Pel
deg P|n

Beweis: Wir bemerken sofort, dass das Polynom zP" — z keine Faktoren mit Vielfachheit verschieden
von 1 besitzen kann. Ansonsten miisste 2" — z eine Nullstelle mit einer Vielfachheit besitzen, welche
von 1 verschieden ist. Dies wére aber im Widerspruch zu Proposition 4.9, da (.CCpn - a;)/ = —1 keine
Nullstellen besitzt. Es geniigt also zu zeigen, dass wenn f ein unitéres und irreduzibeles Polynom vom
Grad k ist, dann teilt f das Polynom 2" — 2 genau dann, wenn k ein Teiler von n ist.
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6. Das Polynom zP" — z

Sei also f ein unitéres und irreduzibeles Polynom vom Grad k. Sei E' = F), [z] /f = F (a)) wobei « eine
Wurzel von f in E ist. Da f vom Grad k ist, ist &/ = [Fx. Sei ® der Frobenius Automorphismus von E
iber F,,.

Wir behaupten f ist ein Faktor von 2" — 2 genau dann, wenn ®" (o) = a. In der Tat ist f das
Minimalpolynom von « und somit ein Teiler von zP" — 2 genau dann, wenn o eine Nullstelle von
xP" — x ist. Also genau dann, wenn o?" = « gilt. Dies ist gleichbedeutend zu ®" (a) = a.

Des weiteren behaupten wir, dass ®” (o) = « genau dann gilt, wenn ®" (¢) = ( fiir alle ( € E gilt. Es
ist offensichtlich, dass wenn die Behauptung fiir alle ( € E gilt, dass sie dann auch fiir a gelten muss.
Sei also nun " (a) = a.. Da {a, e ak} eine Basis von E bildet, kann man jedes ¢ € E als ( = g («)
schreiben, wobei g ein Polynom aus F), [z] ist. Daraus folgt analog zur den Rechnungen im Beweis von
Satz 5.8, dass ®" () = " (g (o)) = g(®" (v)) = g (a) = ¢ ist. Schlussendlich ist ®" (¢) = ¢ fiir alle
¢ in E genau dann, wenn ®" die Identitdt ist. Da der Frobenius Automorphismus von E iiber F, von
der Ordnung k ist, gilt dies genau dann, wenn k|n gilt.

Korollar 6.5
Sei I, (n) die Anzahl der irreduzibelen unitéren Polynome vom Grad n aus F), [z]. Dann gilt:

pr=3"d 1, (d)

dn

Beweis: Wir wissen aus Satz 6.4, dass

o — = H P (z)
Pel
deg P|n

Und daraus folgt:
p" = deg (xpn - ac) = deg H P (z)

Pel
deg P|n
= Y degP(x)I,(deg P (x))
deg P|n
= Z d-1Ip (d)
d|n
Definition 6.6 (Mobius Funktion)
Die Mébius Funktion 4 ist wie folgt definiert: sei n = p{*p5? - ... p& die Primfaktorzerlegung von n,
dann ist
(n) 0 falls e; > 1 fir irgend ein i € {1, ..., r}.
n)=
a (—1)" sonst. (wobei r die Anzahl der verschiedenen Primteiler ist)

Proposition 6.7
Seien n,m € N und p die Mobius Funktion. Dann ist u(m -n) = u(m) - u(n), falls ggT (m, n) = 1.
Weiterhin ist p (1) = 1. Zudem gilt:

> u(d) =

{1 falls n = 1.
din

0 sonst.
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Beweis: Seien n,m € N, g¢gT (m, n) = 1 und die Primfaktorzerlegungen n = p{'p5? - ... p& sowie
m = q{l qu . .‘q,{k , wobei alle p; und g; paarweise verschieden sein miissen. Ist ein e; > 1 oder f; > 1,

dann ist g (m - n) =0 = p(m)-p(n) und die Behauptung stimmt. Sind nun alle e; = 1 und alle f; =1,
dann ist g (m-n) = (1) = (=1)" (=1)F = 1 (m) - u(n). AuBerdem ist p (1) = (=1)° = 1. Damit
kénnen wir nun die letzte Aussage mittels Induktion iiber r, die Anzahl der verschiedenen Primteiler
von n, beweisen.

Induktionsanfang: Sei r = 1, dann ist n = p{' > 1. Daraus folgt:

%M(d):&:(/ll_)ﬁu:(piHu(p?) +opf) =0

=0
Induktionsvoraussetzung: Nehmen wir an die Behauptung ist wahr fiir alle » < [.
Induktionsschritt: Sei ! die Anzahl der verschiedenen Primteiler von n, dann ist n =n'- p;’ > 1 mit
ggT (0, pi') =1, n'>1, ¢>1
Dann sind alle Teiler von n von der Form d = d'p}, wobei d'|n’ und 0 < ¢ < ¢; und somit:
Sud)= > p(dpf) = > w@)p(p)= (Z p (d/)> ( dom (pf)) =0

dln d'|n’ d'|n’ d'|n’ 0<t<e
0<t<¢e 0<t<e

=0 =0
(Induktionsvoraussetzung) (Induktionsanfang)

Satz 6.8 (Inversionsformel von Mdgbius)
Seien f, g zwei Funktionen von N nach Z. Sei g definiert als g (n) = >4, f (d). Dann gilt fiir alle
n € N*, dass f (n) = X4, 1t () g (d) sein muss, wobei y die Mobius Funktion ist.

Beweis:

Sa(g)o@=Sn(3)Sr0

din cld

g
dn

= f(n)

Der letzte Schritt folgt mit d' = % < d = % und

> M(Z)Z Zu(Z)z Yooud)= > p(d)= n(d)=

{1 Wenngzl

deN deN d'eN deN L 0 sonst
c|d und d=k1-c und %:kyc und 2k .d und c
din n=ka-d n c
n:kQ'W d'-n=kon
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6. Das Polynom zP" — z

Korollar 6.9
Die Anzahl an irreduzibelen und unitéren Polynomen vom Grad n iiber F,, (p eine Primzahl) ist

b =2 ()

Des weiteren ist I, (n) fiir alle n € N strikt groBer als 0. Es gibt also iiber jedem endlichen Kérper F),
mindestens ein irreduzibeles Polynome von jedem Grad.

Beweis: Wir wissen aus Korollar 6.5, dass f (d) = d - I, (d) und g (n) = p" die Voraussetzungen fiir
Satz 6.8 erfiillen. In dem wir Satz 6.8 anwenden, erhalten wir n - I, (n) = Zd‘npd,u (%) und damit
unsere erste Behauptung. Wir bemerken zudem, dass g, 2 (%) ein Vielfaches von n ist. Auflerdem
gilt

7

>0

I1-p

n—1
n n 1—p
> i () =p"+ > plu <> >pt =Y pl=p"—
d d
dln dln d=1
d<n

Da > g, ptu (%) ein Vielfaches von n ist, ist der kleinste mégliche Wert den diese Summe annehmen
kann n. Somit ist I, (n) immer strikt groBer als 0.

Bemerkung 6.10
Aus Satz 6.4 kann man einen Algorithmus erstellen der Polynome auf ihre Irreduzibilitit testet. Sei f

ein unitdres Polynom vom Grad [. Das Polynom 2P° — x ist das Produkt aller irreduzibeler unitirer
Polynome deren Grad ein Teiler von k ist. Also ist ggT (zP — z, f) das Produkt aller Linearfakto-

ren von f. Besitzt f keine Linearfaktoren, dann ist ggT’ (a:p2 -, f) das Produkt aller irreduzibelen

Faktoren vom Grad 2. Ist f nicht irreduzibel, dann ist f durch ein unitéres irreduzibeles Polynom,
dessen Grad hochstens é ist, teilbar. Ist also g ein irreduzibeler Faktor von f vom Grad k, dann ist

99T (x”k - w,f) # 1.
Ist f irreduzibel, dann ist ggT' (xpk -, f) =1firalle0 < k < % Um herauszufinden ob f irreduzibel

ist, geniigt es also zu untersuchen ob ggT' (xpk -, f) =1firalle 0 < k < é Ist dies der Fall, so ist
f irreduzibel, andernfalls ist f nicht irreduzibel.
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7 Der Korper mit 4 Elementen

Wir wissen aus Proposition 4.11, dass man mit einem irreduziblen Polynom vom Grad 2 iiber o einen
Korper mit 4 Elementen erstellen kann. Wir wollen also nun versuchen ein solches Polynom zu finden.
Sei f(t) = co+cit+ cot?. co muss verschieden von 0 sein, somit ist o = 1. Ebenso muss ¢ verschieden
von 0 sein, sonst ist 0 eine Nullstelle. Ist ¢; = 0, dann ist 1 eine Nullstelle, da Fo von der Charakteristik
2 ist. Daraus folgt, dass f(t) = t?> +t + 1 iiber Fy ein irreduzibeles Polynom vom Grad 2 ist. Aus
Korollar 6.9 folgt leicht, dass es sogar das einzige irreduzibele und unitédre Polynom ist. Der Korper
Fy = Fy[t] /f (t) kann als die Menge {0, 1, ¢, ¢ + 1} beschrieben werden, da dies die einzigen moglichen
Reste vom Grad n < 2 sind die bei der Division eines Polynoms durch f (¢) entstehen kénnen. Fiir
die Addition ergeben sich folgende Resultate sofort, falls man beachtet, dass die Charakteristik des
Korpers 2 ist:

+ 0 1 t t+1

0 1 t t+1
1 1 0 t+1 t
t t t+1 0 1
t+1 | t+1 t 1 0

Da t? 4+t + 1 = 0 lautet, ergibt sich sofort in dem man auf beiden Seiten ¢ + 1 addiert, dass
tP=t+1
Die Multiplikationstabelle lautet deshalb:

0 1 t t+1

0

0 1 t t+1
t 0 t t+1 1

0

t+1 t+1 1 t
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8 Der Korper mit 8 Elementen

Wir wissen aus Proposition 4.11, dass man mit einem irreduziblen Polynom vom Grad 3 iiber o einen
Korper mit 8 Elementen erstellen kann. Wir wollen also nun versuchen ein solches Polynom zu finden.
Sei f(t) =co+cit+ cot? + c3t?. c3 muss verschieden von 0 sein, somit ist ¢3 = 1. Ebenso muss ¢q ver-
schieden von 0 sein, sonst ist 0 eine Nullstelle. ¢; und ¢y kdnnen nicht beide gleichzeitig 0 sein, ansonsten
ist 1 eine Losung des Polynoms, da [Fo von der Charakteristik 2 ist. Aus dem selben Grund koénnen sie
auch nicht beide gleichzeitig 1 sein. Somit bleiben nur noch 2 Polynome iibrig, welche offensichtlich
irreduzibel sind: f () = t3+t+1 und g (t) = t>+t2 + 1. Aus Korollar 6.9 folgt leicht, dass es sogar die
einzigen irreduzibelen und unitdren Polynome sind. Da es nur einen Korper mit 8 Elementen gibt, ist
es unerheblich welches der beiden Polynome wir withlen. Wir entscheiden uns fiir f (t) = ¢3+¢+ 1. Der
Korper Fg = Fy [t] /f (t) kann als die Menge {0, 1, ¢, ¢t + 1, t2, t* + 1, t> + ¢, t* + ¢ + 1} beschrieben
werden, da dies die einzig moglichen Reste vom Grad n < 3 sind die bei der Division eines Polynoms
durch f (t) entstehen kénnen. Fir die Addition ergeben sich sofort folgende Resultate:

+ H 0 1 t t+1 t? t?+1 2+t ?+t+1
0 0 1 t t+1 t? 2 +1 2+t 2+t 41
1 1 0 t+1 t t?+1 t? 2 +t+1 2+t
t t t+1 0 1 2+t t2+t+1 t? t2+1
t+1 t+1 t 1 0 2 +t4+1 t? 4+t 2 +1 t?
t2 t2 2+ 1 2+t t2+t4+1 0 1 t t+1
41 2 +1 t2 2 +t+1 24t 1 0 t+1 t
2+t 2+t 2 +t+1 t2 t?+1 t t+1 0 1
P4t +1 || 24+t +1 t?+t 41 t? t+1 t 1 0

Fiir die Multiplikation ergeben sich die folgenden Resultate:

Ho 1 t t+1 2 24+1 P4+t tP4t+1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 t t+1 2 24+1 24+t tP4t+1

t 0 t t? P+t ? ? ? ?
t+1 0 t+1 2+t 241 7 ? ? ?

t? 0 12 ? ? ? ? ? ?
24+ 1 0?41 ? ? ? ? ? ?
2+t 0 2+t ? ? ? ? ? ?

tP4t+1 |0 2+t+1 ? ? ? ? ? ?
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8. Der Korper mit 8 Elementen

Aus t2 +t + 1 = 0 folgt sofort t> =t + 1 und damit:

t-(t2+1):t3+t:t+1+t:1
b (24t) =P =t 1+ 2 =2t 41
t~<t2+t+1):t3+t2—|—t:t—|—1+t2—|—t:t2+1
(t+1) P =t+1+2=t2+t+1
(t+1) (t >:t+1+t~|—t2+1:t2
( >:t+1+t2+t2+t:1

(t+1)- ( 1) =t I Pt 1=t

Datt=t-13=1t(t+1) =t +1 folgt,

2o (241) =24t =t
2o (B4t) =24ttt +1=1241
(P rt1) =2ttt 1+
(B+1) (P+1) =P t+ 242+ 1=+t +1
(B+1) (Ptt) = +t4t+1+24t=t+1
(+1) (B4t+1) =+ttt +1++ 24141 =12 +1
(4t) (Pt) =P ttdttltts1+8=t
(4t) (Prt41) =4ttt 142 414148241 =t

(t2+t+1)-(t2+t+1) 2 bt I+ 2t I+ 2t 2t +1=t+1

Ho 1 t t+1 t2 2 +1 4t 4t +1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 t t+1 t2 41 4t U |
¢ 0 ¢ t2 2+t t+1 1 2 4t+1 2+ 1
t+1 0 t+1 t? 4+t t?+1 4t +1 12 1 t
t2 0 t2 t+1 24t +1 2+t t 2+ 1 1
241 0 41 1 2 t 4t+1 t+1 24t
2+t 0 2+t 24t +1 1 t2+1 t+1 t t2
P4+t4+1( 0 t*4t+1 2 +1 t 1 i t? t+1
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