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Notationen und Abkiirzungen

Menge der natiirlichen Zahlen
Menge der rationalen Zahlen
Menge der reellen Zahlen

Menge der komplexen Zahlen
Binomialkoeffizient (n tiber k)
Gradient

Divergenz

partielle Ableitung nach t
partielle Ableitung nach x bzw. y

2 2

zweite partielle Ableitung 8_u bzw. @
352 Oy?

Abkiirzungen fiir . bzw. 3_3/

Richtungsableitung n?'V mit Normalenvektor n
abgeschlossenes Intervall von a bis b

{(z,y) e R? 12,y € [a, ]}

offenes Intervall von a bis b

{(z,y) eR®: 2,y € (a,0)}

{(z,y) e R*: z € (a1,b1) , y € (az,b2)}

Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
von [ nach R

euklidische 2-Norm

gewohnliche Differentialgleichung

(ordinary differential equation)

partielle Differentialgleichung

(partial differential equation)



Einleitung

Die Diffusion® spielt in der Physik und Chemie eine groBe Rolle. Ein einfaches
Beispiel ist die Warmeausbreitung in einem Stab, der an einer bestimmten Stelle
erhitzt wird. Dabei entsteht in Folge eines Temperaturunterschiedes ein Warme-
fluss in Richtung geringerer Temperatur (die Temperaturunterschiede werden also
ausgeglichen). Wegen des Energieerhaltungssatzes geht dabei keine Wiarme verloren.
Wir leiten nun eine entsprechende mathematische Gleichung fiir Diffusionsprozesse

her:
Nach dem Fickschen Gesetz gilt fiir die Teilchenflussdichte j

j=-D-Vu

wobei Vu der Gradient der Konzentration und D der Diffusionstensor (symmetrisch
positiv definite Matrix) ist. In dieser Arbeit beschréinken wir uns auf den isotropen
Fall, d.h. die Teilchenflussdichte j ist parallel zu Vu. D ist dann reellwertig und
wird Diffusivitdt genannt.

Mit der Kontinuitditsgleichung
ou
ot

erhalten wir also die homogene Diffusionsgleichung

ou ,
T div(DVu). (1)

= —dwv j

Die Diffusionsgleichung (1) ist eine PDE der Ordnung 2, wobei die Funktion u(z, t)
mit x € Q C RY - ein Gebiet mit Rand 99 - und ¢ € (0,00) gesucht ist. Um
sie 16sen zu konnen, sind zwei Zusatzbedingungen mathematisch notwendig und
sinnvoll: Anfangs- und Randbedingungen.

Ist h: Q — R eine Funktion, so ist
u(z,0) =h(r) Vze (2)

eine mogliche Anfangsbedingung. Dabei ist Q = QU 9Q der Abschluss von €.
Randbedingungen kénnen zum Beispiel sein:

e homogene Dirichlet-Randbedingung
u(z,t) =0 auf 0Q x (0,00) (3)

Nat.: diffundere = verstreuen, ausbreiten



e homogene Neumann-Randbedingung

Ou(x,t)
on

=0 auf 99 x (0,00) (4)

0
wobel n der duflere Einheitsnormalenvektor zu 9€2 und a—u = nTVu die
n
zugehorige Richtungsableitung ist.

Auch in der Bildverarbeitung macht man sich Diffusionsprozesse zu Nutze. Hier be-
trachtet man Bilder als eine Abbildung f von einem rechteckigen Definitionsbereich
Q = (ay,b1) X (az,be) nach R, f: Q — R. Der Wertebereich von f beschreibt dabei
die Grauwerte, die man als Konzentration auffassen kann. Der diffusive Konzentra-
tionsausgleich wird also zur Grauwertdiffusion mit der ,, Anfangsbedingung® f. Hier-
mit lassen sich Bilder gezielt verbessern (z.B. Entfernen von Rauschen). Im Gegen-
satz zur linearen Diffusionsfilterung mochte man bei der nichtlinearen die Diffusivitéat

dem gegenwértigen Bild u anpassen. Die Diffusivitdt héngt dann von dem Gradien-
ten des Bildes v ab, d.h. D = D (Vu).

Diese Arbeit beschéftigt sich mit Extrapolationsverfahren zur numerischen Lésung
der Diffusionsgleichung (1) in 1D und 2D sowie ihre Anwendungen fiir die Bildver-
arbeitung. Géngige Verfahren wie z.B. Crank-Nicolson oder das implizite Schema
haben entweder schlechte Stabilitédtseigenschaften oder mangelnde Genauigkeit bei
groferen Schrittweiten. Deswegen ist es unser Ziel, mit Hilfe von Extrapolation,
Methoden zu konstruieren, die fiir grofle Zeitschrittweiten gleichzeitig stabil sind
und eine hohere Genauigkeit besitzen. Die in [4, 5, 7, 14] vorgestellten Ideen dienen
hierbei als Grundlage. In einem ersten Schritt werden wir zeigen, dass sich die in
[14] untersuchten Verfahren auf den linearen zweidimensionalen Fall iibertragen las-
sen. Bevor wir uns mit nichtlinearen Problemen auseinandersetzen, werden wir als
Ubergang die Anwendung dieser Verfahren auf Diffusionsprozesse mit variablen Ko-
effizienten (d.h. die Diffusivitét hingt nur von Ort und Zeit ab, nicht von der Losung)
studieren. AnschlieBend werden wir die Verfahren anhand linearer und nichtlinearer
Diffusionsprobleme testen, sowie ihre Anwendung in der Bildverarbeitung untersu-
chen.

Danksagung

Ich mochte mich an dieser Stelle bei allen bedanken, die mich bei der Anfertigung
dieser Arbeit unterstiitzt haben. Ein ganz besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr.
Weickert fiir das interessante Thema und die umfassende Betreuung. Auflerdem
danke ich meiner Familie fiir die Unterstiitzung, ohne die mein Mathematikstudium
nicht moéglich gewesen wére.



Kapitel 1

Lineare 1D-Diffusion

Dieses Kapitel bezieht sich grofitenteils auf [14] und beschiéftigt sich mit der Losung
von linearen eindimensionalen Diffusionsproblemen. Neben der Stabilitdt der Ver-
fahren werden wir auch die Genauigkeit fiir grofle Zeitschrittweiten untersuchen.
Unser Ziel ist die Konstruktion von Methoden, die unabhéngig von Schrittweiten
gute Stabilitdtseigenschaften und eine hohe Genauigkeit fiir grofle Zeitschrittweiten
besitzen.

1.1 Finite-Differenzen-Verfahren

Wir betrachten das Problem

u(z,t) = Ug(x,t) , (x,t) € (0,1) x (0,00)
uz(0,t) = u,(1,t) =0 , t€(0,00) (1.1)
u(z,0) = ugp(x) , x€0,1]

wobei u gesucht und ug : [0, 1] — R eine gegebene beschrankte Funktion sei.

(1.1) wird nun wie folgt diskretisiert:
e Die Schrittweiten bezeichnen wir mit A in z- und 7 in ¢-Richtung.
zj=0(—-3)h,j=1,..,N, h=1
ty =kt , k=0,...M, 7>0

o uf & u(x;, 1) bezeichne die Approximation von u im Punkt (x;, t)
o w,={x;:j=1,.., N} - Raumgitter

o w,={ty:k=0,.., M} - Zeitgitter

Man kann fiir festes k& die Approximationen uf als Vektor schreiben:
Definition 1.1.1. FEine Familie von Vektoren

{uk = (b, .. k)T eRY | k=0,.., M}
heifst Gitterfunktion.

Die in (1.1) vorkommenden Ableitungen werden wir durch Differenzenquotienten
ersetzen.



Definition 1.1.2. Sei v(x) eine geniigend glatte Funktion und h > 0. Bezeichne
v; = v(x;), wobei x; ein Knoten eines Raum- oder Zeitgitters ist. Die folgenden
Differenzenquotienten nennt man

Vi1 — U;

Div; = — Vorwdrtsdifferenz
D, v, = % Riickwdrtsdifferenz
Dlv; = UH%}LUFI zentrale Differenz
D2y; = Vil Qh? Ui zweite Differenz.

Wir kldren jetzt die Frage, wie gut diese Differenzenquotienten die Ableitungen
approximieren.

Lemma 1.1.3. Fir die Differenzenquotienten gilt

Div; =v'(x;) + O(h)
Dyv; = (z;) + O(h)
DO ='(x;) + O(h?)
D2v; =" (x;) + O(h?).

Beweis. Fiir die Taylorentwicklungen von v;,; und v;_; erhalten wir

2 3

h
Vig1 = v; + W' (z) + ?v”(xi) + Ev"’(xi) + O(hY)
h2 3

h
vio1 = v; — h' () + ?v"(xi) — gv”/(xi) + O(hY).

Einsetzen ergibt die Behauptung. O]

Um die Gleichung u; = u,, zu approximieren, haben wir nun verschiedene M&glich-
keiten.

1. explizites Schema: Der Differenzenoperator beziiglich des Ortes verwendet
nur Werte des gegenwértigen Zeitpunktes ¢;. Diese Werte sind bereits berech-

net.
E+1 k k k k
u; T — ul, o — 2w +u
k 2,k +1 -1
Difuf = Diul & - . L= h; ! (1.2)
2. implizites Schema: Der Differenzenoperator bzgl. des Ortes verwendet Werte
der Gitterfunktion im neu zu berechnenden Zeitpunkt ¢,.,. Diese Werte sind

noch unbekannt (— lineares Gleichungssystem).

k+1 k k+1 k+1 k+1
ws T — Ul sy —2us T+ uk

+ kE_ N2, k+1 J J _ g+l J j—1
D; u; = Dmuj & . = % (1.3)




3. gewichtetes Schema: © € (0,1)

Dfuf = D™ + (1 — ©)D2uf (1.4)

Fiir © = 0 erhélt man gerade das explizite Schema (1.2) und fiir © = 1 das
implizite Schema (1.3).

Um die drei obigen Verfahren auf Stabilitdt untersuchen zu kénnen, fithren wir nun
einen ersten Stabilitatsbegriff ein. Dieser sichert, dass die Gitterfunktion nur Werte
in einem durch die Anfangsbedingung vorgegebenen Intervall annimmt.

Definition 1.1.4. Fin Verfahren uft! = Qu* mit Q € RN heifit L>-stabil, falls
uf“ < mlax(uf) Vji=1,.,N

mlin(uf) < u?“ Vi=1,.,N

tir k=0,..,M —1 mit belicbigem u® € RN gilt.
g g

Details zur Stabilitdtsuntersuchung und der Ordnung der ©-Schemata findet man
in [14]. Ein wichtiges Resultat ist die Bedingung fiir L>°-Stabilitét.

Satz 1.1.5. Das allgemeine ©-Schema ist L>-stabil, falls die Zeitschrittweite

h2
< — < 1
7_2(1—6) 0<e<1)
erfillt. Das implizite Schema (© = 1) ist fiir alle Zeitschrittweiten T > 0 L*°-stabil.

Beweis. siehe [14], Kapitel 1 O

1.2 Das semidiskrete Problem

Ziel dieses Abschnittes ist die Herleitung eines Anfangswertproblems mit stetiger
Zeitvariable t. Um das zu erreichen wird nur eine Diskretisierung beziiglich des
Ortes durchgefiihrt.

Wir betrachten erneut das Problem (1.1)

u(z,t) = Uz (x,t) , (x,t) € (0,1) x (0,00)
uz(0,t) = u,(1,8) =0 , t€(0,00)
u(z,0) = up(x) , = €0,1]

und fithren die Ortsdiskretisierung mittels der zweiten Differenz durch:

i1,t)—2 it 1,1
(g 1) = WO TGN T U004 o)

Fiir die Betrachtung am Rand fithren wir Hilfswerte u (—%, t) und (1 + %, t) ein.

8



Es folgt

h h
ul5,t) —ul(—35,t) .
wioy~ el w, = (b =u (b
w(l+28)—u(l—-"2¢) o
TRIRTPURLC AU, A R T )
Mit xg := —% und xniq ::1—1—% erhalten wir
u(xe,t) — 2u(zy,t) + u(wo, t)  u(we,t) — u(zy,t)
U’t(ajl?t)% h2 = h2
_u(@nynt) = 2u(zn, t) ulrn,t)  —ulzn,t) +ul(ryi,t)
ut(xNvt>N 12 = 72 .

Die Diskretisierung von wu,, unter Beriicksichtigung der Randbedingung wird also
durch die Matrix

A= — ERNXN

beschrieben.

Sei v(t) = (v;(t))X., der Vektor der (unbekannten) Approximationen von w.
Wir erhalten somit ein System gewohnlicher Differentialgleichungen

dv

— = Av(t

dt g (1.5)
'U(O) = 'LZO

mit der Anfangsbedingung o = (uo(z1), uo(x2), ..., ug(zn))? € RY.
Die Losung des Systems (1.5) lautet

v(t) = exp(tA)uy
bzw. diskret ausgewertet

{ v(s+71) =exp(td)v(s), s=0,T,27,..
’U(O) = U~0.

Dabei ist die Exponentialfunktion fiir eine Matrix B € R¥*Y definiert durch

=1
exp(B) = Z HB"”.
k=0

Betrachten wir (1.6), so miissen wir die Exponentialreihe exp(7A) geeignet ap-
proximieren. Dazu werden wir Padé-Approzimationen verwenden.

9



Definition 1.2.1. Sei B € RY*Y. Die (p, q)-Padé-Approzimation von exp(B) ist
definiert als
~1
Rpg(B) = [Dpq(B)]" Npy(B)
mil
N, (B) = - (p+q—J'p' ZnBJ
e —~ (p+9)lj'(p - ’

Jj=

und
q

Z p+q—J q' B ZdBJ_

i (p+q)l

Nach Definition von D, ,(B) und N, ,(B) gilt mit ¢; := ll'

— Z dre, =0 fiir j=0,...p+¢q
k+l=j

oder anders geschrieben
[Dp,q(B)]_l Np,q(B) - exp(B) = (’)(Bp+q+1)'

Also approximiert R, ,(B) die Reihe exp(B) mit Ordnung p+ ¢ + 1.

Beispiele fiir Padé-Approximationen

1. Die (1,0)-Padé-Approximation von exp(7A) kénnen wir wie folgt berechnen:

)
)
)
3. Und die (1, 1)-Padé-Approximation lautet:
)
)
)

10



Setzen wir diese Approximationen in (1.6) fiir exp(7A) ein, so erhalten wir fiir die
(1,0)-Approximation das explizite Schema (1.2), fiir die (0, 1)-Approximation das
implizite Schema (1.3) und fiir die (1, 1)-Approximation das gewichtete Schema (1.4)
mit © = 0.5, das auch Crank-Nicolson-Verfahren genannt wird.

Bevor wir uns der Stabilitdt der Verfahren zur Approximation der Exponentialreihe
widmen, untersuchen wir kurz die Eigenwerte der Matrix A.

Satz 1.2.2. (Gerschgorin) Sei B € CN*N. Dann liegen alle Eigenwerte der Matrix
B in der Menge

N N
M=K mz‘tKiz{zeCzlz—biiIS > |bw‘|}'

i=1 =l

Die Matrix A ist eine symmetrische tridiagonale Matrix, hat also nur reelle Eigen-
werte. Nach dem Satz von Gerschgorin gilt fiir die N Eigenwerte Ay, ..., Ay von A

2 4
ST Y

&e{zeR:

2
Z—Fﬁ

Die Eigenwerte von A sind also alle < 0.

Wir werden jetzt fiir diese Arbeit wichtige Stabilitatsbegriffe einfiihren.

Definition 1.2.3. [11, 14](Stabilititsbegriffe)

(i) Bin Verfahren v(t + 7) = R, (TB)v(t), wobei B € RN*N mit Eigenwerten
A <0 Vie=1,..,N, heifst unbeschrdinkt stabil oder Aq-stabil, falls

IR, (TA)] <1 Vi=1,..N.
(ii) Es heifst Lo-stabil, falls
TAj——00

R, (X)) <1 Vi=1,..,N und R,,(t\) — 0.

(7ii) Das Symbol des Verfahrens ist definiert als

S(z) =Ry ,(—TN;) , wobei z := (—TN\;).

(iv) Ein Lg-stabiles Verfahren heifst monoton dampfungsstabil, falls

S'(z) <0 fir z>0.

11
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Abbildung 1.1: Beispielsymbole zu den Stabilitéitsbegriffen

Beispiel 1.2.4. Wir betrachten kurz das implizite Schema und das Crank-Nicolson-
Verfahren.

1. implizites Schema: Es gilt

Ro.1(TA; ! Ai<§01
[Ro1(TA)] = 1—7A =
und
9{01(7')\)7)\_)000.
1
WeiteristS’(z):—m<O fir z > 0.

Damit ist das implizite Verfahren (1.8) monoton ddmpfungsstabil.

2. Crank-Nicolson-Verfahren: Es gilt

T+ 3N\
— X

Das Verfahren ist also Ag-stabil. Die Bedingung fiir Ly-Stabilitit ist nicht

erfillt, da Ry 1(T\;) [ | (siehe auch Abb. 1.1(a)).

Schreiben wir die Anfangsbedingung g als Linearkombination der beziiglich
| - [|2 normierten Eigenvektoren {w; , i =1,..., N} von A,

Xi<0
< 1.

904 ()] = \

N
= Z ;W5 (Cki < R) ,
i=1

so erhalten wir fir die Losung

v(mt :ZO‘Z [11_7)\} w;.

=1

Liegt R11(TX;) nahe bei —1, so bleibt die zugehirige Komponente a,w; der
Anfangsbedingung ungefihr erhalten, aber mit wechselndem Vorzeichen. Dies
macht sich gerade bei Anfangsbedingungen mit Diskontinuitdten bemerkbar, da
solche Unstetigkeiten durch die Oszillation erhalten und verzerrt statt gedimpft
werden. Um dies zu verhindern, sollte Ry 1(TA;) > 0 bzw. 7 < %2 gelten.

12



Die (normierten) Eigenvektoren {w; , i = 1,..., N} von A lassen sich als Frequenz-
en auffassen. Hohe Frequenzen entsprechen dabei Eigenvektoren mit betragsméafig
groflen Eigenwerten \;. Monoton dimpfungsstabile Verfahren haben somit den Vor-
teil, dass hohe Frequenzen unabhéngig von den Schrittweiten 7 und h stets ohne
Entstehung von Oszillationen gedampft werden. Dabei gilt: Je hoher die Frequenz,
desto starker die Ddmpfung (Monotonie des Symbols). Bei Verfahren, deren Symbo-
le negative Werte annehmen, kann es dagegen problematisch werden (siehe Crank-
Nicolson-Verfahren).

1.3 Extrapolation iiber die Zeitschrittweite

Wir mochten nun neue Verfahren entwickeln, die von mindestens zweiter Ordnung
und monoton dampfungsstabil oder zumindest Ly-stabil sind. Die Idee ist es, Ver-
fahren iiber verschiedene Zeitschrittweiten zu betrachten und diese geeignet zu
kombinieren.

1.3.1 Verfahren 2. Ordnung

Wir schreiben das implizite Verfahren (1.3) {iber zwei Schrittweiten:
v (t+7) = (Id—TA) " o(t) (1.7)
V@ (t+7) = (Id—TA) " (Id — 3A) " w(1). (1.8)

Analog zur geometrischen Reihe lésst sich der Grenzwert (falls er existiert)

lim E BF
-
fir B € RY*YN angeben als

ZB’“ (Id—B)™"

Die Reihenentwicklungen von (Id —7A)™" in (1.7) und von (Id—% )_2 in (1.8)
ergeben

v (t+71) = (Id+TA+ T2 A?) v(t) ( ) (1.9)
v (t+ 1) = (Id+TA+ 377 4%) o( (73 (1.10)
Andererseits liefert die Entwicklung von exp(7A)
v(t+7) = (Id+TA+ 37°A%) 0(t) + O(7°).

Wir sehen, dass (1.9) und (1.10) nicht von 2. Ordnung sind. Betrachten wir jedoch
2 (1.10) — (1.9), so erhalten wir ein Verfahren 2. Ordnung:

v = (Id— TA) ( )
v®@ =d-12 ) (1.11)
v(t+7) =20@ — M),

13



Die Stabilitdtsanalyse in [14] zeigt, dass das Verfahren (1.11) Lg-stabil ist, aber
nicht monoton ddmpfungsstabil. Das Symbol ist in Abbildung 1.2 zu sehen. Wir
haben damit eine Methode konstruiert, die wie das Crank-Nicolson-Verfahren von
2. Ordnung ist, aber wegen der Lg-Stabilitéit zu weniger Oszillationen fiihrt.

Wir wollen nun den obigen Ansatz auf beliebige ©-Schemata (1.4) verallgemeinern.
Versuchsweise lassen wir dabei fiir © Werte aus ganz R zu.

Das gewichtete Schema (1.4)
[Id—1OAW(t+7) =[Id+ 7(1 — ©)AJv(t)
schreiben wir {iber zwei Zeitschrittweiten als
[Id — 10 AjvWY = [Id + 7(1 — ©)AJu(t) (1.12)

bzw. als
2

[1d — TOA]*v® = [Id+ 3(1 — ©)A] u(t). (1.13)

Wir betrachten nun eine Linearkombination von v und v®:
v(t+7) = av® + (1 —a)pW, (1.14)

Die Taylorentwicklung von (1.14) und ein anschlieBender Koeffizientenvergleich mit
der Exponentialreihe exp(7A) ergeben, dass wir Ordnung 2 erhalten, wenn

(1) ©=1% a€eR

2
(2) a=2, ©®©R.
Verlangen wir zusétzlich Lg-Stabilitit, so erhalten wir

i) ©@=a=1

2

(ii) =2, © =1 dies ist gerade (1.11)
(i) © = a = 2.

In [14] findet man dazu eine ausfiihrliche Rechnung.
Wiéhlen wir © = o = 2 in (1.14), so erhalten wir ein monoton ddmpfungsstabiles
Verfahren der Ordnung 2 (siche auch Abbildung 1.2).

Grofle Zeitschrittweiten

Wir untersuchen nun das Verhalten der Verfahren fiir vergleichsweise grofle Zeit-
schrittweiten. Dies soll uns Aufschluss iiber die Genauigkeit der Verfahren geben.
Auch fiir Anwendungen in der Bildverarbeitung spielen grofie Zeitschrittweiten eine
Rolle. Wir betrachten die Reihenentwicklungen von

By = [Id— rOA " [Id+ (1 — ©)A] und B, := [Id — 30A] " [Id + 3(1 — ©)A]’

sowie der Linearkombination

B :=aB;+ (1 —«)B.
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Abbildung 1.2: Symbole S(z) von (1.14) fiir (i), (ii) und (iii)
Es gilt fiir geeignete 7 > 0

By =1Id+) ©F'(rA)

k=1
und mit der Cauchy-Produktformel fiir Reihen ergibt sich

2 [o.¢]
=TId+> 27" (205" + (k — 1)0"7?) (TA)".
k=1

By =

Id+Y ekt (z4)"
k=1

Somit folgt
B=1Id+ ) bi(a,0)(rA)

k=1

k—1
oo -0 ((8) o5t o) e

2 2k

mit

Wir erhalten dann fiir die Koeffizienten der obigen drei Verfahren:

k 1\*
be(0.5,0.5) = ot <§>

k+1
k+3—2F
b(2,2) = ———— .

Ein Vergleich mit den exakten Koeffizienten der Exponentialreihe % zeigt, dass das

Lg-stabile Extrapolationsverfahren mit © = a = 1 die Koeffizienten am besten

2
k—o0

approximiert. Es ist 6;(0.5,0.5) > 0 und b,(0.5,0.5) — 0. Die Koeffizienten
bp(2,1) werden fiir k& > 4 negativ, sind aber durch —1 nach unten beschrinkt.
Das monoton ddmpfungsstabile Verfahren mit © = o = 2 verhélt sich dagegen

am schlechtesten, weil die zugehorigen Koeffizienten fiir £ > 3 negativ sind und
k—o00

bp(2,2) — —oo gilt. In Tabelle 1.1 sind die Koeffizienten bis Ordnung 6 (teilweise
gerundet) aufgefiihrt.
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Tabelle 1.1: Koeffizienten fiir Verfahren (1.14)
(,0)  b3(,0) by(a,0) bs(er,0) bg(cr,O)
(0.5,0.5) 0.21875 0.09375  0.041 0.01855
(2,1) 0 -0.375 -0.625  -0.78125

(2,2) -1 -4.5 -12 -27.5
exp 0.16667 0.04167 0.00833 0.00139

Wir stellen fest, dass bessere Stabilitdatseigenschaften nicht unbedingt zu hoher Ge-
nauigkeit fithren. So verursacht das monoton déampfungsstabile Verfahren mit © = 2
zwar keine Oszillationen, wird aber fiir groflere Zeitschrittweiten ungenau. Die Wahl
© = 0.5 kann bei Anfangsbedingungen mit hochfrequenten Anteilen zu starken Os-
zillationen fiihren, ist aber beziiglich der Reihenentwicklung am besten. Ein Mittel-
weg ist die Extrapolation iiber das implizite Schema. Das zugehérige Symbol nimmt
nur betragsmifig kleine negative Werte an, fithrt somit wenn iiberhaupt nur zu
geringen Oszillationen.

1.3.2 Verfahren 3. Ordnung

Wir gehen wieder von dem gewichteten Schema (1.4) aus und extrapolieren erneut
iiber die Zeitschrittweite. Anstatt iiber zwei Zeitschritte zu gehen, versuchen wir es
jetzt mit drei.

Mit
Lir = [Id — ir®A) " [Id +it(1 — ©)A]

erhalten wir als neues Verfahren

UEI; = L3 3u(t)
(% 2 = L2 /3L /3U(t)

T/ 1.15
v®) = L,v(t) (1.15)

v(t+7) =avW + @ + (1 —a—3)®
wobei «a, f und © geeignet gewahlt werden miissen.

Durch Taylorentwicklung von (1.15) und Koeffizientenvergleich mit der Exponential-
reihe exp(7A) erhélt man Ordnung 3, falls « = —f = % gilt.

Fiir © =1, © = 2 oder © = 3 ist das Verfahren (1.15) Lo-stabil (Details: [14]).

In Abbildung 1.3 sehen wir, dass (1.15) mit « = —3 = £ und © = 3 ein monoton
démpfungsstabiles Verfahren 3. Ordnung ist. Fiir © = 1 ist S(z) > 0, aber es gibt
Stellen zo > 0 mit S’(zy) > 0.

Grofle Zeitschrittweiten

Auch hier wollen wir das Verhalten der drei Verfahren fiir grofle Zeitschrittweiten
untersuchen. Wir setzen B; = B1(0) := Li/?) , By = By(©) := LorjsLyys , By =
B3(©) := L, und B(©) = 2B,(0) — 2B,(O) + B;(0).

Fiir geeignete 7 > 0 erhalten wir dann die Reihenentwicklungen:
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Abbildung 1.3: Symbole von (1.15)

By = Lf/g " Lyys

= |1d+ 3" (205 + (k- 1)0F2) (54)" ld+Z@k L
—1d+Y (36" + (k- 1)6+2) (z4)"
k=1
(3o (- et ) (54)°| | YO (5)"
k=1 k=1
=1d+Y_ (36" + (k- 1)0F?) (34)"
k=1
(k=D(F=2) (ks) (z g
+ (2 1)OF 2 + > 0" ) (34)
=1
_ N -1 g pot-2 4 B DR =2) (g
_[d+z (3@ 3(k—1)0" 2 + 5 OF 3 ) (A
B, Id+22k@’“ LA a4+ Y ekt (za)
= k=1
_Id+z (28 +1) 0 (34) + | D2 ek (54)°| [ Dot (za)”
k=1 k=1
_[d+z (28 +1) 01 (zA)" + 37 (28 —2) 082 (14)"
k=1
—Id+23 B8+ 1)OF T + (28 — 2)9F72) (1A
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Setzen wir © = 1, so erhalten wir

B(1) = Id + i (1 — 32k — 9) +32—k(k - 1)4(k‘+4)) (rA)*

=Id+ > 0 (A
k=1

Die Koeffizienten dieser Reihe sind stets positiv und nach oben durch 1 beschrénkt.
Einsetzen der anderen zuléssigen Werte fiir © ergibt

B(1.5) = [d+i21k (3k1 5.9kl 3k 4 (k — 1)3(/<: —2) +2> (r )"

k=1

=Id+ ) bV (rA)F
k=1

B(3)=1Id+ i (3’“1 — 2kl gk ks ?;k =2, g) (A)F

=Id+Y b (rA)".

k=1

In beiden Féllen sind die Koeffizienten unbeschrinkt. Das Verfahren mit © = 1.5
weist jedoch ein besseres Verhalten auf, da die Koeffizienten langsamer ,, wachsen®. In
Tabelle 1.2 wird dies veranschaulicht. Wir erwarten, dass die Extrapolation des rein
impliziten Schemas die besten Ergebnisse fiir vergleichsweise grofle Zeitschrittweiten
liefert, falls eine geniigend glatte Anfangsbedingung vorliegt. Sonst konnte es wegen
der Ly-Stabilitdt zu Oszillationen und damit Ungenauigkeiten kommen. Allerdings
werden diese auf Grund der Positivitidt des zugehorigen Symbols sehr gering sein.

Wir stellen auch hier fest, dass monotone Dampfungsstabilitéit nicht gleichzeitig hohe
Genauigkeit bedeutet. Diese konnen wir eher von dem Verfahren (1.15) mit © =1
erwarten. Wie bereits oben erwdhnt wurde, werden eventuell auftretende Oszilla-
tionen sehr gering sein. Das Verfahren hat damit relativ gute Stabilitétseigenschaften
und gleichzeitig eine entsprechende Genauigkeit fiir grofle Zeitschrittweiten.

Tabelle 1.2: Koeffizienten fiir Verfahren (1.15)
o b by by b

1 0.111 0.222 0.389  0.5494
1.5 0.375 1.375 3.427 6.9

3 4 28 128.167  488.5
exp 0.04167 0.00833 0.00139 0.00020
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1.3.3 Verfahren 4. Ordnung
Wir betrachten das Verfahren

( 1

<

= Lﬁ/ﬂj(t)
= Lgr sl 40(t)

)
(2)
@ = Li/ﬂ(t)
(4)
()

S <

<

4 = Lopp L2 0(t) (1.16)
= L,vu(t)

4
v(t+7) = av® + av® + az0® + a® + <1 -3 ozz-) v®),

5

<

\

Die Taylorentwicklung von (1.16) ergibt mit 7 = 7

v (t +47) = [Id + 47 A + (6 + 40)72A% + (44 120 + 40?7 A
+ (1+ 120 4 180% + 40%)7 A v(t) + O(7)
VO(t+ 47) = [Id + 47A + (3 + 100)72 A% + (126 + 280%)7° 43
+ (3902 + 820%)7 A u(t) + O(7°)
VO (t 4 47) = [Id + 47 A + (4 + 80)72 A2 + (160 + 1602)7° A3
+ (4802 + 320%)7 A u(t) + O(7°)
vW(t+47) = [Id + 47A + (5 + 60)72 A + (2 + 140 + 100%)7° A®
+ (80 + 310 + 180%)* A*] v(t) + O(+°)
(¢ +47) = [Id + 47A + 16072 A% + 640°734° + 2560°71A") u(t) + O(r°).

Der Koeftizientenvergleich von (1.16) und der Exponentialreihe
exp(47A) = Id + 4TA + 877 A* + 27 A% + 27141 4 O(7°)

fithrt auf das Gleichungssystem

(6041 + 3062 + 40[3 + 50(4)(1 — 2@) + 166 =8

a1(4 + 120 — 6002) + a3(120 — 3602) + a3(160 — 480?)

32
+ay(2 + 140 — 5402?) + 6402 =3
ai(1+ 120 + 180?% — 2520%) + a(3902 — 17403) + a3(4802% — 22403)

2
+a4(80 + 310?% — 2380°) + 25603 = % .

Zusatzlich fordern wir Lo-Stabilitat:

tim 5(z) = o @ =V 4 (0, 10y O 0, O 17 (1 - Z%) o5t Lo

Popet o4 Q2 o3
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Wir setzen © = 1. Dann ist die notwendige Bedingung fiir Lo-Stabilitét erfiillt. Die
Bedingungen fiir ein Verfahren 4. Ordnung lauten somit

(

3 (1.17)

6a; + 3ag  + daz + D0y
4400 + 2400 + 3203 +  38ay
221ay + 13bas + 176a3 + 199ay
\
Eine Losung von (1.17) ist
( a1 = 8
40
Qg = 5
3 = 0
32
oy = ——
[ 3
E
] 0 5 10
] 0 o
0,81 ]
0.65 0,0055
0,4§ 001
0'25 0,0155
o: : ]
0 10 20 30 40 50 0021

Abbildung 1.4: Symbol des Verfahrens (1.16) mit © =1

Das Verfahren ist mit diesen Parametern nicht monoton dampfungsstabil. Eventuell
auftretende Oszillationen werden sehr gering sein, da das Symbol nur betragsméaflig
kleine negative Werte annimmt. Weitere Ly-stabile Verfahren 4. Ordnung findet man

in [5].

Bei den Verfahren 3. Ordnung hatten wir fiir den Fall © = 3 ein monoton dampf-
ungsstabiles Verfahren erhalten. Setzen wir hier © = 3, erhalten wir das Gleichungs-
system (die letzte Gleichung ist die Bedingung fiir Lo-Stabilitét):
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( 300, + 15a5 + 2003 + 2504 = 40
1696
500c; + 288y +  384ay + 44204 ===
20704 (1.18)
66050, + 434700 + 5616a5 + 6123y =
38 N 2 N 2 N 10 2
[ ™ 9 g™ o7 M T3¢

Die eindeutige Losung von (1.18) ist

(. _ 668
b7 57
2836
Qy = ——
513
497
o3 = —
P
344
\014 ——E

Fiir das Symbol dieses Verfahrens bzw. die Ableitung gilt

7 B
> ai(3)
S(z) = = > mit a; >0 Vi
57(1+32) (1+92) (1432)" (1+32)

und

10 &
> b (%)
S'(2) = — T . S mit by >0 V k.
57 (14+32)° (1+92)" (1+32)" (1+32)

Im Beweis von Satz 1.3.4 findet man eine Berechnungsvorschrift fiir die a; bzw. b,
mit der man die Ungleichungen a; > 0 bzw. by > 0 verifizieren kann. Damit folgt
S(z) > 0 und S’(z) < 0. Wir haben also ein monoton ddmpfungsstabiles Verfahren
4. Ordnung entwickelt.

Es gibt sogar unendlich viele solcher Verfahren.

Satz 1.3.4. Es existiert ein Oy > % , so dass fiir alle ©® > ©q das Verfahren 4.

Ordnung (1.16) monoton dimpfungsstabil ist.
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Abbildung 1.5: Symbole des Verfahrens (1.16)

Beweis. Die Bedingungen fiir Ordnung 4 und Ly-Stabilitét ergeben fiir die «;
_4(9@3 — 6607 + 640 — 8)

(®) = 3(100 — 11)
4(60* — 870°% + 1620% — 1120 + 32)
a2(0) = - 362(100 — 11)
(@) = — 120° — 940* + 2190° — 2240?% 4 1120 — 32
©02(100 — 11)
8(303 — 2202 4280 — 10
ai®) = X 100 — 11 )
wobei wir © # % voraussetzen.
Einsetzen in S(z) liefert
7 .
> Ai0) (5)
S(z) = l:i 2
3(100—11) (14 02%)" (1+30%) (1+063)" (1+06z)
mit
Ap(®) = 300 —33
A1(©) = 4500% — 6150 + 132
A5(0) = 28200° — 49020 + 22200 — 264
A3(©) = 96600* — 219060° + 1600802 — 42800 + 352
Ay (©) = 198300° — 604530* + 650640° — 296160 + 56000 — 352
A5(©) = 244740° — 991950° + 1439400* — 915680° 4 249920% — 23360
Ag(©) = 1648807 — 844680° + 1535760° — 1223040* + 412480° — 435202
A7(©) = 45840° — 2814007 + 609960° — 579200° + 230400* — 25600°.

Wegen A;(O) % oo fiiri € {0,1,..., 7}, gibt es ein O©4, so dass A;(©) > 0 fiir alle
i und © > O;. Insbesondere impliziert Ag > 0 die Ungleichung ©; > %. Wiéhlen

22



wir © > 01, so folgt S(z) > 0 fiir z > 0.

10 .
> Ki(0)(3)
S'(z) = - Z:50 2 3
3(100 — 11) (1+©2)° (14 302)" (1+ 03)” (1 + ©2)°
mit
Ky(©) = 300 — 33
K1(0) = 75007 — 9450 + 132
Ky(©) = 83700° — 1220762 + 35400 — 264
K3(0) = 551100* — 9410103 + 428280% — 69200 + 352
K, (©) = T7200° + 2287500° — 4568850 4 2800440°% — 6553607 4 51200
K5(0) 892807 + 5909700° — 13848690° + 10509600* — 30814463
12934402
K¢(©) = 441360° + 88237807 — 25117476° 4 22795200° — 7887760*
+838400°
K;(0) = 11095207 + 5876220°% — 242561707 + 26852160° — 10826960°
1+1229440*
Kg(©) = 1491120 — 13891207 — 7273440° + 130272007 — 6610726°
+794240°
Ko(©) = 1015920™ — 4226760 + 56199607 — 2513280°% + 1113607
+15360°
K1p(©) = 275040 — 1688400' 4 3659760 — 34752007 + 1382400°
—153600".

Auch hier gilt K;(O) 9% »o fiir 0 <4 <10, d.h. es gibt ein ©y mit K;(0) > 0
fir alle ¢ und © > ©5. Wihle ©p = max {01,0,} > % (01 > %) und © > O,.

Dann folgt S'(z) < 0 fiir z > 0, d.h. S(2) ist streng monoton fallend auf [0, c0).
Wegen S(0) = 1 gilt insgesamt 0 < S(z) < 1 fiir 2 > 0 und wir erhalten ein
monoton dédmpfungsstabiles Verfahren 4. Ordnung. ]

Bemerkung 1.3.5. Mit Hilfe von Experimenten konnen wir ©y ungefdihr bestim-
men. Das Verfahren (1.16) ist mit © = 2.7 monoton dimpfungsstabil, wihrend dies
fiir © = 2.6 nicht mehr der Fall ist. Daher liegt die Vermutung 2.7 > ©y > 2.6
nahe.

Grofle Zeitschrittweiten

Wir untersuchen die Reihenentwicklungen der benétigten Matrizen fiir geeignete
7> 0.

23



B1 = LT/4 = L /4 L‘r/4

+Z 26’~C 1y 1)@kz—2) (EA)k
k=1

2

— 1+ (10 2k = )0F) (54)'

=1

f: (2@k—1 + (k‘ . 1)@k—2) (iA)k

2

104 Y (165 2k - 16 (4)"

i4)
k=1
+ 37 (4(k - DO*2 4 2(k — 1)(k — 2)0+7) (54)"
k=1
+ i (- Dk g 2)(k —3) ok (%A)k
k=1

=Id+) 47 {4@“ 6(k — 1)@k2+4(k;1)@k3

k=1 +(k ; )@k_4] (rA)k

Id+Z@k (

k —_—
%6’”) (r4)*

By = Lyr/a - Ly

k=1

e (<3k+1>@k-1+
k=1
B3 = Li/z

= a4 Y02 (204 (k- 1O (7!
k=1

By =Lepy L7

{1+ 30 o1+ - er?) (5

k=1

k=1

_Id+z4 2k+2 @k 1 (2k+1—|—k}—5)@k—2
+(2" — 2k)0"%) (A4)"

Bs = L, = ]d+2@k—1(7.A)k

k=1
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Wir setzen zuerst © = 1 und betrachten dann

B(1) =8By (1) + 3 Bs(1) — 2By(1) — IBs(1)
= Id+ i b (A,

k=1

Im Grenzfall k£ — oo gilt b,(:) — —g , da die Anteile von By, By und B, fiir K — oo
verschwinden. Damit werden die Koeffzienten negativ, bleiben jedoch beschrankt.
Auch bei anderen Lg-stabilen Verfahren mit ©® = 1 werden die Koeflizienten be-
schrinkt sein und sich dem entsprechenden Vorfaktor von Bs(1) beliebig néhern.

Wir untersuchen nun das Verhalten des Verfahrens fiir © = 3. Definiere dann die
Matrix B(3) durch
B(3) = $8B;(3) + 2% B,(3) + 15 B3(3) — 25 B4(3) — 25 B5(3)

=Id+ > 0D (rA)F.
k=1

Der Anteil von Bs(3) (= 3*7!) bestimmt das Verhalten der Koeffizienten b,(f) fiir

grofle k. Zusammen mit dem negativen Vorfaktor gilt b,(f’) "=% 0. Die Koeffi-
zienten sind damit unbeschrankt. Auch fiir andere © > 2.7 sind sie unbeschrankt.
Es ist sinnvoll grofle © zu vermeiden. Sonst werden die Koeffizienten sehr schnell
betragsméfig grofl, was wir in Tabelle 1.3 beobachten kénnen. Wir sehen, dass das
Verfahren mit © = 1 fiir groflere Zeitschrittweiten - verglichen mit den monoton
dampfungsstabilen Verfahren - besser abschneidet. In diesem Fall sind nur geringe
Oszillationen zu erwarten. Mochte man mit einem monoton dampfungsstabilen Ver-
fahren arbeiten, bietet sich die Wahl ©® = 2.7 an, um die bestmogliche Genauigkeit
zu erhalten.

Tabelle 1.3: Koeffizienten fiir Verfahren (1.16)

o b by by by
1 -0.0104 -0.071  -0.156  -0.255
2.7 -3.2833  -26 126 -488.7

3 -5.246 -45.48 -242.6 -1038.3
10 -30.5 -481.22 -8280  -1.56 -10°
exp 0.008333 0.001389 0.000198 0.000025

1.4 Linearkombinationen von ©-Schemata

Anstelle einer Linearkombination eines einzigen ©-Verfahrens iiber unterschiedliche
Zeitschrittweiten versuchen wir jetzt, Schemata mit verschiedenen © > 0 und ein-
heitlicher Zeitschrittweite zu kombinieren. Der Rechenaufwand zu den Verfahren aus
Abschnitt 1.3 wird dabei deutlich verringert.
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1.4.1 Verfahren 2. Ordnung

Wir kombinieren die zwei Schemata
[Id — 70, Al = [Id + 7(1 — ©,) AJv(t)
und
[Id — 70, AJv® = [Id + 7(1 — ©,) AJu(t)
Al
v(t+7) = v + (1 —a)p?.

Einsetzen der Entwicklungen

[Id—76;A]" = Id+716,A+ 12024 + O(%) (i=1,2)

Y

in (1.19) liefert
v(t+7)=Id+T7A+ (a0 + (1 —a)Oy) T2 A + O(73).

Es gilt
exp(TA) = Id+ TA+ 372 A* + O(7°)

d.h. wir haben 2. Ordnung, falls
1
a@1+(1—a)@2:§ .

Das Symbol von (1.19) ist

1-(1-6y)z

1+@1Z ’

S(z) =« 116,

+ (1 —a)
Analog zu [14] schreiben wir S(z) auf zwei Arten:

B Z[1+(@1+@2—%)Z} B
S =l-—aTe 00t - 1TF

L 24[2(0146y) — 12+ [20:0, — (01 +6y) +1]

(1+6.2) (1 + Oy2)

Damit |S(z)| <1 gilt, miissen wir z,y > 0 fordern, d.h.
@1+@2—%20 und 2@1@2-(@1-’-@2)-}- ZO

Zusétzlich verlangen wir noch Lg-Stabilitét:

0, +6,—-1,
lim S(z)=1—- —————2=0.
Jim 5(2) 0,0,
Diese Forderung ist erfiillt, falls
0,1
o) 2
2T e -1

(1.19)

(1.20)

e

(1.21)

(1.22)
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Abbildung 1.6: Symbole des Verfahrens (1.19)

Einsetzen von (1.22) in (1.20) ergibt

40, -207 -1

(67

Wir miissen 40; — 20?7 — 1 =0 ausschliefien, also ©; # 1 + \/g )

In [14] wird gezeigt, dass S'(z) <0 Vz >0 gilt, wenn O, € (1,00)\ {1 + \/1/2}.

Wiihlen wir dann ©, wie in (1.22), gilt automatisch (1.21), d.h. das Verfahren (1.19)
ist in diesem Fall monoton ddmpfungsstabil.

Grofle Zeitschrittweiten

Wir untersuchen nun die Taylorentwicklung des Verfahrens (1.19). Mit
By = [Id — 70, A7 [Id + 7(1 — ©,) A]

und
BQ = [[d — T@QA]il[Id + T(l — @2)A]

folgt fiir die Entwicklung von B = aBy + (1 — a)By :

B=1Id+)» [aO} "+ (1-a)0f '] (TA)".
k=1

Fir 1<0; <1+ \/g ist « > 1 und O, > ©; > 1. Dann sind die Koeflizienten
by = aO ' + (1 — )05

wegen by, "Z% _o0 unbeschrinkt. Gilt 0, > 1+ \/g , so erhalten wir wegen

a < 0 und ©; > Oy dasselbe Ergebnis. Damit miissen wir ©; so wihlen, dass die
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Koeffizienten b, nur ,langsam* kleiner werden. Die Wahl ©; ~ 1 + \/j impliziert

zwar ©; &~ O, , jedoch sollte man beachten, dass dann |a| sehr grof§ wird. Dies
kann sich bei Rundungsfehlern negativ auswirken. In Tabelle 1.4 sind die Werte der
Koeffizienten fiir verschiedene ©, dargestellt. Mit ©; = 1.75 koénnen wir vergleichs-
weise gute Ergebnisse erwarten, was wir bei den numerischen Tests sehen werden.
In diesem Fall ist a = —14.

Ein Vergleich mit der Reihenentwicklung des monoton dampfungsstabilen Zeitextra-
polationsverfahren 2. Ordnung (Tabelle 1.1, S. 16) zeigt, dass die hier betrachteten
Verfahren ungenauer sind.

Tabelle 1.4: Koeffizienten fiir Verfahren (1.19)
@1 bg b4 b5 bﬁ

1.25  -1.625 -8.78 -31.23 -99.8
1.75  -1.208 -5.59 -15.56 -36.9
2 -1.25 -0.875  -16.81 -41.22
10 -5.028 -60.86 -619.8 -6209.79
exp 0.16667 0.04167 0.00833 0.00139

1.4.2 Verfahren 3. Ordnung
Wir betrachten das Verfahren
[Id — 70, AlvV) = [Id+ 7(1 — 1) AJv(t)
[Id — 70, A1 v® = [Id+ 7(1 — ©5)AJv(t)
[Id — 703A]v®) = [Id+ 7(1 — ©3)AJv(t
v(t+7) = avW + Bv® + (1 —a — B)d.

(1.23)

Mit den Entwicklungen von [Id — 70;A] " folgt

v(t+7) =Id+TA+ [aO; + 02+ (1 — a — 3)O3] T2 A°
+ [@OF + 8O3 + (1 — a — B)O3] T° A% + O(7).
Unser Ziel ist die Konstruktion eines Verfahrens 3. Ordnung.

Der Koeffizientenvergleich mit der Exponentialreihe exp(7A) ergibt zwei Beding-
ungen:

1
CM@1 + ﬁ@Q + (1 - — 5)93 = 5 (124)

1
a®? + O3+ (1 —a — 3)0% = G (1.25)

Die Bedingung fiir Lo-Stabilitét ist erfiillt, wenn
O; -1 O, —1 O3 —1
l—a— = 1.2

a®1+ﬁ@2+(aﬁ)@30 (1.26)

gilt.
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Abbildung 1.7: Symbole des Verfahrens (1.23)

Wir formen die drei Gleichungen (1.24), (1.25) sowie (1.26) um und erhalten

1
—% — 0,03 + 2219

‘- (01— 62)(03 —61)
g —1-0,0; + 9119
(01 — 03)(O5 — O3)

o, 1400, 2t

T 146,0,-(0,+60y)
Man muss dabei beachten, dass ©3 > 0 gilt.
In [4, 14] wird gezeigt, dass
1S(2)] <1 & (014654605 —1)° <46,0,0,
und das Stabilitdtsgebiet die Zusammensetzung der folgenden drei Teilgebiete ist:
¢ 0;,0,>1 und 6,0, —(0;+65)+1>0

e ©,0, — % + é <0 und ©;0; — (07 +09) + % < 0 einschlieBlich des
Punktes (3,1)

e 0,0, < % und 6,0, — m + % > (0 ausschliefllich des Teils mit

(@1 + 0y 4+ 63 — %)2 > 40,0,0;.

Experimente legen nahe, dass wir monoton dampfungsstabile Verfahren im Bereich

20, — 1
@1,@2>1 und @1>2@2_2

Bedingung fiir Lo-Stabilitét

erhalten.
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Grofle Zeitschrittweiten

Wir erhalten die Taylorentwicklung

B=1Id+) [a®f !+ 805+ (1—a—p)05 "] (TA)"
k=1
Auch hier wollen wir die Parameter ©; und ©, so wihlen, dass sich die ©; nicht
viel unterscheiden. Dabei miissen wir wie schon zuvor darauf achten, dass a und
(3 nicht zu grof§ werden. In Tabelle 1.5 sieht man, dass Werte im Intervall [2, 3]
vergleichsweise gute Ergebnisse liefern. Das Verfahren mit ©; = 0.75 und ©, = 0.5
ist, wie man in Abbildung 1.7 sieht, nicht monoton dampfungsstabil.

Der Vergleich mit der Reihenentwicklung des monoton ddmpfungsstabilen Zeitex-
trapolationsverfahren 3. Ordnung (Tabelle 1.2, S. 18) zeigt erneut, dass die hier
entwickelten Verfahren eine schlechtere Genauigkeit besitzen.

Tabelle 1.5: Koeffizienten fiir Verfahren (1.23)
(©1,6:) by bs be bz

(0.75,0.5) 0.0023  -0.064  -0.081 -0.0781
(1.25, 4) 24.22 389 4592.1  49317.37
(2, 3) 6.8 54.89 287.2 1237.73
(2.6, 2.25) 6.48 51.06  259.03  1075.64
(10, 7) 38.91 731.79  9810.93 >1.15-10°
exp 0.04167 0.00833 0.00139  0.00020

1.4.3 Verfahren 4. Ordnung

Wir wollen nun monoton ddmpfungsstabile Verfahren 4. Ordnung konstruieren. Da-
zu betrachten wir

[Id — 70, AlvV) = [Id+ 7(1 — 61)AJv(t)

[Id — 70, A1 v® = [Id+ 7(1 — 65)AJv(t)

[Id — 703A1v®) = [Id+ 7(1 — ©3)AJv(t) (1.27)
[Id — 70,A|v® = [Id+ 7(1 — ©4)AJv(t)

v(t+ 1) = av®) + Bv® + B + (1 —a — g — ).

Die Taylorentwicklung von wv(t+ 7) liefert
v(t+7) =Id+TA+ [aO; + 30 + 103 + (1 — a — B — 7)O4] T2 A?
+ [aOF + 8O3 + 105+ (1 —a — 3 —~)07] 7 A°
+ [a©} + 8O3 + 705 + (1 — a — B — 7)0F] T'A* + O(7?).

Um 4. Ordnung zu erhalten, miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

1
a@1+ﬁ@2+7@3+(1—a—ﬁ—7)@4 = 5 (128)
1
a@%—kﬁ@g—kv@g—l—(l—a—ﬁ—v)@i:6 (1.29)
3 3 3 5 _ 1
0‘@1+ﬁ@2+7@3+(1_0‘—5—7)@4:ﬁ- (1.30)

30



Das Symbol des Verfahrens (1.27) ist

. 1—(1—@1)2 1—(1—@2)2 1-(1—@3)2
5(2) =a 14+ 060z +0 14+ 6,5z 7 1+ 63z
1-— (]. - ("‘)4)2
loa—f—n~)—— )~
t—a= - g
und damit ergibt sich fiir Ly-Stabilitédt die Bedingung
O, -1 O, —1 O3 —1 O, —1

l—a—-p0p-— =0. 1.31
a—g— +th—g—+1—g— T(l-a-f-7—g (1.31)

Wir verzichten auf eine ausfiihrliche Stabilitdtsanalyse und betrachten stattdessen
drei Beispiele monoton démpfungsstabiler Verfahren.

e Wir setzen ©; =2, Oy =3, O3 =5.
Dann liefern die vier Gleichungen (1.28) - (1.31)

r 11251
o =
1827
4447
s T 444
7295
7T T o62R
387
0, =
(7 92

552 + 72002 + 3276627 + 520392
6(1+22)(1 + 32)(1 + 52)(92 + 3872)

— S(z) =
und
S'(z)<0 Vz>0.

Wegen S(0) = 1 ist |S(z)] < 1 und das Verfahren (1.27) somit monoton
dédmpfungsstabil.

| wo

e Wir setzen ©; =3, Oy = =, O3 =6.
28) - (1.31) ergibt

3277
2421

—_ DN

Auflsen der Gleichungen (

16579

fo= 7830

1460
6129
311

ST

v

31



84 1 2664z + 195332 + 40168:°
3(1+32)(2 +32)(1 + 62)(14 + 3112)

= S(z) =

und

S'(z)<0 Vz>0.
Es gilt damit |S(z)| < 1 und das Verfahren (1.27) ist mit diesen Parametern
ebenfalls monoton dampfungsstabil.

e Mit der Wahl ©, = g, B0, =3, O3 = g erhalten wir

r 12985
YD)
1721
T
8561
7T 66
86
0, ==
(4 23

276 + 3240z + 1329322 + 1989223 -
3(2+52)(1+32)(2+ 72)(23 + 86z)

= S(z) =
und
S'(z) <0 Vz>0.

Das zugehorige Verfahren ist also monoton dampfungsstabil.

1 1 1
08 08 08
06 06 06
04 04 04

02 0.z 02

[ e L e o e e LU e L e o o e LI B e e | [0 e e LI e

Abbildung 1.8: Symbole des Verfahrens (1.27)

Grofle Zeitschrittweiten

Wir erhalten fiir das Verfahren (1.27) die Reihenentwicklung

B=1Id+ Z (@07 '+ 805 + 405 + (1 —a— B —7)0f '] (TA)F
k=1

32



In Tabelle 1.6 sehen wir, dass die Wahl (01,0, 03) = (2.5, 3, 3.5) die Beste bzgl.
unserer drei Beispiele ist. Allerdings sind dann «, [ und 7 betragsméflig grof3, was
das Ergebnis bei Rundungsfehlern negativ beeinflussen kann. Insgesamt sind Werte
aus dem Intervall [2, 4] zu empfehlen.

Auch hier kénnen wir durch einen Vergleich der Koeffizienten feststellen, dass die
monoton ddmpfungsstabilen Zeitextrapolationsverfahren 4. Ordnung (Tabelle 1.3,
S. 25) wesentlich genauer sind.

Tabelle 1.6: Koeffizienten fiir Verfahren (1.27)
(©1,02,63) bs be by bs

(2,3,5)  -57.58  -857.42 -7988.23 -60078.47
(3,15,6)  -2792  -9322.7 -2.3-10° -5.3 -10°
(2.5,3,35) -4455  -598.11  -4939.4 -32426.51

exp 0.008333 0.001389 0.000198  0.000025

Vergleich mit Zeitextrapolation

Der Rechenaufwand der in diesem Abschnitt behandelten Verfahren ist wie anfangs
erwahnt geringer. So muss man beispielsweise bei einem Verfahren 4. Ordnung nur
vier statt neun Gleichungssysteme 16sen. Der Vergleich der Reihenentwicklungen
zeigt jedoch, dass die Verfahren aus Abschnitt 1.3 fiir groflere Zeitschrittweiten
besser geeignet sind (siehe Tabellen). Dies werden wir auch bei den numerischen
Experimenten sehen.
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Kapitel 2

Lineare 2D-Diffusion

Wir werden jetzt versuchen, die im ersten Kapitel betrachteten Verfahren auf den
zweidimensionalen Fall zu iibertragen. Die Methoden kénnten somit fiir die lineare
Diffusionsfilterung bei Bildern eingesetzt werden. Am Ende dieses Kapitels werden
wir noch eine Splitting-Methode vorstellen, die das zweidimensionale auf zwei ein-
dimensionale Probleme zuriickfiihrt.

2.1 Finite-Differenzen-Verfahren

Sei nun 2 = (0,1)? C R%
Betrachte das Problem

w(x,y,t) = Uge(x,y,t) +uyy(x,y,t) , (z,y) €Q, t e (0,00)
u(r,y,0)  =wuo(z,y) , (z,y) €

wobei d,u := n?'Vu die Ableitgng von u nach der dufleren Einheitsnormalen n von
0f) bezeichne und ug eine auf () gegebene beschrankte Funktion sei.

Wir diskretisieren (2.1):

e Die Schrittweiten bezeichnen wir mit A; in x-, hs in y- und 7 in ¢-Richtung.
vi=(i—3)h,i=1,.,N, h=x
yi=0U—3)ha, j=1,..,No, hg =«
th=kr, k=0,...M, 7>0

° ufj ~ u(x;,yj, tx) bezeichne die Approximation von w in (z;,y;, tx)

o wy h, ={(zi,y;) :i=1,..., Ny, j=1,..., Na} - Raumgitter

o w,={tp:k=0,.., M} - Zeitgitter

Wir approximieren nun w; im Punkt (z;,y;, ) durch die Vorwértsdifferenz

uF ok

+, k i, i,J
T
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und g, + u,, durch die zweite Differenz

k

D2k 4 D2t — uPy —2ul i ug g — 2uf g
x7,g Y ZJ_ 2 2
hi h3

Dies fithrt auf das explizite Schema

k+1 k
U iU quj 2u ;T ul 1) u”+1 2u ;T u” 1
= 2 + 2 (2.2)
T hi h3

mit Konsistenzordnung O(7 + h? 4+ h3) im Punkt (x;, y;, ) (siehe Lemma 1.1.3).

Durch Umstellen der Gleichung kann man u;

Zeitpunkt ¢ sind bereits berechnet):

explizit bestimmen (die Werte zum

k+1 _ T T T,k T,k T k
U ;j <1 - 2h_% - 2h_§> U + h2 u2+1j + h_%ui—l,j _I_ h_gui7j+1 + %ui7j_1 .

Das Schema (2.2) ist L>®-stabil, wenn 1 — 27 — 25 >0 gilt, d.h.
1 2

1
T2 2
hi © b3

Neben dem expliziten Schema kénnen wir auch noch das implizite und das gewichtete
Schema verwenden.

1. implizites Schema: Der Differenzenoperator bzgl. des Ortes verwendet Wer-
te der Gitterfunktion im neu zu berechnenden Zeitpunkt tx.; (— lineares
Gleichungssystem).

D+ k _D2 k+1+D2 k+1 (23)

1’7,] yZ]

2. gewichtetes Schema: © € (07 1)
D+ k —@(D2 k+l+D2 k+l)+(1 @)(DQUk —|—D2 k) (2'4)

SC'LJ yZ] J’JZ] ij

2.2 Das semidiskrete Problem

Um ein Anfangswertproblem mit kontinuierlicher Zeitvariable ¢ herzuleiten, werden
wir das Gebiet €2 diskretisieren. Dieses Vorgehen ist z.B. auch in der Bildverarbeitung
sinnvoll, da Bilder nur diskret gegeben sind.

Wir betrachten das Problem

Opu(z,y,t) =0 , (z,y) € QQ, t € (0,00)
U(Lyao) :Uo(ffa?/) ) (51573/) € Q

und fithren eine Ortsdiskretisierung mittels der zweiten Differenz durch:

u(iv1, Y5, t) — 2u(wi, yj,t) + w(wi—1,y;,t
) ~2e1200) = Pl )+l
1

u(%ﬂ lat) — 2U(£L’z7 yvt) + u(xivy‘—lvt>
= ey =02 4 O(hY + ).
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Fiir die Rénder fithren wir Hilfswerte u (—%, v, ) , (1 + Y, t), (ac, —%2, t) und
U (x, 1+ %,t) ein.

Die Neumann-Randbedingung
Opu(z,y,t) =0 fur (z,y) € 99, t € (0,00)

liefert uns

u( %’hy’ ) :u(%,y},bt)
u(x,—%,t :u(x,hg—?,t)
u(a:,l—l—%t) :u(x,l—%,t)
Damit konnen wir die Ortsdiskretisierung an den Réndern problemlos mit
To 1= M,y = -2 Ty =1+ B und Ynysr =1+ b2 fortsetzen.
Wir ﬁihren einen neuen Index [(i,7) := i + Ni(j — 1) ein und bezeichnen dann

uy = uf ;. Weiter seien Vi (I) bzw. N5(I) die Mengen der Indizes m der benachbarten
Raumgltterpunkte von (x;,y;) in x- bzw. y-Richtung. Es gilt mit [ = I(z, j):

N ={m: m=1+1} Ny >i>1
M) ={m: m=1+1} i=1
M)y ={m: m=1-1} i= N,
No(l) ={m: m=1+ N} Ny >j>1
No(l) ={m: m =1+ N} J=

No(l)={m: m=1—- N} Jj = Na.

2
Al = 3 _Z Z % ) l=m

beschrieben.
Wir sehen, dass A eine symmetrische Pentadiagonalmatrix (jeder Gitterpunkt hat
maximal vier benachbarte) ist.

v(t) = (v(1))* bezeichne den Vektor der Approximationen von u. Wie im 1D-Fall
erhalten wir ein ODE-System

dv

— = Av(t

dt g (2.5)
U(O) ?Z(]

wobei iy € R die Diskretisierung der Funktion ug(z,y) sei.
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Die Losung von (2.5) lautet
v(t) = exp(tA)up

bzw. diskret ausgewertet

{ v(s+71) =exp(tAd)v(s), s=0,T,27,..

o(0) =i, (2:6)

Nach dem Satz von Gerschgorin (1.2.2) gilt fiir die N; N, reellen (A ist symmetrisch)

Eigenwerte A1, ..., An,n, von A:
< 2 N 2 } B { 4 4 O}
T~ h R ht  h3T ]

Damit sind alle Eigenwerte < 0 und Definition 1.2.3 (Stabilitdtsbegriffe) kann auch
im 2D-Fall verwendet werden.

2

)\ie{zeR: Z+h_%+h_§

2.3 Stabilitidt und Konvergenz

Wir ersetzen die Exponentialreihe durch eine Padé-Approximation und betrachten

das Verfahren
v(is+71) =R, (TA)V(s), s=0,7,27,..

v(0) i, (2.7)

Nun schreiben wir iy als Linearkombination der bzgl. ||-||2 normierten Eigenvektoren
{w; , i=1,..., NyNo} (Orthonormalbasis) von A:

’Ujo = E ;W5

mit a; = UJZTQIO € R.
Dann gilt fir m >0

Wiihlen wir nun ein Ag-stabiles Verfahren mit |R, ,(7A;)| <1 Vi und p+q>1,
so ergibt sich auf Grund der Orthonormalbasis-Eigenschaften

N1N2 N1N2

[o(mm)[3 =D aZ[Rpg(TA)*" = D @F[Ryg(TA)" 7 [Rpg(TA))?
i=1 i=1 \_;_'/
N1Ns

< D AR (PP = [lo((m = D)l < - < ol
i=1
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= |lv(m7)||2 < ||uoll2  fiir m > 0.

Das Verfahren ist also stabil bzgl. der euklidischen 2-Norm.

ve(t) = exp(tA)uy bezeichne die exakte Losung von (2.5) zum Zeitpunkt ¢. Wir
untersuchen den lokalen Fehler des Verfahrens, also die Differenz

ve((m + 1)1) — R, o (TA)ve(mr).
Es folgt
Ve((m + 1)7) = Ry o (TA)ve(m7) = [exp(TA) — Ry, 4(TA)] ve(mT)

= O(rProth,

Die lokale Fehlerordnung ist damit (p + ¢+ 1).

Sei nun T' > 0 ein fester Zeitpunkt und M € N die Zahl der Zeitschritte bis zum
Zeitpunkt T', d.h. 7 = ;. Die globale Fehlerordnung ist (p+¢+1) —1 = p +¢.
Somit gilt

Oinax |lve(mT) — v(mT)||s = O(7P9)

fiir beliebige M € N.
Mit 7 — 0 konvergieren die Vektoren v(mt) gegen die exakte Losung von (2.5)
(ausgewertet an den diskreten Stellen mr).

Wir kénnen die in Kapitel 1 behandelten Verfahren also problemlos verwenden.
Die Berechnungen zur Parameterwahl erfolgen analog.

2.4 Extrapolation iiber die Zeitschrittweite

Sei A € RMN2xNiN2 die Pentadiagonalmatrix der Ortsdiskretisierung aus Abschnitt
2.2. Wir moéchten nun die Extrapolationsverfahren zur Losung zweidimensionaler
Probleme verwenden. Dann kénnen diese insbesondere in der Bildverarbeitung ge-
nutzt werden.

Verfahren 2. Ordnung
Die Extrapolation des impliziten Schemas (2.3) ergibt

A) 2 o(t) (2.8)
Die Stabilitdtsanalyse erfolgt analog zu dem 1D-Fall, d.h. das Verfahren ist Ly-stabil.

Mit dem ©-Schemata (2.4) erhalten wir das Verfahren

v = [ld—7OA] " [Id+ 7(1 - ) Jv (t)
v = [1d—20A] 7 [Id+ 3(1 — ©)A]* u(t (2.9)
vt +7) =av® + (1 —a)®.

Fiir © und a haben wir zwei Auswahlméoglichkeiten: Mit © = a = % erhalten wir ein
Lg-stabiles Verfahren und mit © = a = 2 eine monoton ddmpfungsstabile Methode.
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Verfahren 3. Ordnung
Die Extrapolation des gewichteten Schemas (2.4) iiber drei Zeitschrittweiten fiihrt
mit
Lir == [Id — itO®A] " [Id + it(1 — ©)A]
zu dem Verfahren 3. Ordnung

vili = L3/3v(t)
v 2 = LQ /3L /3U(t)

. o 2.1
v®) = L,u(t) (2.10)

v(t+71) =200 — 2@ 4 ,6),

Mochten wir Lg-stabile Verfahren, so haben wir drei Méglichkeiten. Fiir © = 1 oder
© = 2 liegt Lo-Stabilitét vor und fiir © = 3 ist (2.10) monoton démpfungsstabil.

Verfahren 4. Ordnung

Mit der Extrapolation iiber vier Schrittweiten erhélt man das Verfahren

(v =Ly ,0(t)
v = L /aLr/qv(t)
v = L2 (1)
q oW = Lo L2 0(1) (2.11)
v®) = L,v(t)
4
v(t+7) = av® + aw® + azv® 4 auv® + <1 -3 ai) v®),
L i=1
Die Parameterwahl erfolgt analog zum 1D-Fall.
Mit a3 = 8, oy = % , a3 = 0, a;;z—% und ©® = 1 erhalten wir ein Lg-
stabiles Verfahren. Weitere Ly-stabile Verfahren findet man in [5]. Gilt beispielsweise
alz%, 2:%, 3:% , 0442—314—94und@:3,soistdaszugeh6rige

Verfahren monoton déampfungsstabil.

2.5 Linearkombinationen von ©-Schemata

Verfahren 2. Ordnung

Die Linearkombination zweier verschiedener ©-Schemata (01,0, > 0) ergibt

o@ = [Id — 10, A" [Id + 7(1 — ©1) A] v(t)
v = [Id — 7O, A) " [Id + 7(1 — ©y) A] v(t) (2.12)
v(t+7) =av® + (1 - a)®@.

Monotone Dampfungsstabilitédt erhalten wir mit der Parameterwahl ©; > 1 und

o, -1 o
©; # 1+ (v/2)7!. Dann sollte O, = o — i und o = 16, - 21@% — gelten.
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Verfahren 3. Ordnung
Die Kombination dreier ©-Schemata (01, O3, O3 > 0) fithrt zu dem Verfahren

o) = [Id — 10, A" [Id + 7(1 — ©1) A] v(t)
e = [Id — 170,A " [Id + 7(1 — ©,) A] v(t) (2.13)
o® = [Id — 103A] " [Id + 7(1 — ©3) A] v(t) ‘

3)

v(t+71) =av® 4 @ 4 (1 —a— B)v®).
Eine geeignete Wahl von ©; und O, kann monoton démpfungsstabile Verfahren
implizieren.
Gilt @1,@2 > 1 mit (")1 >
berechnet werden:

1
64’@1@2_%

20, — 1
20, — 2’

sollten die iibrigen Parameter wie folgt

@ p—
T 116,0,— (0, +6y)
o —1 - 0,0; + 9219
(01— 6,)(03 — ©)
e L

(01— 02)(02 — 63)

Verfahren 4. Ordnung

Wir kombinieren vier ©-Schemata zu

oM = [Id — 70, A" [Id + (1 — ©1) Al v(t)
V@ = [Id — 70,A] " [Id + 7(1 — ©,) A] v(t)
»®) = [Id — 7O3A] " [Id + 7(1 — ©3)A] v(t) (2.14)
ey []d — T®4A] MId+ 7(1 — ©4) A u(t)

(t+7) =av® + Bv® + 4B 4 (1 —a— 38— 7)oW.

<

Im letzten Kapitel haben wir gezeigt, dass es in diesem Fall ebenfalls monoton
dampfungsstabile Verfahren gibt.
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2.6 Eine effiziente Splitting-Methode

Die Rechenzeit zur Losung der Gleichungssysteme ist im Vergleich zu eindimensiona-
len Problemen wesentlich hoher. Um diese zu verkiirzen, werden wir die in [6] bzw. [7]
vorgeschlagene Splitting-Methode verwenden. Wir zerlegen dazu die symmetrische
Pentadiagonalmatrix A € RMN2XMMN2 ip eine Summe von zwei Tridiagonalmatri-
zen Ay und A,. Dabei beschreibe A; die Ortsdiskretisierung in z- und A die in
y-Richtung.

Wegen
A1Ay = AgAy

folgt
exp(T7A) = exp(7(A; + Az)) = exp(T A1) exp(TA2) = exp(TA2) exp(TA,).

Somit konnen wir uns die Berechnung von R, ,(7A) sparen und stattdessen
R,q(TA;) sowie R, ,(TAs), die schneller berechnet werden kénnen, betrachten.

R, (TAL) - R, (TAs) bzw. R, (TA2) - R, ,(TA;) approximiert dann exp(7A) mit
der Ordnung p+qg+1. Wir ersetzen damit das 2D-Diffusionsproblem durch zwei 1D-
Probleme, deren Losung wir bereits im zuriickliegenden Kapitel behandelt haben.

Eine effiziente Speicherung und LR-Zerlegung der Matrizen ist wegen der Block-
struktur auch méglich. Man kann die in den Extrapolationsverfahren auftretenden

Gleichungssysteme (¢ > 0)
(Id — cTtA))x =10

und

(Id—cTAy)y =b

zerlegen.

o fiir yj=1,...,Ny:

Lose das Gleichungssystem

(Id — crAy)zD) = p)

mit ‘
2V = ($1+(j—1)N1, L24(j—1)N1» ---yxj-Nl)T e RM )
DY) = (Dis(j—1)-Nys b2t (G 1)Ny s oos Djony ) € RV
und
-1 1
1 -2 1
- 1 1 -2 1
Al:ﬁ . y y ERNlXNl-
1 . . .
1 -2 1
1 -1
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e fiiri=1,..., Nq:

Lose das Gleichungssystem

(Id — crA)y' = by

mit '
Y = (Ui Vit N oo Yir (Vo) )T € RV
B = (bi, bisnys oo i (np—1yny )" € R
und
-1 1
1 -2 1
_ 1 1 -2 1
Ay = — € RN N2,
1 -2 1
1 -1

Bemerkung 2.6.1. Wir betrachten kurz das implizite Schema mit Splitting. Es gilt
fiir die Taylorreihenentwicklung

(Id — TAy) H(Id — 7A)) 7 = Id + 7(Ay + Ag) + T2(A] + A + A1 Ay) + O(7).

Subtrahieren wir diese von der Exponentialreihe exp(TA) = exp(7A; + 7As), so
erhalten wir

exp(rA) — (Id = 7)™ (Id — 7A) ™ =~ (4 + A43) + O(r%).
Fiir das implizite Schema ohne Splitting gilt
exp(rA) — (Id— 7A)"! = —%TW 4O = —%TQ(Af b AZ 4 24,45) + O(F).
Die Matrizen A%, A3 und A, Ay sind positiv definit. Somit ist der Fehler des impli-
ziten Schemas mit der Splitting-Methode zumindest fiir sehr kleine Zeitschrittweiten

besser. Dafiir ist der fiihrende Fehlerterm des Verfahrens ohne Splitting rotationsin-
variant.
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Kapitel 3

1D-Diffusion mit variablen
Koeflizienten

Bevor wir uns nichtlinearen Problemen widmen, behandeln wir als Ubergang den
Fall variabler Koeffizienten. Dabei beschrénken wir uns zunéchst auf den eindimen-
sionalen Fall. Wir gehen hier davon aus, dass die Diffusivitdt (im Gegensatz zu
nichtlinearer Diffusion) bekannt ist und nur vom Ort sowie der Zeit abhéngt. Bei
der Behandlung nichtlinearer Probleme kénnen wir dann auf einige hier gemachte
theoretische Ergebnisse zuriickgreifen.

3.1 Finite-Differenzen-Verfahren

Wir betrachten das Problem

u(z,t) = 0.(g(x,t) - uz(x,t)) , (z,t) € (0,1) x (0,00)
uz(0,t) = u,(1,¢6) =0 , te(0,00) (3.1)
u(z,0) = up(z) , x€[0,1]

wobei g : [0,1] — R beschrankt und g(z,t) > 0 eine geniigend glatte Funktion
(meistens: unendlich oft differenzierbar) sei.

Wir diskretisieren (3.1) analog zu Kapitel 1:

e Die Schrittweiten bezeichnen wir mit A in - und 7 in ¢-Richtung.
zj=0G—-3)h,j=1,..,N, h=1
t,=kr, k=0,....M , 7>0

o uf ~ u(z;,t) bezeichne die Approximation von u im Punkt (z;, t)

. g;?’ = g(xj, ty)
o w,={x;:j=1,.., N} - Raumgitter

o w, ={tp:k=0,..., M} - Zeitgitter
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Um die Gleichung

up = 9:(g - uz)
zu approximieren, ersetzen wir die Zeit- und Ortsableitungen durch finite
Differenzen.

Lemma 3.1.1. Es gilt
ax(g(37j7tk)'ux(xjatk)) — E ( J+12 J J-Hh J I 5 j—1 "3 - j—1 +(9(h2).

Beweis. Mit der Produktregel erhalten wir
Ou(9(, th) - ua(j, tr)) = gu(y, te)ua (@, te) + (25, te) o (25, L)

und die Taylorentwicklung von

k k k k k k k k
L1919 YW~y g+g Uy —uj,

h 2 h 2 h
S——— ———

h

ergibt
9}11 - 9;6—1 9}11 + 29? + gjk—l
T g (wy, ty) +
2h . 4 B
—r ~~
=gz (;,tr)+O(h?) =g(z;,tr)+O(h?)
Damit folgt

ua::c(£j7 tk) + O(hQ)

k k .k k k k k k
1 <9j+1 T Y T 9 TG Y~ “jl) — O(h2).

3z(9($j7tk)'ux($jytk))—g 5 A 5 N

]

Wir setzen

1 gk+1 + g5 u’?“ —ubgf +gk—1 uy — Uk—1
Di(gf,uf):-—(ﬂ i J_ I3 J J J

h 2 h 2 h

und konnen nun folgende Differenzenschemata verwenden:

1. explizites Schema:

Bl ok
witt — k
% = D2(gF,uf) (3.2)

2. implizites Schema:

uktt — b

J - J :Di(g;?+1’u?+1) (3.3)

3. gewichtetes Schema: © € (0,1)

uytt — k k ko k
24— = @D§<g'+17uj+l) +(1 - @)D?c(gj ) Uj) (3.4)

T J
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3.2 Das semidiskrete Problem

Wie im linearen Fall méchten wir ein Anfangswertproblem mit kontinuierlicher Zeit-
variable ¢ formulieren. Dazu betrachten wir

u(z,t) = 0,(g(z,t) - uy(z,t)) , (x,t) €(0,1) x (0,00)
uz(0,t) = ug(1,) =0 , t€(0,00)
u(z,0) = ug(x) , x€0,1]

und fiihren eine Ortsdiskretisierung durch:

1 (g(xj-i-la t) + g(xjv t) u(xj-i-l? t) B U(ij, t)
2 h

B g(z;,t) + g(zj-1,t) u(zj, t) —u(x;_q, t))
2 h '

Analog zu den vorherigen Kapiteln fithren wir erneut Hilfswerte u (—ﬁ t) und

27
u (1 + %, t) ein. Aus der Bedingung
uz(0,t) = u,(1,t) =0

ergibt sich (—g,t) =u (%,t) und (1 + %,t) =u (1 — %,t) (vgl. Kapitel 1).

Somit folgt:

1 (g(xo,t) + g(z1,t) u(za,t) —u(xy,t)
u(xq,t) = = ( 5 7 )
1 (glan,t) + glan_1,t) u(zy_1,t) —u(zy,t)

Wir setzen g;(t) := g(x;,t) und N (1) sei die Menge der Indizes m der benachbarten
Raumgitterpunkte von x;.

Die Diskretisierung von 0,(g(x,t) - u,(z,t)) wird also durch die Matrix
A= A(t) € RV*N mit

4
gz(t);gm(t) . me N(l)
gi(t)+gk(t) _
A (1) = ke%(l) o , l=m
0 , sonst
\

beschrieben.
A ist eine symmetrische Tridiagonalmatrix. Die Eintrdge hdngen von dem Zeitpunkt
t ab. Mit Satz 1.2.2 (Gerschgorin) ergibt sich fiir die Eigenwerte \;(¢) (1 <i < N):

4
N e |—— - 1), 0].
(t) € 72 xrg[gf]g(x ), 0
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Die Eigenwerte von A sind also stets < 0.

v(t) = (v(t))iL, sei der Vektor der (unbekannten) Approximationen von w.
Gesucht ist die Losung des ODE-Systems

dv

—  =At)v(t

o (t)v(t) 3.5
U(O) = ~0.

Wir nehmen an, dass
A(ty) - Alte) = A(ta) - A(ty) Vit >0

gilt (z.B. A(t) = r(t) - B mit konstantem B € RY*¥ und einer stetigen Funktion ).

Dann folgt
t t

/ A@)di - A(E) = A(t) - / A() dv

to to

2 (o ([ a0100)) = 000 [ a0y0).

Die eindeutige Losung von (3.5) ist folglich

und somit

u(t) = exp ( /O tA(f}) cm) 0(0)

bzw. diskret ausgewertet

v(s+7) =exp ( [ AW) dﬁ) v(s), s=0,7,27, .. (3.6)

Die auftretenden Integrale werden wir mit Quadraturverfahren ndherungsweise be-
rechnen. Dabei miissen wir beachten, dass die Ordnung der Quadraturformel grofier
oder gleich der Ordnung des Verfahrens ist.

Lemma 3.2.1. (Approximation mit Quadraturformel)
R, (1) € RV*N sei eine Approzimation fiir exp(-) € RV*N mit

R, ( / S+TA(19) dﬁ) — exp < / S+TA(19) dﬁ) = O(rPrethy

Qa= / T AW) i + O
A= TP

und

eine Quadraturformel.
Dann gilt

R,y (Q4) — exp ( / " aw) cw) — (),
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Beweis. Mit o
B .- / A() dv
folgt

p+q

Roa(@a) = 3 (@) + O (@)

= Z o [BO@E )] o)

p+q

_ Z k'Bk + O(Tp+q+1)

= exp( ) + O(7PFeth),

3.3 Stabilitdt und Konvergenz

Wir ersetzen das Integral durch eine geeignete Quadraturformel und betrachten das

Verfahren ( ) R (B(s))o(s) 0o
vis+7) =Ny, s))v(s), s=0,7,271,..
{ o(0) = (3.7)
mit s+T

B(s) :=Qual(s) = / A(9) dd + O(rPHath.

B(s) ist eine symmetrische Tridiagonalmatrix mit Zeilensumme 0 und nichtpositiven
Eigenwerten (Gerschgorin), wenn wir Quadraturformeln mit positiven Gewichten
wie z.B. die Mittelpunkts- oder Simpson-Regel verwenden.

Sei zunédchst s = 0. Wir schreiben dann g als Linearkombination der normierten
Eigenvektoren w( ) von B (0) mit den zugehorigen Eigenwerten )\EO) (1<i<N),

N
n=Y"au® (0 cR),
k=1

und erhalten

k=1
N

0 0)\ (0

= Z O‘l(c )%p,q()‘gc ))w,ﬁ :
k=1

Setzen wir |R, ,(-)| < 1 voraus, so folgt

0 0 -
lv(r |12—Z|a“| Ry “|2<Z|ak 2 = a2
k=1
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Analog schlieft man durch Schreiben von v(7) als Linearkombination der normierten
Eigenvektoren von B(7)

[o(27)]l2 < flo(T)ll2

und induktiv erhalt man
lo(mT)|l2 < |Jiolla ¥ m > 0.

Das Verfahren (3.7) ist damit stabil beztiglich der 2-Norm.

Sei nun v,.(t) = exp <f0tA(19) d19> Uy die exakte Losung von (3.5) zum Zeitpunkt
t €[0,7] und M € N beliebig mit 7= 7M. Dann gilt fiir den lokalen Fehler

ve((m + 1)7) = Ry o(B(mT))ve(mr)
(m+1)7
= [exp (/ A(D) dﬁ) — i)‘im(B(mT))] Ve (M)

mT

B2 o (rrtart),

Die globale Fehlerordnung ist p + ¢ und fiir 7 — 0 konvergieren die Vektoren v(mr)
gegen v.(m7) mit m < M.

3.4 Extrapolation iiber die Zeitschrittweite

Verfahren 2. Ordnung

Bei Verfahren 2. Ordnung kénnen wir die Integrale mit der Mittelpunktsregel
approximieren (siehe Lemma 3.2.1):

t+7

/ AW)dY =TA(t+Z) + O(7?).

t

Extrapolation des impliziten Schemas iiber zwei Zeitschrittweiten ergibt dann fol-
gendes Verfahren:

v =[ld—7
e ~ [1d

)} = t (3.8)
v(t+71) = 20 U(l)

Weitere Verfahren basieren auf der Extrapolation des ©-Schemas:

v = [Id — TOA(t +7)]" [Id+7'(1 — @)A(t+7)] v(t)
v® = [Id—1OA(t+3)] " [Id+ (1 -©)A(t+ )] v(t)  (3.9)
v(t+7) =av® + (1—a)h.

Die Wahl © = a = % impliziert ein Lg-stabiles Verfahren und © = a = 2 ein
monoton démpfungsstabiles Verfahren.

48



Verfahren 3. Ordnung

Um allgemein 3. Ordnung zu erhalten, miissen wir die Integrale mit mindestens
Ordnung 3 approximieren. Dazu werden wir die Simpson-Regel verwenden:

/ A() dd = ér [At) +4A(t+ ) + A(t + 7)1+O(75).
‘ — Qalt)

Wir setzen
Li(t) = [Id —i-0Qa(t)] " [Id+i- (1 —©)Qa(t)].

Die Extrapolation iiber drei Zeitschritte fiihrt dann zu dem Verfahren

UEli = %1/3(75)[}/3?](15)
(% 2 = Liogy/3 t 1/3 t)v(t

'U(t + 7-) — %fu(l) _ %'U(Q) _|_ U(3).

Fir © =1 oder © = % erhélt man Lg-stabile Verfahren. Die Wahl © = 3 ermoglicht
ein monoton ddmpfungsstabiles Verfahren.

Verfahren 4. Ordnung

Auch hier verwenden wir die Simpson-Regel und betrachten

(oW = [Lija(t)]*v(t)
v®@ = L34(t) Ly a(t)v(2)
v® = [L12(t)]*v(t)
o™ = L1/2(t)[L1/4(t)]*0(2) (3.11)
v®) = Ly(t)v(t)
4
v(t+7) = av® + av® + az0® + a® + (1 -3 ozi) v,
( i=1

Moglichkeiten zur Wahl der Parameter kann man in Kapitel 1 nachlesen.

3.5 Linearkombinationen von ©-Schemata

Verfahren 2. Ordnung

Unter Verwendung der Mittelpunktsregel erhalten wir folgendes Verfahren:

v = [Id — 70, A(t + Z)] HId + 7(1 — ©1)A(t + I)]v(t)
v = [Id — 70, A(t + Z)] HId + 7(1 — ©2) A(t + Z)]v(t) (3.12)
v(t+71) =av® + (1 —a)®.

Das Verfahren (3.12) ist fiir ©; >1, ©; #1+ % monoton ddmpfungsstabil.

0, -1 0,
1 und o=
6 -1 "M YT a8, 2021

Wir berechnen dann 0, =
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Verfahren 3. Ordnung

Die Integrale werden wir mit der Simpson-Regel @ 4(t) approximieren und betrach-

ten dann das Verfahren

v = [Id — ©,QA(t)]  [Id+ (1 — ©1)QA(t)]v(t)
v® = [Id = ©:Q(t)] 7 [Id + (1 — ©2)Qa(t)]v(t)
v® = [Id — ©3Qa(t)] " [Id + (1 — ©3)Qa(t)]v(t)

v(t+71) =av® 4+ pr® 4+ (1 —a— B)®).

Details zur Parameterwahl findet man in Kapitel 1.

Verfahren 4. Ordnung
Mit Hilfe der Simpson-Quadratur erhalten wir das Verfahren

v [Id — ©1QA(t)] 7 HId + (1 — ©1)Qa(t)]u(t)
v = [Id — ©2Q4(t)] HId+ (1 — ©2)Qa(t)]v(t)
v® = [[d = ©5Q4()] " [Id + (1 = ©3)Qa(t)]v(t)
o™ = [Id — 04QA(t)] [Id + (1 — ©4)Qa(t)]v(t)
v(t+7) =av® 4+ Bo® 4B + (1 —a—F—y)®.

(3.13)

(3.14)

In Kapitel 1 wurden drei Beispiele monoton dampfungsstabiler Verfahren behan-

delt.
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Kapitel 4

2D-Diffusion mit variablen
Koeflizienten

Jetzt werden wir die zuvor betrachteten Verfahren auf den zweidimensionalen Fall
anwenden. Die Diffusivitat ist wieder nur von Ort und Zeit abhéngig.

4.1 Finite-Differenzen-Verfahren

Sei erneut 2 = (0,1)? C R%
Wir behandeln in diesem Kapitel die Losung des Problems

ut($7y7t) = dZ’U(gVU) ) (.flf,y) € , LE (07 OO)
Ohu(z,y,t) =0 , (z,y) €09, t € (0,00) (4.1)
u(r,y,0)  =u(z,y) , (v,y)€Q

wobei d,u = n? Vu die Ableitung von u nach der dufleren Einheitsnormalen n von 052
bezeichne, ug eine auf 2 beschriankte und g = g(z,y, t) (Diffusivitéit) eine geniigend
glatte Funktion sei.

Die Diskretisierung von (4.1) erfolgt analog zu Kapitel 2:
e Die Schrittweiten bezeichnen wir mit h; in z-, hy in y- und 7 in Zeitrichtung.
zi=(i—3)h,i=1,..,Ny, hl:NL1
yi=0U—3)h,i=1..,No, hgzNLQ
ty, =kt , k=0,....M, 7>0

. ufj ~ u(z;,yj, tr) bezeichne die Approximation von w in (x;, y;, tx)

L4 gzk,] = g(mzayjatk)
® wp o ={(wi,y;)i=1,...,N1, j=1,..., Na} sei das Raumgitter und

o w, ={tx: k=0,..., M} das Zeitgitter
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Wir moéchten nun die Gleichung
up = div(gVu)

approximieren.
Die Ableitung von u nach der Zeit t ersetzen wir durch die Vorwirtsdifferenz D7y ;
und die Divergenz

div(gVu) = 0u(g - w) + (g - )
im Punkt (x;,y;,t) durch

2 k
D:c,y(gi,ja Uu

k k k k k k k k
E Yy 1 (G T 90 Wiy — Wy iy T 0im1y Wiy T Uiy
J hl 2 hl 2 hl

ho 2 hz 2 h2

k k k k k k k k
L (G T 95 Uije — Wi iy T 9i-1 Uiy — Ui
ha

Analog zu Lemma 3.1.1 ergibt sich

Lemma 4.1.1.
div(gfijVuﬁj) = Divy(gf’j,uk )+ O(h% + h%)

0,

Mogliche Differenzenschemata sind:

1. explizites Schema:

Dt*uf’j = D?:,;,(Qf,ja Ufj) (4.2)
2. implizites Schema:
Dfui; = D3 (g5 uif") (4.3)

3. gewichtetes Schema: © € (0,1)

Dfuf; =O0D2 (g5 ul ) + (1 —0)D2 (g5, uy ;) (4.4)

4.2 Das semidiskrete Problem

Wir fithren eine Ortsdiskretisierung von (4.1) mit w; ;(t) := u(x;, y;,t) und

Gi,j(t) == g(;,y;,t) durch.
Dann folgt ut(xi,yj,t> ~

1 (9¢+1,j(t) + 9iy() wir1 () —wig(t)  gig(t) + gimy(1) wiy(t) — Ui—l,j(t))

hy 2 hy 2 hy
+i 9ij+1(t) + 9i(t) wij(t) —wis() i) + gij—1(t) wiy(t) — wiy—1(¢)
R 2 Ry 2 ho '

Fiir die Betrachtung an den Réndern fithren wir die Hilfswerte w (—%, v, t),

u(l"f_%)yat)a U(l‘,—%,t) und u(‘r’l_’_h_;’t) ein.
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Mit der Neumann-Randbedingung erhalten wir

u(=%yt)  =u(%,yt)
w(l+%,y,t) =u(l—"%,y1)
ol —ulet)
u(m,l—i— =2 t) ( )

und konnen die Diskretisierung damit an den Réndern fortsetzen.
Wir setzen [(i,7) := i + Ni(j — 1) und uf := u}; baw. gf := g7 ;. Weiter seien N; (1)
bzw. N5(l) wie in Kapitel 2 definiert.

Die Diskretisierung von div(gVu) wird dann durch die von der Zeit ¢ abhéngigen
Matrix A = A(t) € RMN2XNiN2 g

( gl(t);}'éb’m(t) , m € Nn(l)
2 (D)9 (1)
am(t) = - 2 g, l=m
n=1keN, () "
L 0 , sonst

beschrieben (siche z.B. [15]).

Dabei steht g;(t) fir den Funktionswert von g im Punkt (x;,y;, ).

Wie im linearen Fall ist A eine symmetrische Pentadiagonalmatrix mit nichtpositiven
Eigenwerten \;(t). Aus Satz 1.2.2 folgt

\(t) € K—%—%) max g(z,%) , 0] .

z€[0,1]2

v(t) = (v(t))MN bezeichne erneut den Vektor der Approximationen von u. Durch
die Ortsdiskretisierung haben wir das ODE-System

dv

—  =A(t)v(t

== Ame() )
U(O) = Ujo

erhalten. 1y sei wieder die Diskretisierung der Anfangsbedingung wug(z,y).

Wir nehmen erneut an, dass
Altr) - Alt2) = A(t2) - A1) V1,82 >0
gilt.

Die eindeutige Losung von (4.5) kénnen wir somit auf zwei Arten schreiben:

u(t) = exp ( /0 tA(ﬁ) dq?) 0(0)
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bzw. diskret ausgewertet

v(s+7) =exp ( J A®) dﬁ) v(s), s=0,7,27, .. (4.6)

Die Integrale werden wir, wie schon im 1D-Fall, mit Quadraturformeln approximie-
ren. Stabilitdtsuntersuchungen und die Konstruktion der Verfahren erfolgen analog.
Dabei wird die Tridiagonalmatrix aus dem eindimensionalen Fall durch die hier an-
gesprochene Pentadiagonalmatrix ersetzt.
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Kapitel 5

Nichtlineare Diffusionsprobleme

Wir widmen uns jetzt dem nichtlinearen Fall, d.h. die Diffusivitdt hingt von der
Losung u ab. Unser Ziel ist es, Verfahren héherer Ordnung zur Losung der nichtli-
nearen homogenen Diffusionsgleichung zu entwickeln. Diese wollen wir spéter auch
fiir die nichtlineare Diffusionsfilterung in der Bildverarbeitung verwenden.

5.1 Eindimensionale Probleme

Seien C*°([0,00)) 3 g : [0, 00) — (0, 00) und up : [0,1] — R gegebene Funktionen.
Wir betrachten die nichtlineare Diffusionsgleichung

ue(z, t) = O0u(9((4e)”) - ue(x,2)) , (2,t) € (0,1) x (0, 00)
ur(0,t) = u,(1,t) = , t€(0,00) (5.1)
u(z,0) = ug(x) , x€l0,1].

Die Diskretisierung erfolgt analog zu Kapitel 3. Fiir die Approximation von g((u,)?)
miissen wir die Ableitung w, durch eine finite Differenz D, (u) ersetzen. Wir setzen

dann
9;(t) := g ([Da(u(z;, 1))]?)

wobei z; ein Punkt des Raumgitters ist.
Damit erhalten wir fiir die Semidiskretisierung;:

h 2 h

B gi(t) + gj—1(t) u(zj,t) —u(z,_q, t))
2 h .

R G e e

An den Réndern, d.h. j =1 oder j = N, folgt wegen der Randbedingung

1)+ 9i(t) ulzo,t) —ulzy,t)
(2, 1) & 7 ( 5 z )
- 1 gN(t) + ngl(t) U(l‘]vfl,t) — U(I’N,t)

u(t) € RY sei nun der Vektor mit den Approximationen u;(t) ~ u(z;,t).
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Wir betrachten dann das ODE-System

CCZZ—Q; = A(u)u (5.2)
mit A(u) € RV*V. Fiir die Eintriige gilt:
gz(t);l%m(t) . meN()
=] - T mEen . iem
0 , sonst.

\

A = A(u) ist symmetrisch, tridiagonal und wie im Fall variabler Koeffizienten sind
die Eigenwerte kleiner oder gleich 0. Die Eintrége héngen jetzt nichtlinear von w ab.

5.1.1 Verfahren 1. Ordnung

Wir méchten nun ein Verfahren 1. Ordnung entwickeln. Sei 7 > 0 und k£ =1, ..., M.
Eine mogliche Approximation der Gleichung (5.2) ist

k k—1

— A k—1\, k—1
- (Yo

mit u* ~ u(k7) als Niherung der exakten Losung von (5.2).
Umstellen nach u* ergibt das explizite Schema

uf = [Id+TA (uk’l)] uF Tt k=1,.., M. (5.3)
Wir konnen auch
uF — k1
— A(ukil)uk
-

schreiben und erhalten das semi-implizite Schema
uk = [Id—TA (ukil)}_lukfl . k=1,...,M. (5.4)

Details findet man in [15].

5.1.2 Verfahren 2. Ordnung
Wir integrieren die Gleichung (5.2) von (k — 1)7 bis k7 (1 < k < M)

kT

u(kr) — u((k — 1)7) = / Au(9))u(¥) do. (5.5)

(k—1)7

Das Integral auf der rechten Seite von (5.5) hatten wir bei den Verfahren 1. Ordnung
einfach durch 7A(u((k—1)7))u((k—1)7) bzw. TA(u((k—1)7))u(kT) approximiert.
Nun verwenden wir die Mittelpunktsregel, d.h. wir erhalten

uw(kt) —u((k — 1)7) = 7TA(u((k — 1/2)7)u((k — 1/2)7) + O(7%).
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Sei zunéchst k& = 1. Wir kennen u® = u(0), brauchen aber zur Bestimmung von u!

eine Approximation von (%)

Es gilt wegen der Differenzierbarkeit von g bzw. A fiir beliebige v € R":
A(v+ O(7P)) = A(v) + O(7P).

Um allgemein 2. Ordnung zu erhalten, kénnen wir eine Ndherung von u (g) mit
einem Verfahren der Ordnung 1 (z.B. das semi-implizite Schema (5.4)) bestimmen,
denn

Sei nun u'/? diese Approximation von u(3). Es gilt
ul’? = [Id+ ZAW”)] v’ + O(?).
Einsetzen der Ndherungen in die diskretisierte Integralgleichung ergibt:

W =u’+7A (u1/2) u'/?
=u’+7A (ul/Q) [Id+ ZAW")] u® + O(%)
=u+7A (ul/z) [Id + $A (u1/2 + O(T))} u’ + O(7?)
=u’+7A (u?) [Id+Z (A (u'?) + O(1))] u® + O(7%)
= [Id +7A (u'?) + %2142 (ul/Q)] u® + O(1%)
=exp [TA (ulﬂﬂ u’ + O(7%).

Zur approximativen Bestimmung der Exponentialreihe kénnen wir eines der be-
reits entwickelten Verfahren 2. Ordnung verwenden. Damit erhalten wir die zum
Prédiktor-Korrektor-Verfahren von Douglas und Jones [3] analoge Methode:

Algorithmus 5.1.2.1. (Verfahren 2. Ordnung)

e Wihle Schrittweiten h,7 > 0
o 1’ =u(0)
o firk=1,..M:

1. Berechne )
b2 = [Id — %A(uk_l)}_ kL,

2. Erstelle die Matrix
B® = A (uF112)

3. Approzimiere exp (TB(k)) mit einem Verfahren 2. Ordnung und berechne
damit die Néiherung u.
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Fiir £ = 1 hatten wir bereits gezeigt, dass der lokale Fehler des Verfahrens die
Ordnung 3 hat. Sei nun k& > 1 beliebig, u*~' = u((k — 1)7) exakt berechnet und u*

ausgehend von u*~! mit obigem Verfahren bestimmt. Dann gilt
kT
u(kr) —ub =" 4 / Alu(9))u(9) dy — uF
(k—1)7
kT
— bl / Aw@)u(@)dd — (1d+7B® + 12 [B9]) ot + 0(+)
(k=1)7
kT
= / A(u(®))u(@)dd —7B% (1d+ 3B®) u*! + O(7%)
(k—1)7
kT
= / Au@)u(@) dy —7B®[Id+Z A (u"! + O(7))]u"! + O(?)
(k—1)7 = A(uk:)JrO(T)
kT
= / A(u@))u(@)dd —7B® [Id+ T A (u*1)] " +O(%)
(k—1)7 = u((k7172r)7')+(9(7'2)
kT
= / A(u@))u(@)dd —7A (W) u((k — 1/2)7) + O(r%)
—_——
(k—1)T = A(u((k—1/2)7))
+0(72?)
kT
= / Au@)u@) dd —7A (u((k —1/2)7)) u((k — 1/2)7) +O(7?)
(k=1)7
- 0(r?)
= O(7?).

Verfahren héherer Ordnung kénnen auf diese Weise nicht konstruiert werden, denn
der (diskrete) Losungsansatz

u(s +7) = exp (/:HA(u(f}))dﬁ) uls) , s=0,7,27,..

approximiert die exakte Losung von (5.2) maximal mit (globaler) Ordnung 2.

5.1.3 Verfahren 3. Ordnung

Im Folgenden seien zur Abkiirzung AY := A (u') und A(l) := A(u(l7)) fiir { € Q.
Wir betrachten die mit der Simpson-Regel diskretisierte Integralgleichung (5.5):
u(kr) —u((k —1)1) = %(A(k: — Du((k—1)7) +4A(k — 1/2)u((k — 1/2)7)

+ A(k;)u(/m’)) + O(7°).
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Umschreiben dieser Gleichung ergibt (mit Vernachlissigung des Fehlerterms)
(Id — ZA(k)) u(kr) = (Id+ ZA(k — 1)) u((k — 1)7) + ZA(k — 1/2)u((k — 1/2)7)
=(Id+ ZA(k—1)) u((k — 1)7)
+ (Id+ F Ak — 1/2)) u((k — 1/2)7) — u((k — 1/2)7).
Wir méchten die Vektoren
(Id+ ZA(k — 1)) u((k — 1)7)

und

(Id + FA(k —1/2)) u((k = 1/2)7)

approximieren, statt diese direkt zu berechnen. Denn bei expliziter Berechnung
kénnen die Eigenwerte von Id + ZA(k — 1) bzw. Id+ % A(k—1/2) fiir grofie 7
betragsméfig grofler als 1 werden, was zu Problemen mit der Stabilitat fithrt.

Die Idee ist es dann, durch Extrapolation Matrizen der Form
Id+ 7B+ 0O(r%)

zu erhalten.

Wir betrachten dazu erneut das Verfahren (1.15)

v = L2 3u(t)
v® = Loss3L.j30(1)
v®) = L.v(t)

v(t+7) =av® + @ + (1 —a—3)®
mit L;, := [Id — ir©®B] " [Id + iT(1 — ©)B].
Die Reihenentwicklungen hatten wir bereits in Kapitel 1 berechnet:

L}y =1d+7B+3(14+0)7°B* 4+ 5 (1460 + 30*)r° B + O(r*)
LarjsLyys =1d + 7B + £(2 4 50)7°B* 4 (20 + 30*)7°B* + O(1)
L, =1d+ 1B+ 07*B* + ©*7*B* 4 O(1).

Nun miissen wir a und [ so bestimmen, dass
a- L35+ 0 Loyjslrs+(1—a—p)- L, =Id+7B+ O(r")

gilt.
Dies fiihrt auf das Gleichungssystem

a(3+30)+p3(2+50)+(1—a—p£)990 =
a(l+ 60 +30%) + B(60 +90%) + (1 — a — 3)27T0° =

bzw.

a(3-60)+ (2 —-40) = —90
a(l+ 60 — 240%) + 3(60 — 180%) = —270% (5.6)
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(5.6) ist fiir © # 0.5 eindeutig 16sbar mit

B 5407
T 1200-057+06-05
— 270 — 5402
§_e 9-2O-518°
120 -05%+6—05

Fiir das Symbol von (1.15) gilt

- (11152 o 1o Lot

1-3(1-90)z

Setzen wir o und [ wie oben berechnet ein und fordern Ly-Stabilitéit, so erhalten

WI1r
lim S(2) 120* — 840° +1630% — 1020 + 11 | 0
=00 N 20(603 — 902 + 50 — 1) -

Fiir © =1 ist diese Bedingung erfiillt. Die iibrigen Nullstellen sind

t1 ~ 0.13497
ty =~ 1.58793
t3 ~ 4.27710.

Die Graphen der entsprechenden Symbole (aufler ¢;) sind in Abbildung 5.1 zu sehen.

08 08 08

08 0.6 ]
061
04 04 ]
041

0.2

(2) ©=1 (b) © =ty (c) © =t
Abbildung 5.1: Symbole fiir Ly-stabile Verfahren mit (1.15)

Mochten wir Linearkombinationen von ©-Schemata verwenden, so miissen wir wegen
der Reihenentwicklung (siehe Seite 28) das Gleichungssystem

Oé@l—i‘ﬁ@g—i‘(l—&—ﬁ)@g =0
a®i + 405+ (1—a—B)0; =0 (5.7)

losen.
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(5.7) ist 16sbar, falls die ©; > 1 paarweise verschieden sind. Dann gilt:

o 0,03
(01— 02)(01 — 63)
5 0,05

(02— 03)(02 — 1)
Die Bedingung fiir Lo-Stabilitét ist

0, —1 6, —1 O3 —1
l—a-— = 0. 0.8
0t BT (1 a - ) 659

Einsetzen der Losungen o und 3 von (5.7) in (5.8) ergibt

0,0,

@ =
7T 01(0:—1) -6,

fir ©) # 5225 Damit O3 >0 erfiillt ist, sollte ©; > g2 gelten,

In Abbildung 5.2 sind Beispiele fiir die Symbole zu sehen.

Wir rechnen ein konkretes Beispiel vor. Seien dazu ©; = % und ©, = 3. Dann folgt
aus (5.7) und (5.8): O3 =1L, a =18, 3 =—25.
Fiir z > 0 gilt:

8 + 66z + 15122

SG) = Grea T 15

)>0

mit der Ableitung

64 + 11842 + 907622 + 2970023 + 339752*
(24 52)2(1 + 32)%(4 + 152)?

S'(z) = <0.

Wegen S(0) =1 und S'(z) <0ist 1 >S5(z) >0 V z> 0. Das Verfahren ist somit
monoton démpfungsstabil.

Wir widmen uns nun der Frage, wie ein entsprechendes Verfahren aussehen koénnte.
Sei u*~! bekannt. Zur Bestimmung von u* betrachten wir die Gleichung

(Id— 2 A (@")) u* = (Id + FA® D) 0 4 (Td + ZAF VD) 12—y m 120 (5.9)

Dabei sind «"~'/% und @* sowie die zugehérigen Matrizen A®~/% und A (@*) un-
bekannt. Diese miissen mindestens mit 2. Ordnung approximiert werden. Dazu ver-
wenden wir 5.1.2.1. Ist ©*~'/2 berechnet, so erhalten wir auch A*~1/2). Anschliefend
kénnen wir mit 5.1.2.1 die Ndherung @* berechnen und damit A (ﬂk) bestimmen.
Wenn die rechte Seite der Gleichung approximiert ist, so erhalten wir v* durch Losen
eines linearen Gleichungssystems. Es bleibt die Frage, ob dieses Verfahren stabil ist.

Seien k > 1 und A" (i =1, ..., N) die Eigenwerte der zugehorigen Matrizen A® fiir
le{k—1, k—3/4, k—1/2} sowie )\Ek) die von A (@*). Wir setzen dann

21 = —Z)\Z(k_l)
6

= —Z)\gk_3/4)
6

25 1= _Z)\Z(k—l/Q)
6
T

Z4 = —g)\gk)



08 08 08

06 06 06

04 0.4 04

0.2 0.2 0.2

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

(a)@1:2.5,®2= (b)@1=3,®2=3.5 (0)912379224

Abbildung 5.2: Symbole fiir Verfahren mit (1.23)

Zur Bestimmung von u*~/2 brauchen wir die Matrix A*=3/%) (siehe 5.1.2.1):
uF1? = exp (%A(’“’?’/‘D) w4 o).

Einsetzen in (5.9) und Multiplikation mit (Id — A (ﬂk))_l ergibt fiir das Symbol

1
1+Z4

S(z1, 22, 23, 24) = - [S1(21) + (S5(423) — 1)52(322)].

Dabei seien S} (+) und S3(-) die Symbole der Verfahren zur Berechnung von Matrizen
der Form Id+ 7B+ O(7%) sowie Sy(+) das zur Niherung der Exponentialreihe.

Satz 5.1.3.1. (Lo-Stabilitit fir Verfahren 3. Ordnung)

Sei
1> 51(2),52(2),5(2) >0 fir z>0
mil
Zli_)rgOSi(z) =0 fir 1<i<3.
Dann st
1S (21, 29, 23, 24)| < 1
und

lim S(z1, 29, 23, 24) = 0.
21,22,23,24—00

Beweis. Nach der Voraussetzung gilt S3(4z3) — 1 € (—1,0] und folglich
—1 < (S5(423) — 1)52(329) < 0.
Damit ergibt sich
—1 < S1(z1) 4+ (S5(423) — 1)52(322) < 1
und wegen ‘ﬁ‘ < 1 erhilt man schliefilich
|S (21, 29, 23, 24)| < 1.

Die zweite Behauptung folgt direkt aus der Annahme lim S;(z) = 0. [

Z—00
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Satz 5.1.3.1 besagt damit, dass die Verwendung monoton dampfungsstabiler Ver-
fahren zur Niherung der Exponentialreihe und der Matrizen Id+ 7B+ O(7*) die
Lo-Stabilitiat der gesamten Methode (siehe folgender Algorithmus) impliziert.

Algorithmus 5.1.3.2. (Verfahren 3. Ordnung)

o Wihle Schrittweiten h, 7 > 0
o 1’ = u(0)
o fiirk=1,...M:

1. Berechne
uF3/4 — [Id — 1A (uk—l)}_l uF1

und erstelle die Matriz A (uk_3/4).

2. Bestimme mit einem (monoton dampfungsstabilen) Verfahren 2. Ordnung
den Vektor u*='/2 und danach die zugehirige Matriz A (ukil/z) :

uF 2% = exp [%A (uk_3/4)} bt 4 O(T).
3. Berechne ebenso u* und die Matriz A (&k)
@" = exp [TA (uk_l/2)] ubt+ O(r).
4. Approximiere (mit monoton ddmpfungsstabilen Verfahren) die Vektoren
wy = [Id + A (ukfl)} uk1

und
wy = [Id+ £ A (uk’1/2)] uk=12,

5. Lose das Gleichungssystem
[[CZ — % (’[Lk)] Uk =Wy + Wy — uk_1/2

zur Bestimmung von uF.

Fiir eine speichereffiziente Programmierung kann die Reihenfolge der Punkte natiir-
lich (sinnvoll) veréndert werden.
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5.2 Zweidimensionale Probleme

Seien Q = (0,1)? und C**([0,00)) > g : [0,00) — (0,00) sowie ug : £ — R vorge-
gebene Funktionen. Dann betrachten wir die nichtlineare 2D-Diffusionsgleichung

u(x,y,t)  =div(g(|Vul?) Vu) , (z,y) € Q, t e (0,00)
Opu(z,y,t) =0 , (z,y) €00, 1€ (0,00) (5.10)
U(ZE,y,O) = Uo(%’,y) ) (ZE,y) €

mit [Vul* = u? +ul > 0.

Die Diskretisierung erfolgt analog zu Kapitel 4 und die Ableitungen nach = bzw.
y ersetzen wir durch finite Differenzen D,(u) bzw. D,(u). Wir definieren dann

gii(t) :==g ([Dx<u($ivyja t))]g + [Dy (u(s, yj, t))]2) :

Wie schon zuvor fithren wir einen Index [(i,5) = i + Ny(j — 1) ein und setzen
gi(t) := g¢;;(t). Die Menge der Indizes benachbarter Raumgitterpunkte in - bzw.
y-Richtung bezeichnen wir erneut mit N (1) bzw. N5(1).

Im Folgenden sei u(t) € RV der Vektor mit u;(t) &~ u(x;,y;,t).
Die Semidiskretisierung ergibt ein System gewohnlicher Differentialgleichungen

du

— = A(u)u 5.11
= Aw) (5.11)
mit der diskretisierten Anfangsbedingung g und der symmetrischen Pentadiagonal-
matrix A(u) € RMN2>*NMN2 Fiir die Eintriige erhalten wir:

( gl(t);};%m(t) . me Nn(l)
2
an(w) =4 =X ¥ el
n=1keN, () "
L 0 , sonst.

5.2.1 Verfahren 1. Ordnung

Sei 7 > 0 und M die Anzahl der Zeitschritte. Wir konnen die Verfahren aus dem
Abschnitt 5.1.1 iibernehmen und erhalten dann das semi-implizite Schema

W = [Id—rA W] W k=1, M (5.12)
sowie das explizite

u = [Id+7A W] k=1, M. (5.13)

Details zu diesen Verfahren sind in [15] zu finden.
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5.2.2 Verfahren 2. Ordnung

Die Herleitung des Verfahrens aus Abschnitt 5.1.2 kann exakt auf den 2D-Fall iiber-
tragen werden, indem man die symmetrische Tridiagonalmatrix des 1D-Problems
durch die obige Pentadiagonalmatrix A(u) ersetzt. Wir kénnen dann Algorithmus
5.1.2.1 auch problemlos fiir zweidimensionale Probleme verwenden.

5.2.3 Splitting-Schema 2. Ordnung

Wir schreiben die Pentadiagonalmatrix A(u) als Summe zweier Tridiagonalmatrizen:
A(u) = Ay (u) + Ay(u).

Die Matrizen A,(u) und A,(u) beschreiben die Diffusion in die jeweilige Ortsrich-
tung. Somit gilt

¢ %}f{"“) ., meN()
(t)+g(t) =
Ax u m = - Z N ’ l -
(Az ()i keN1 (D) o
\ 0 , sonst
und
§ %ggm(t) . m € Ny(I)
)+ (t) =
A (W) — — Y eWiel =y
(Ay(u)): vy
\ 0 , sonst.

Die nun folgende Idee basiert auf [1] bzw. [12]. Zur Herleitung des Verfahrens benoti-
gen wir:

Lemma 5.2.3.1. Seien 7 > 0 und B,C € R™" beliebig. Dann gilt

exp(T(B + C’)) = %(exp(TB) ~exp(7C) + exp(7C) - exp(TB)) +O(7?).

Beweis. Auf der linken Seite erhalten wir
exp(T(B+C)) = Id+7(B+C) + T (B*+ C? + BC + CB) + O(1°).
Weiter gilt
exp(7B) - exp(1C) = Id + 7(B + C) + T(B* + C* + 2BC) + O(7%)
bzw.

exp(7C) - exp(B) = Id + (B + C) + T (B* + C* + 2CB) + O(7%).
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Damit erhalten wir auf der rechten Seite ebenfalls
Id+7(B+C)+Z(B*+C?+ BC + CB) + O(1°).

]

Betrachten wir nun Algorithmus 5.1.2.1, so kénnen wir nach Lemma 5.2.3.1 die
Exponentialreihe exp (TA(k_l/ 2)) durch

% exp (TA(mk_l/Q)) - exp (TAZ(/k_l/Q)) + exp (TAé’“—l/?)) - exp (TA(xk—l/Q))

ersetzen. Wir miissen dann LR-Zerlegungen von Tridiagonalmatrizen berechnen und
die entsprechenden Gleichungssysteme l6sen. Dadurch wird die Rechenzeit geringer.
Das semi-implizite Verfahren (5.12) ersetzen wir durch ein AOS-Schema, das in [§]
bzw. [16] vorgestellt wird. Insgesamt ergibt sich folgender Algorithmus:

Algorithmus 5.2.3.2. (Splitting- Verfahren 2. Ordnung)
o Wihle Schrittweiten hy, ho, 7 > 0
e v’ =u(0)
o firk=1,...M:
1. Berechne

2

(AOS-Schema)

2. Erstelle die Matrizen
Bg(ck) — A, (ukq/z)

und
Bz(/k) = A, (uk—1/2) .
3. Berechne
V1 1= exp (TB;k)) - exp (TBék)) ukt
und

Vg 1= exp (TB?Sk)) - exp (TBék)) T
mit 1D-Verfahren 2. Ordnung zur Approximation der Exponentialreihen.

4. U,k = %(’Ul +Ug)

Durch die Wahl Ly- bzw. monoton ddmpfungsstabiler 1D-Verfahren erfiillt 5.2.3.2
ebenfalls diese Eigenschaft.
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5.2.4 Verfahren 3. Ordnung

Auch hier kénnen wir den 1D-Algorithmus 5.1.3.2 problemlos auf den 2D-Fall iiber-
tragen.

5.2.5 Splitting-Schema 3. Ordnung

Wir zerlegen die Matrix A(u) analog zu 5.2.3 in eine Summe von zwei Tridiagonal-
matrizen. Dann erhalten wir

Id+ZA%D =L [(1d+ 2APY) + (1d+ ZAF)]

3
bezichungsweise
Id+Z A% = L [(1d + 2 AV 4 (Id+ 2 AR

Das Verfahren kann damit wie folgt realisiert werden:
Algorithmus 5.2.5.1. (Splitting- Verfahren 3. Ordnung)

e Wihle Schrittweiten hq, ho, 7 > 0

o 1’ =u(0)

o firk=1,...,M:

1. Berechne

e ( 1= 54, ()] + [1d— 54, <uk-1>}1>

2

und erstelle die Matrizen A, (uk_3/4) sowie A, (uk_3/4).

2. Bestimme u*~'/% mit dem Splitting- Verfahren 2. Ordnung und damit die
Matrizen A, (ukil/z) bzw. A, (uk*1/2).

3. Erneute Anwendung von 5.2.8.2 liefert a¥. Konstruiere die zugehirige
Pentadiagonalmatriz A (ﬂk) )

4. Approximiere mit den in Abschnitt 5.1.3 entwickelten Verfahren die Vek-
toren wy und wy:

wy = [0+ A, ()] [Fd 54, ()] b
Wy 1= % [[d + %Aw (uk_l/Q)] b2 4 % [Id + %Ay (uk_l/Q)] uk=12,
5. Léose das Gleichungssystem (z.B. mit CG- oder SOR-Verfahren)
[1d— A ()] o = wy +wy —

2ur Bestimmung von u”.

Durch Betrachtung des letzten Punktes wird klar, dass dies kein reines Splitting-
Schema ist. Allerdings kénnen wir durch die schnellere Bestimmung der Vektoren
wy und we sowie der bendtigten Matrizen eine bessere Laufzeit erwarten. Wie im
1D-Fall garantiert die Wahl monoton ddmpfungsstabiler Verfahren die Ly-Stabilitét.
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Kapitel 6

Numerische Experimente

6.1 Lineare Diffusion

Wir werden jetzt die in den zuriickliegenden Kapiteln entwickelten Verfahren fiir
1D und 2D testen. Fiir den ersten Test verwenden wir ein lineares Problem (dessen
analytische Losung bekannt ist) und vergleichen die numerische mit der analytischen
Losung. Im zweiten Test betrachten wir ein Problem mit unstetiger Anfangsbedin-
gung und werden auch dort die numerischen Ergebnisse analysieren.

6.1.1 1D-Problem mit glatter Anfangsbedingung

Wir wollen uns nun mit dem linearen Problem

u(z,t) = Ug(x,t) , (x,t) € (0,1) x (0,00)
uz(0,t) = uz(1,8) =0 , te(0,00) (6.1)
u(z,0) =cos(mzx) , x€][0,1].

beschéftigen.
Die eindeutige Losung von (6.1) ist

u(z,t) = exp(—72t) - cos(mx).

Sei
up (0.24) = (uj,(21,0.24), ..., uj (vy,0.24))"

die numerische Losung zum Zeitpunkt ¢ = 0.24, wobei 7 und h wie iblich die
Schrittweiten bezeichnen. Unser Fehlermaf ist

err(7, h) = max |u(z;, 0.24) — uy(x;,0.24)|.

T

Zuerst testen wir das implizite Verfahren mit unterschiedlichen Schrittweiten. Die
Fehlerordnung dieser Methode ist O(r + h?). Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.1
dargestellt.

Durch die Kombination zweier Verfahren mit unterschiedlichen Zeitschrittweiten
hatten wir 2. Ordnung beziiglich der Zeit erhalten, also insgesamt O(7% + h?). Fiir
die betrachteten Zeitschrittweiten schneidet das monoton ddmpfungsstabile Verfah-
ren am schlechtesten ab. Allerdings sind die Ergebnisse besser als die des (mono-
ton ddmpfungsstabilen) impliziten Schemas. Das Ly-stabile Extrapolationsverfahren
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mit © = 0.5 ist trotz der besseren Reihenentwicklung fiir gréflere Zeitschrittweiten
schlechter als die Extrapolation iiber das rein implizite Schema. Das Symbol des
Verfahrens mit © = 0.5 nimmt kleinere negative Werte an, d.h. Oszillationen treten
verstirkt auf und fithren zu Ungenauigkeiten. Wahlt man dagegen kleinere Schritt-
weiten (0.01 oder 0.001), so ist das Verfahren mit © = 0.5 den anderen iiberlegen.
Fiir die Schrittweite 7 = 0.001 liefern alle drei Verfahren vergleichbare Ergebnisse.
Ein Vergleich mit dem Crank-Nicolson-Verfahren zeigt, dass die Extrapolationsver-
fahren fiir die grofite Schrittweite 7 = 0.24 genauer sind. Fiir 7 = 0.12 ist lediglich
das monoton dampfungsstabile Verfahren schlechter. Erst fiir die kleineren Schritt-
weiten 7 = 0.01 bzw. 7 = 0.001 schneidet das Crank-Nicolson-Verfahren besser ab,
wie man in Tabelle 6.2 sehen kann.

Auch bei den Extrapolationsverfahren 3. bzw. 4. Ordnung ist die Wahl © = 1
sehr gut. Es sind nur geringe Oszillationen zu erwarten und wegen der Reihenent-
wicklungen erhalten wir auch eine entsprechende Genauigkeit. Die monoton dampf-
ungsstabilen Verfahren sind hier ebenfalls schlechter und liefern erst fiir sehr kleine
Zeitschrittweiten gute (vergleichbare) Ergebnisse. Die ausfiihrlichen Testergebnisse
sind in Tabelle 6.3 zu sehen.

Neben der Zeitextrapolation hatten wir auch Linearkombinationen von ©-Schemata
bis zur Ordnung 4 konstruiert. Das Verfahren (1.19) testen wir mit vier verschie-
denen Werten fiir ©;. In Tabelle 6.4 sehen wir, dass ©; = 1.75 wie erwartet eine
gute Wahl ist und die anderen Werte die Ergebnisse verschlechtern. Verglichen mit
dem Crank-Nicolson-Verfahren ist der Fehler nur fiir 7 = 0.24 kleiner. Auch bei
den Verfahren der Ordnung 3 und 4 stellt man fest, dass sich die Wahl der Para-
meter bei grofleren Zeitschrittweiten entscheidend auf die Ergebnisse auswirkt. Dies
bestétigt die Erwartungen, die wir bei der Untersuchung der Reihenentwicklungen
festgehalten haben. Die Parameter sind in den Tabellen als Vektoren (01, ©y) bzw.
(01, Oy, O3) dargestellt.

Insgesamt stellen wir fest, dass die in Kapitel 1 entwickelten Verfahren genauer
als das implizite Schema sind. Desweiteren besitzen sie je nach Wahl der Parameter
bessere Stabilitéitseigenschaften und eine hohere Genauigkeit fiir groflere Zeitschritt-
weiten als das Crank-Nicolson-Verfahren.

Tabelle 6.1: Implizites Verfahren (1.3) Tabelle 6.2: Crank-Nicolson-Verfahren

T h err(r,h) T h err(t,h)
0.24 0.05 203.050 - 1073 0.24 0.05 176.432-1073
0.12 0.05 116.089 - 1073 0.12 0.05 27.415 - 1073
0.01 0.05 11.284 - 1073 0.01 0.05 0.276 - 1073
0.001 0.05 1.546 - 1073 0.001 0.05 0.453 - 1073
0.24 0.01 203.240 - 1073 0.24 0.01 177.936 - 1073
0.12 0.01 115.985-1073 0.12 0.01 27.970 - 1073
0.01 0.01 10.873 - 1073 0.01 0.01 0.162 - 1073
0.001 0.01 1.111 - 1073 0.001 0.01 0.016 - 1073
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Tabelle 6.3: Extrapolationsverfahren 1D

(a) Verfahren 2. Ordnung

T h (1.11) (1.14) ,©=05 (1.14) ,0=2
0.24 0.05 29.129 - 1073 101.924 - 107* 160.075 - 1073
0.12 0.05 16.466 - 1073 17.137 - 107*  78.130 - 1073
0.01 0.05 0.767-1073 0.343 - 1073 2.406 - 1073
0.001 0.05 0.459 - 1073 0.454 - 1073 0.480 - 1073
0.24 0.01 28.729 - 1073 102.953 - 107*  160.157 - 1073
0.12 0.01 16.072-1073 17.651 - 1073 77.941 - 1073
0.01 0.01 0.331-1073 0.094 - 1073 1.977 - 1073
0.001 0.01  0.022 - 1073 0.017 - 1073 0.043 - 1073

(b) Verfahren 3. Ordnung (1.15)
T h 0=1 =15 O=3

0.24 0.05 13.870 - 107% 31.642 - 1073 136.662 - 1073

0.12 0.05 5.036-10"* 13.431-10"% 60.137 - 1073

0.01 0.05 0.467-107* 0.508 - 1073 0.947 - 1073

0.001 0.05 0.455-1073 0.455- 1073 0.456 - 1073

0.24 0.01 13.475-1073 31.282-10"% 136.684 - 1073

0.12  0.01 4.616 - 1072 13.038 - 1073  59.905 - 1073

0.01 0.01 0.030-10"* 0.071-1073 0.512 - 1073

0.001 0.01 0.018-10"% 0.018 - 1073 0.019 - 1073

(¢) Verfahren 4. Ordnung (1.16)

T h 0=1 0 =27 0=3 0 =10
0.24 0.05 0.071-10"* 67.125-107% 82.194 - 10~* 149.020 - 1073
0.12  0.05 0.990 - 1073 24.073 - 1073 30.287 - 107%  66.034 - 1073
0.01 0.05 0.456-107% 0.492-1073 0.511-1073 0.704 - 1073
0.001 0.05 0.455-107% 0.455-107%  0.455 - 1073 0.455 - 1073
0.24 0.01 0.525-107% 66.918 - 1073 82.043 - 10~2 149.084 - 1073
0.12  0.01 0.554 -107% 23.727 - 1073 29.963 - 10~*  65.827 - 1073
0.01 0.01 0.019-107% 0.055-107% 0.074 - 1073 0.269 - 1073
0.001 0.01 0.018-10"% 0.018-107% 0.018 - 1073 0.018 - 1073
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Tabelle 6.4: Linearkombinationen von ©-Schemata 1D
(a) Verfahren 2. Ordnung (1.19)

T h 0, =125 0, =1.75 0,=2 0, =10
0.24 0.05 177.175-10"% 170.418 - 102 171.248 - 1073 193.435 - 1073
0.12 0.05 90.920 - 1073 85.219 - 1073 85.902 - 1073 106.059 - 1073
0.01 0.05 3.229 - 1073 2.718 - 1073 2.772 - 1073 5.867 - 1073
0.001 0.05 0.492 - 1073 0.484 - 1073 0.485 - 1073 0.556 - 1073
0.24 0.01 177.305-10"% 170.531-10"2 171.364 - 10~2 193.604 - 1073
0.12 0.01 90.765 - 1073 85.050 - 1073 85.735 - 107 105.937 - 1073
0.01 0.01 2.802 - 1073 2.289 - 1073 2.344 - 1073 5.447 - 1073
0.001 0.01 0.055 - 1073 0.047 - 1073 0.048 - 1073 0.120 - 1073

(b) Verfahren 3. Ordnung (1.23)

T h (0.75, 0.5) (1.25,4) (2, 3) (10, 7)
0.24 0.05 57.525-10"2 174.358 - 10~ 158.185 - 1073 181.282 - 1073
0.12 0.05 7.489 - 1073 87.912 - 1073 74.112 - 1073 94.128 - 1073
0.01 0.05 0.447 - 1073 2.157 - 1073 1.226 - 1073 2.759 - 1073
0.001 0.05 0.455 - 1073 0.460 - 1073 0.457 - 1073 0.462 - 1073
0.24 0.01 58.328 - 10~ 174.483 - 10~% 158.271 - 10~ 181.423 - 1073
0.12 0.01 7.969 - 1073 87.752 - 1073 73.921 - 1073 03.982 - 1073
0.01 0.01 0.010 - 1073 1.728 - 1073 0.793 - 1073 2.332 - 1073
0.001 0.01 0.018 - 1073 0.023 - 1073 0.019 - 1073 0.025 - 1073

(c¢) Verfahren 4. Ordnung (1.27)

T h (2, 3, 5) (3, 1.5, 6) (2.5, 3, 3.5)
0.24 0.05 153.415-10"% 163.272 - 1072 150.947 - 103
0.12 0.05 69.752 - 1073 78.144 - 1073 67.743 - 1073
0.01 0.05 0.835 - 1073 1.256 - 1073 0.779 - 1073
0.001 0.05 0.455 - 1073 0.456 - 1073 0.455 - 1073
0.24 0.01 153.489 - 102 163.371-10"2 151.016 - 103
0.12 0.01 69.552 - 1073 77.964 - 1073 67.539 - 1073
0.01 0.01 0.400 - 1073 0.823 - 1073 0.344 - 1073
0.001 0.01 0.018 - 1073 0.019 - 1073 0.018 - 1073
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6.1.2 2D-Problem mit glatter Anfangsbedingung
Mit Q = (0,1)? betrachten wir das 2D-Problem
u(z,y,0) = cos(mz) - cos(my) , (z,y) € Q.
Die eindeutige Losung von (6.2) ist
u(z,y,t) = exp(—27%t) - cos(mx) - cos(my).
Nun erfolgt die Auswertung des Fehlers

err (T, hy, he) = max |u(w,y;,0.12) — up, 5, (i, y5,0.12)]

(x4,y5)€Q

(6.2)

fiir verschiedene Verfahren, wobei uj , (-) die numerische Lésung beziiglich der
Schrittweiten hq, ho und 7 bezeichne. Fiir die Tests verwenden wir ein Raumgitter
mit hy = hy = h und als iterativer Loser das CG-Verfahren mit der Fehlerschranke

1078,

Die Ergebnisse sind in den Tabellen 6.5, 6.6, 6.7 und 6.8 aufgefiihrt. Dabei macht

man die gleichen Beobachtungen wie bereits zuvor im 1D-Fall.

Tabelle 6.5: Implizites Verfahren (2.3) Tabelle 6.6: Crank-Nicolson-Verfahren

T h err(t, h, h) T h err(t, h, h)
0.12  0.05 202.424 -1073 0.12 0.05 175.888 -1073
0.06 0.05 115.731-1073 0.06 0.05 27.331-1073
0.01 0.05 21.855-1073 0.01 0.05 0.262 - 1073
0.001 0.05 2.627 - 1073 0.001 0.05 0.447 - 1073
0.12  0.01 203.215-1073 0.12  0.01 177.914 -1073
0.06 0.01 115.970 - 1073 0.06 0.01 27.966 - 1073
0.01 0.01 21.535-1073 0.01 0.01 0.703 - 1073
0.001 0.01 2.203 - 1073 0.001 0.01 0.011 - 1073
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Tabelle 6.7: Extrapolationsverfahren 2D
(a) Verfahren 2. Ordnung

T h (2.8) (29),0=05 (29),0=2
0.12  0.05 29.039-107* 101.609 - 1073 159.581 - 1073
0.06 0.05 16.415-1073 17.084 - 1073 77.890 - 1073
0.01 0.05 1.548-1073 0.006 - 1073 6.812 - 1073
0.001 0.05 0.468 - 1073 0.449 - 1073 0.548 - 1073
0.12 0.01 28.726 - 107 102.940 - 1073 160.138 - 1073
0.06 0.01 16.070 - 1073 17.649 - 1073 77.931 - 1073
0.01 0.01 1.120-1073 0.433 - 1073 6.418 - 1073
0.001 0.01 0.032-1073 0.014 - 1073 0.114 - 1073

(b) Verfahren 3. Ordnung (2.10)

T h 0=1 =15 O=3
0.12 0.05 13.828 -1073 31.545-107% 136.241 - 1073
0.06 0.05 5.020-107* 13.389 - 1072  59.952 - 1073
0.01 0.05 0.534-10"* 0.780 - 1073 2.999 - 1073
0.001 0.05 0.454 -1073 0.454 - 1073 0.460 - 1073
0.12 0.01 13.743 - 107 31.278 - 1073 136.667 - 1073
0.06 0.01 4.616 - 1072 13.036 - 103  59.897 - 1073
0.01 0.01 0.099-10"* 0.347 - 1073 2.583 - 1073
0.001 0.01 0.018-10"% 0.019 - 1073 0.024 - 1073

(¢) Verfahren 4. Ordnung (2.11)

T h 0=1 0 =27 0=3 0 =10
0.12  0.05 0.071-107* 66.918 - 1073 81.941 - 10~* 148.560 - 103
0.06 0.05 0.987-107% 23.999 - 1073 30.194 - 10®  65.830 - 1073
0.01 0.05 0.457-10% 0.803 - 1073  0.956 - 1073 2.410 - 1073
0.001 0.05 0.454 - 1073  0.454 - 1073  0.454 - 1073 0.455 - 1073
0.12 0.01 0.525-107% 66.910 - 1073 82.032 - 10~* 149.066 - 103
0.06 0.01 0.554-107% 23.724-1073 29.960 - 10~*  65.819 - 103
0.01 0.01 0.022-10% 0.371-107% 0.525-1073 1.991 - 1073
0.001 0.01 0.018-10"% 0.018-107% 0.018 - 1073 0.019 - 1073
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Tabelle 6.8: Linearkombinationen von ©-Schemata 2D
(a) Verfahren 2. Ordnung (2.12)

T h ;=125 0, =1.75 0, =2 0, =10

0.12  0.05 178.629 - 10~* 169.893 - 107® 170.720 - 10~% 192.838 - 103
0.06 0.05 90.639 - 1072  84.956 - 107®  85.637 - 102 105.733 - 1073
0.01 0.05 9.068 - 1073 7.744 - 1073 7.889 - 1072 14.617 - 1073
0.001 0.05 0.596 - 1073 0.565 - 1073 0.568 - 1073 0.821 - 1073
0.12 0.01 177.284 -10=* 170.510 - 1073 171.343 - 103 193.580 - 1073
0.06 0.01 90.753 - 107*  85.040 - 107®  85.725 - 10™% 105.924 - 1073
0.01 0.01 8.687 - 1073 7.356 - 1073 7.501 - 1073 14.266 - 1073
0.001 0.01 0.162 - 1073 0.130 - 1073 0.133 - 1073 0.388 - 1073

(b) Verfahren 3. Ordnung (2.13)

r  h  (0.75,05) (1.25,4) (2,3) (10, 7)

0.12 0.05 57.348 -10~® 173.821-10~% 157.698 - 1073 180.723 - 1073
0.06 0.05 7.466-10"% 87.641-10"% 73.883-1073 93.838 - 1073
0.01 0.05 0.397-1073 7.179 - 1073 4.223 - 1073 8.868 - 1073
0.001 0.05 0.454 - 1073 0.485 - 1073 0.464 - 1073 0.501 - 1073
0.12  0.01 583211072 174.461-107% 158.251 - 1073 181.401 - 1073
0.06 0.01 7.968-10"% 87.741-10"% 73.912-107% 93.970 - 1073
0.01 0.01 0.039-107° 6.790 - 1073 3.816 - 1073 8.489 - 1073
0.001 0.01 0.018 - 1073 0.049 - 1073 0.028 - 1073 0.066 - 1073

(¢) Verfahren 4. Ordnung (2.14)
T h (2,3,5) (3,1.5,6) (2.5,3,3.5)

0.12  0.05 152.942 - 107* 162.769 - 1072 150.482 - 1073
0.06 0.05 69.537-107% 77.904-10"% 67.534 - 1073
0.01 0.05 3.022 - 1073 4.635 - 1073 2.747 - 1073
0.001 0.05 0.455 - 1073 0.459 - 1073 0.455 - 1073
0.12  0.01 153.470 - 107* 163.350 - 1072 150.997 - 1073
0.06 0.01 69.544 - 1072  77.954 - 10®  67.531 - 1073
0.01 0.01 2.608 - 1073 4.231 - 1073 2.330 - 1073
0.001 0.01 0.020 - 107° 0.024 - 107° 0.019 - 1073
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6.1.3 1D-Problem mit unstetiger Anfangsbedingung

Sei nun f : [0, 1] — R eine Funktion mit

-1, 0<z <3
f(z) = 0, z=1
1, sonst.
Gegeben ist das lineare Problem
u(z,t) = Uy (z,t) , (x,t) € (0,1) x (0,00)
uz(0,t) = u,(1,¢6) =0 , t€(0,00) (6.3)
u(z,0) = f(x) , x€]0,1].

Wir setzen h = 0.02 (d.h. 50 Stiitzstellen) und fiithren fir die zwei Zeitschrittweiten
7 = 0.27 sowie 7 = 1 je einen Schritt durch. Danach vergleichen wir die Refe-
renzlésung? mit den numerischen Ergebnissen.

Implizites Verfahren

Die Ergebnisse fiir beide Zeitschrittweiten sind in Abbildung 6.1 zu sehen. Wie zu
erwarten war, treten wegen der monotonen Dampfungsstabilitéit keine Oszillationen
auf.

Crank-Nicolson-Verfahren

Fiir grofere Zeitschrittweiten erwarten wir nach den theoretischen Untersuchungen
bei Unstetigkeiten starke Oszillationen. Abbildung 6.2 veranschaulicht dies.

Extrapolationsverfahren 2. Ordnung

Wir verwenden das Verfahren (1.14). Wéhlen wir © =1, « =2 bzw. © = a = 0.5,
so erhalten wir Lg-stabile Verfahren. Monotone Dampfungsstabilitit bekommt man
mit © = o = 2. In Abbildung 6.3 wird das unterschiedliche Verhalten der numeri-
schen Losungen deutlich. Das Lg-stabile Verfahren mit © = o = 0.5 oszilliert wie
erwartet am stérksten und hat deswegen den gréfiten Fehler fiir 7 = 1. Die Extra-
polation mit © = 1 bewirkt nur schwache Oszillationen. Die zugehorige numerische
Losung hat jedoch wie das Lg-stabile Verfahren bei der Zeitschrittlinge 7 = 1 das
falsche Vorzeichen (Negativitdt des Symbols). Bei dem monoton ddmpfungsstabilen
Verfahren treten nach Konstruktion keine Oszillationen auf.

Extrapolationsverfahren 3. Ordnung

In Abbildung 6.4 machen wir &hnliche Beobachtungen wie schon zuvor. Das monoton
dampfungsstabile Verfahren (© = 3) verursacht keine Oszillationen. Sie treten nur
schwach bei den Ly-stabilen Verfahren mit © = 1 oder © = 1.5 auf. Weil das Symbol
fiir © = 1.5 negative Werte annimmt, hat die entsprechende numerische Losung fiir
7 = 1 das falsche Vorzeichen.

?berechnet mit Hilfe der Funktion expm von Scilab 3.1.1
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Extrapolationsverfahren 4. Ordnung

Das Verfahren mit © = 1 ist Ly-stabil. Deswegen treten leichte Oszillationen auf,
die man in Abbildung 6.5 erkennen kann. Fiir © = 2.7, © = 3 und © = 10 erhalten
wir monoton ddmpfungsstabile Verfahren. Die Wahl © = 2.7 impliziert das beste
dieser drei Verfahren.

Linearkombinationen von ©-Schemata

In den Abbildungen 6.6, 6.7 und 6.8 sind die Ergebnisse dargestellt. Wie schon zuvor
verhalten sich die monoton ddmpfungsstabilen Verfahren an der Unstetigkeitsstelle
besser als die Lg-stabilen Verfahren. Fiir die Zeitschrittweite 7 = 1 sind sie auch
beziiglich des Fehlers besser. Die Parameterwahl beeinflusst dabei den Fehler. Ver-
glichen mit monoton dampfungsstabilen Zeitextrapolationsverfahren sind die hier
betrachteten Verfahren fiir groflere Zeitschrittweiten (nach Analyse der Reihenent-
wicklungen) erwartungsgeméif} schlechter.
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Abbildung 6.1: Implizites Verfahren 1. Ordnung
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6.1.4 2D-Problem mit unstetiger Anfangsbedingung

Wir definieren die Funktion 7 : Q = [0,1]> — R durch

-1, z+y<l1
r(z,y) = 0, z+y=1
1, sonst
und beschéftigen uns mit dem Problem
ut(ajvy?t) :Uxx(x,?/at)‘i‘uyy(x?yat) ) (.T,y) 6 Q ) t e (07 OO)
Opu(z,y,t) =0 , (x,y) €09, t € (0,00)
u(z,y,0) =r(x,y) , (z,y) € Q.

Wir testen die 2D-Verfahren mit h; = hy = % und der Stopzeit T" = 0.25. Dabei
fithren wir genau einen Zeitschritt aus und untersuchen anschlieBend das Ergebnis.
Unsere Tests werden nur Verfahren 2. Ordnung und Zeitextrapolationsverfahren 4.
Ordnung umfassen (wegen dhnlicher Beobachtungen wie im 1D-Fall), wobei wir auch
die Splitting-Methode testen. Der rote Graph ist die Referenzlosung?®, der griine die
numerische.

Verfahren 2. Ordnung

Das Crank-Nicolson-Verfahren verhilt sich genauso wie in einer Dimension. Die
Losung oszilliert, wie man in Abb. 6.9 erkennen kann, sehr stark. Bei den Extra-
polationsverfahren 2. Ordnung (vgl. Abbildungen 6.10, 6.11 und 6.12) ist das Ver-
halten je nach Wahl von © unterschiedlich. Das Lg-stabile Extrapolationsverfahren
mit © = 0.5 oszilliert am stéarksten. Verwenden wir Matrixsplitting, so werden die-
se etwas geddmpft. Fiir © = 1 werden beim Splitting die (geringen) Oszillationen
ein wenig geddmpft und verlagert. Der maximale Fehler ist sogar sichtbar geringer.
Das monoton dampfungsstabile Verfahren liefert jeweils ohne und mit der Splitting-
Methode eine oszillationsfreie Losung. Die hochfrequenten Anteile wurden dabei
zunéchst in x-, dann in y-Richtung monoton gedampft, so dass wir auch hier keine
Oszillationen erwarten konnten. Gleiches gilt fiir die monoton démpfungsstabilen
Linearkombinationen 2. Ordnung, die wir hier mit ©; = 1.75 getestet haben (vgl.
Abb. 6.13).

Verfahren 4. Ordnung

In den Abbildungen 6.14 und 6.15 sehen wir die Graphen fiir das Ly-stabile Extra-
polationsverfahren mit © = 1 und das monoton démpfungsstabile Verfahren mit
O = 2.7. Im Fall ® = 1 sehen wir geringe Oszillationen, die mit dem Splitting et-
was geddmpft und verlagert werden. Bei dem monoton ddmpfungsstabilen Verfahren
sind in beiden Féllen keine Oszillationen entstanden.

3berechnet mit Hilfe der Funktion expm von Scilab 3.1.1

79



Abbildung 6.9: Crank-Nicolson-Verfahren

0.z 0.z

0.1 0.1

oo
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-0z
0.0 10

® 10 00 Y 3 10 o0 ¥
(a) ohne Splitting (b) mit Splitting

Abbildung 6.10: Ly-stabiles Extrapolationsverfahren 2. Ordnung mit © = 0.5
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(a) ohne Splitting (b) mit Splitting

Abbildung 6.11: Ly-stabiles Extrapolationsverfahren 2. Ordnung mit © =1
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Abbildung 6.12: Mon. ddmpfungsstabiles Verfahren 2. Ordnung mit © = 2

0a 0.a
0z 0.z
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(a) ohne Splitting (b) mit Splitting

Abbildung 6.13: Linearkombination 2. Ordnung mit ©; = 1.75

0.z 0.z

o1 0.1
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(a) ohne Splitting

10 oo

(b) mit Splitting

Abbildung 6.14: Lg-stabiles Extrapolationsverfahren 4. Ordnung mit © = 1
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% 1000 v

(a) ohne Splitting (b) mit Splitting

Abbildung 6.15: Mon. démpfungsstabiles Verfahren 4. Ordnung mit © = 2.7

6.2 Nichtlineare Diffusion

In diesem Abschnitt werden wir ein 1D-Problem mit unstetigen Anfangsdaten be-
handeln und auf ein zweidimensionales verzichten, da wir uns im néchsten Kapitel
verstiarkt auf Bilder konzentrieren.

Seien
-1, O§x<%
f(z) = 0, z=3
1, $<x<1
fir € [0, 1] und
1

g((um) ) = W :

Wir betrachten dann das nichtlineare eindimensionale Problem

ue (2, t) = 0u(9((ua)?) - ua(, 1)), (2,1) € (0,1) x (0,00)
uz(0,t) = u,(1,) =0 , t€(0,00) (6.4)
u(z,0) = f(x) , x€[0,1].

Zur Diskretisierung des Intervalls [0, 1] verwenden wir 50 Stiitzstellen. Fiir die Stop-
zeit soll T = 0.25 gelten. Die Referenzlosung bestimmen wir mit dem semi-impliziten
Verfahren (5.4), wobei die Schrittweite 7 = 107% ist. Wir testen die in Kapitel 5
entwickelten Verfahren mit unterschiedlichen Zeitschrittweiten und bestimmen wie
zuvor den maximalen Fehler zwischen der numerischen Losung und der Referenz.

Verfahren 1. Ordnung

Zuerst testen wir das semi-implizite Schema (5.4), mit dem wir, wie oben erwéhnt,
auch die Referenzlosung bestimmt haben. Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.9 zu
sehen.

Verfahren 2. Ordnung

Das Crank-Nicolson-Verfahren (vgl. Tabelle 6.10) liefert - verglichen mit den ande-
ren getesteten Verfahren - fiir 7 = 0.25 das schlechteste Ergebnis. In Abbildung 6.17
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erkennt man auch, dass die zugehérige Losung oszilliert. Wahlt man dagegen klei-
nere Schrittweiten, ist das Crank-Nicolson-Verfahren iiberlegen. Betrachten wir nur
die Zeitextrapolationsverfahren bzw. Linearkombinationen von zwei ©-Schemata,
so liefert das Extrapolationsverfahren mit © = 0.5 die besten Ergebnisse bzgl. des
maximalen Fehlers. Die getesteten monoton ddmpfungsstabilen Verfahren (© = 2,
©; = 1.75, ©1 = 2) verhalten sich fast gleich.

Verfahren 3. Ordnung

Wir testen den Algorithmus auch mit © = 1, obwohl in diesem Fall keine Stabi-
litdtsaussage gemacht wurde. Zur Bestimmung der Zwischenwerte wurde das Ver-
fahren 5.1.2.1 mit © = 1 verwendet. Die Anwendung mit © = 4.2771 (Ordnung 2
mit © = 2) liefert dhnliche Ergebnisse wie die Linearkombination von ©-Schemata
(Ordnung 2 mit ©; = 1.75). In Tabelle (6.12) sehen wir, dass mit der Wahl © =1
bessere Ergebnisse erzielt werden.

Tabelle 6.9: Semi-implizites Verfahren (5.4)
T Fehler

0.25 382.748 -1073
0.05  87.946 -1073
0.01 23.529 <1073
0.001 2.733 -1073

Tabelle 6.10: Crank-Nicolson-Verfahren
T Fehler

0.25 276.017 -1073
0.05  33.660 -1073
0.01 5.584 -1073
0.001 0.145 -1073
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Tabelle 6.11: Verfahren 2. Ordnung (5.1.2.1)

(a) Extrapolation iiber die Zeitschrittweite

© =05

T

O=1

=2

111.100 - 1073
44.789 - 1073
7.188 - 1073
0.190 - 1073

0.25

0.05

0.01
0.001

155.810 -
49.503 -
9.629 -
0.366 -

1073
1073
1073
1073

212.920 -
45.667 -
12.298 -

0.801 -

1073
1073
1073
1073

(b) Linearkombination von ©-Schemata

T

0, =1.75

0, =2

0.25

0.05

0.01
0.001

217.834 -
44.407 -
12.503 -

0.867 -

1073
1073
1073
1073

218.289
44.169 -
12.511 -

0.876 -

1073
1073
1073
1073

Tabelle 6.12: Verfahren 3. Ordnung (5.1.3.2)

(a) Extrapolation iiber die Zeitschrittweite

@:

T

1

0 =4.2771

0.25

0.05

0.01
0.001

74.640 -
29.234 -
4.287 -
0.092 -

1073
1073
1073
1073

135.671 -
31.395 -
8.192
0.468 -

1073
1073
. 1073
1073

(b) Linearkombination von ©-Schemata

T

0, =3, 0,=35

O, =3, 0,=4

0.25

0.05

0.01
0.001

139.767 -
31.193 -
8.407 -
0.496 -

1073
1073
1073
103

140.101 -
31.083 -

8.426

0.502 -

107?
107?
- 1073
1073
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Abbildung 6.16: Semi-implizites Verfahren (7 = 0.25 , 1 Zeitschritt)
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——— FHeferenz

Crank—Micolson

Abbildung 6.17: Crank-Nicolson-Verfahren (7 = 0.25 , 1 Zeitschritt)

k<] — T — T T T
oo 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 05 07 0.8 04 1.0
=——r— Feferenz = theta=2

= theta=05

— theta=1

Abbildung 6.18: Ordnung 2 mit Zeitextrapolation (7 = 0.25 , 1 Zeitschritt)
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Abbildung 6.19: Ordnung 2 mit LK von ©-Schemata (7 = 0.25 , 1 Zeitschritt)
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Abbildung 6.20: Ordnung 3 mit Zeitextrapolation (7 = 0.25 , 1 Zeitschritt)
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Abbildung 6.21: Ordnung 3 mit LK von ©-Schemata (7 = 0.25 , 1 Zeitschritt)
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Kapitel 7

Anwendungen in der
Bildverarbeitung

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Anwendung unserer Verfahren bei
Bildern. Wie bereits in der Einleitung erwdahnt, wird der Grauwert eines Pixels als
Konzentration aufgefasst. Die sogenannte Grauwertdiffusion verwendet man zur ge-
zielten Verbesserung von Bildern, z.B. dem Entfernen von Rauschen. Fiir die lineare
Diffusion gibt es geschlossene analytische Darstellungen (Faltung mit Gaufkern).
Detaillierte Informationen findet man in [15] bzw. [17].

7.1 Grundlagen

Ein kontinuierliches Grauwertbild ist eine Abbildung f : Q C R? — R mit einem
rechteckigen Definitionsbereich Q = (0,a1) x (0, as2). € heifit auch Bildbereich oder
Bildebene. Der Wertebereich von f beschreibt die Grauwerte.

Die Diskretisierung (Sampling) von €2, d.h. das Bild wird nur auf einem rechteckigen
Punktgitter der Bildebene abgetastet, fithrt auf ein digitales Bild

{(fisli=1,.,Ny; j=1,..,Ny}.

Der Bildpunkt (4, j) heifit Pizel (picture element). In der Bildverarbeitung werden
die Pixelabstédnde meist auf 1 normiert. Der Wertebereich wird ebenfalls diskretisiert
(Quantisierung), um Speicherplatz zu sparen. Kodiert man die Grauwerte z.B. durch
ein Byte, so ist der Wertebereich gleich {0, 1, ...,255}. Normalerweise sind niedrige
Grauwerte dunkel und hohe entsprechend hell. Der durchschnittliche Grauwert ist
das arithmetische Mittel aller im Bild auftretenden Grauwerte.

Diskretisierung der Bildebene

Sei nun = (0,N7) x (0, N3) mit N;, Ny € N, d.h. die Anzahl der Pixel in x-

Richtung ist V7 und in y-Richtung Ny. Wir ordnen dem Pixel (7, j) die Koordinaten
T, = (z’— %) und y; = (j— %) zu , (z;,y;) € Q. Fir die Pixelabstidnde gilt

hy = hy = 1. Mit t;, := k7 sei dann u; die Approximation von u(x;, y;,t) - dem
durch Grauwertdiffusion veréinderten Bild zum Zeitpunkt ;.
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Ableitungen

Die erste Ableitung in x- bzw. y-Richtung im Pixel (1, j) ersetzen wir durch zentrale
Differenzen

k k
Yiv1; — Wi,y
2h,
bzw. i .
Wi 1 — Uy 51
2hsy '
Fiir die zweiten Ableitungen verwenden wir die zweite Differenz, d.h.
k k k k k k
Uiy — 2Ui; T Uiy Upjg — 2ui; Uiy
5 und 12
hi 2
k+1 k
ij Wi

Die Vorwiértsdifferenz approximiert die Differentiation nach der Zeit.

Neumann-Randbedingung und Dummy-Werte

. . . k k. .
Diese Bedingung liefert sogenannte Dummy-Werte ug ; und uy, ., ; an den x- sowie

k k .
uio und u;y, ., an den y-Réndern.

Es gilt dann fiir ¢ € {1,...,N;} und j € {1,..., No}:

k _ .k k _ k
Ugj = Uy, UNi+15 = UNyy
k _ _ k
Uio = Uin Ui, No+1 = Ug -

Somit kénnen wir in allen Pixeln problemlos zentrale und zweite Differenzen verwen-
den. Die Neumann-Randbedingung sichert auch den Erhalt des durchschnittlichen
Grauwertes wahrend des Diffusionsprozesses.

7.2 Implementierung

Wir verwenden die Programmiersprache C.

Speicherbedarf

Die tridiagonalen Systemmatrizen (Id — cA) aus den eindimensionalen Diffusions-
prozessen speichern wir in drei verschiedenen Feldern. Zwei Felder fiir die Diagonale
und die Nebendiagonale sowie ein drittes, das fiir die LR-Zerlegung verwendet wird.
Darin werden die Eintrage der Matrix L gespeichert. Um Speicherplatz zu sparen,
werden die zwei Felder mit den Eintrégen von (/d — cA) mit denen von R iiber-
schrieben.

Bei zweidimensionalen Diffusionsprozessen verwenden wir unter Ausnutzung der
Symmetrie zur Speicherung ebenfalls drei Felder (Diagonale und zwei Nebendia-
gonalen). Desweiteren miissen in beiden Féllen Vektoren und eventuell die Werte
der Diffusivitédt gespeichert werden. Der Speicherbedarf ist damit proportional zur
Anzahl der Raumgitterpunkte.
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Gleichungssysteme

Der Hauptbestandteil unserer Verfahren ist die Berechnung der Losung von Glei-
chungssystemen. Bei eindimensionalen Diffusionsprozessen miissen tridiagonale Sys-
teme gelost werden. Die LR-Zerlegung und das anschlieBende Losen der Systeme
benstigt O(N) Operationen (optimal), wobei N die Anzahl der Gitterpunkte ist.
Im 2D-Fall sind die Systemmatrizen diinnbesetzt (5-Band), symmetrisch und positiv
definit. Eine LR-Zerlegung ist nicht sinnvoll, da die Matrizen L und R in diesem Fall
nicht diinnbesetzt sind. Stattdessen bietet sich die Verwendung iterativer Verfahren
an. Implementiert wurden das CG- und das SOR-Verfahren, deren Konvergenz aus
der positiven Definitheit folgt. Im Anhang A findet man Erlduterungen zu bei-
den Verfahren. Durch die Zerlegung der Pentadiagonalmatrizen in eine Summe von
Tridiagonalmatrizen kénnen wir iterative Verfahren umgehen und wieder auf LR-
Zerlegungen zuriickgreifen. Dieses Vorgehen ist, wie oben beschrieben, sehr effizient.
Die Losung der Gleichungssysteme erfolgt bei den Splitting-Methoden deswegen mit
optimaler linearer Komplexitét.

7.3 Lineare Diffusionsfilterung

Wir wollen die Losung linearer Probleme mit Hilfe der Gaufifaltung beschreiben.
Dazu benotigen wir erst den Faltungsbegriff.

Definition 7.3.1. (Faltung)
Seien f1, fo : RN — R beschrinkte Funktionen mit

/|fl(a:)]da: < oo  (i=1,2).
RN
Dann ist die Faltung von fi mit fo erkldrt durch

(fo * o) () = / £ — 1) folt) d.

Desweiteren fithren wir den Gaufikern ein:

Definition 7.3.2. (Gaufkern)
Der N-dim. Gaufkern K,y mit Standardabweichung o > 0 st definiert durch

1 —|x|?
K, n(2) :——Nexp< i ) ,
2

(2mo?) 202

N
wober |z|* = > 2.
i=1

Mit Hilfe der Definitionen 7.3.1 und 7.3.2 kénnen wir nun die Losung des linearen
zweidimensionalen Diffusionsprozesses

{ Uy = Ugy + Uy
u(z,y,0) = f(z,y)
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einfach beschreiben. Sie ist eindeutig und es gilt mit K, := K,

~ flxy) , t=0
“(x’y’”—{ (Ké*f)(g;,y) >0

Hinweise zur Implementation der Faltung mit dem GauBkern (speziell fiir Bilder)
findet man in [17]. Um die Neumann-Randbedingung zu erfiillen, wird das Bild an
den Réndern gespiegelt (siche Dummy-Werte).

In der Darstellung der Losung erkennt man, dass es einen Zusammenhang zwischen
der Stopzeit T des Diffusionsprozesses und der Standardabweichung o gibt:

T = —02

Numerische Tests

Wir werden in diesem Abschnitt die Verfahren aus Kapitel 2 an einem Bild (siche
Abbildung 7.1) testen. Die [;-Norm || - ||; eines Bildes f mit N; Ny Pixel definieren

wir durch 1
Ifll = m;m,ﬂ

Fiir die Stopzeit wihlen wir 7" = 14. Die Referenzlosung bestimmen wir mit dem
impliziten Verfahren und der Zeitschrittweite 7 = 0.005 sowie 2800 Zeitschritten. Bei
den Verfahren ohne Splitting wird zur Losung der Gleichungssysteme die Methode
der konjugierten Gradienten (mit Fehlertoleranz 107%) verwendet.

In Abbildung 7.1 sieht man, dass im Originalbild vorhandenes Rauschen durch die
Grauwertdiffusion erheblich reduziert werden konnte. Ein Nachteil ist jedoch, dass
die Kanten unscharf werden.

Die nun folgenden Tests werden mit den Zeitschrittweiten 0.7, 1.4, 2.8, 7 und 14
durchgefiihrt. AnschlieBend bilden wir die Differenz zwischen numerischer und Re-
ferenzlosung. Die [1-Norm des so entstandenen Differenzbildes wird uns dann als
Fehlermafl dienen.

Abbildung 7.1: Originalbild (128 x 128 Pixel) und Referenzlosung
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Implizites Verfahren

In Abbildung 7.2 sind die Fehler des impliziten Schemas ohne Splitting und mit
Splitting zu sehen. Die Anwendung des Verfahrens mit Splitting ergibt stets einen
geringeren Fehler. Dariiber hinaus liegt die Rechenzeit* der Splitting-Methode fiir
alle getesteten Schrittweiten deutlich unter einer Sekunde.

Verfahren 2. Ordnung

Wir testen die Verfahren mit Extrapolation iiber die Zeit, Linearkombinationen
von ©-Schemata und Crank-Nicolson. Letzteres ist bei groflen Zeitschrittweiten er-
wartungsgeméaf schlecht. Dies wird in Abbildung 7.4 deutlich. Das Rauschen konnte
nicht beseitigt werden. Auch bei der Ly-stabilen Extrapolationsmethode mit © = 0.5
gibt es dhnliche Probleme. Dagegen liefern die monoton dampfungsstabilen bzw. das
Lg-stabile Verfahren mit © = 1 deutlich bessere Ergebnisse. Wir stellen ebenfalls
fest, dass die Verwendung von Splitting den Fehler reduziert.

Verfahren 3. Ordnung

Die Ly-stabilen Verfahren mit © = 1 und © = % liefern die besten Ergebnisse und
haben mit der Beseitigung des Rauschens keine Schwierigkeiten. Wie schon zuvor
liegen die monoton ddmpfungsstabilen Verfahren in etwa gleich auf und die in der
Rechenzeit iiberlegenen Splitting-Methoden arbeiten besser.

Verfahren 4. Ordnung

Alle 3 getesteten Verfahren haben mit der Entfernung der Bildstérungen keine Pro-
bleme. Allerdings approximieren die Verfahren mit ©® = 1 und © = 2.7 die Ref-
erenzlosung besser als die Linearkombination der ©-Schemata. In Abbildung 7.9 (b)
ist ein ,, Ausreifler* bei 7 = 0.7 zu erkennen, der wohl aus Rundungsfehlern resultiert.

In Abbildung 7.11 werden Verfahren unterschiedlicher Ordnung verglichen. Dabei
wurden auBer dem Crank-Nicolson-Verfahren diejenigen ausgewéhlt, die (in ihrer
,Ordnungsklasse“) bei der Zeitschrittweite 7 = 14 den geringsten Fehler aufwei-
sen. Die Rechenzeit wird erwartungsgemafl maximal bei Ordnung 4. Bis zu zehn
Sekunden wird dann gerechnet und mit Splitting nur etwa eine Sekunde.

4Prozessor: AMD Athlon 64 3000+

91



Fehler
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Abbildung 7.2: Fehler des impliziten Schemas

T =7, 2 Zeit- T =14 | 1 Zeit- (c) = , 2 Zeit- T =14 | 1 Zeit-
schrltte schrltt Schrltte mlt Sphttlng schrltt mit Sphttlng

Abbildung 7.3: Ergebnisse mit implizitem Schema
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Abbildung 7.4: Crank-Nicolson-Verfahren
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Abbildung 7.5: Fehler der Verfahren 2. Ordnung

d) © =175
0=05 h) ©; =1.75

Abbildung 7.6: 2. Ordnung fiir 7 = 14 , 1 Zeitschritt ; (e) - (h) mit Splitting
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Abbildung 7.7: Fehler der Verfahren 3. Ordnung

Abbildung 7.8: 3. Ordnung fiir 7 = 14 , 1 Zeitschritt ; (e) - (h) mit Splitting
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Abbildung 7.9: Fehler der Verfahren 4. Ordnung

Abbildung 7.10: 4. Ordnung fiir 7 = 14 , 1 Zeitschritt
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Fehler Fehler
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Crank-Nicolson Ordnung 4 Crank-Nicolson Ordnung 4
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Abbildung 7.11: Fehler von Verfahren unterschiedlicher Ordnung

7.4 Nichtlineare isotrope Diffusionsfilterung

Bei der linearen Diffusionsfilterung werden wie gesehen die Bildkanten unscharf (in-
terregionale Diffusion). Ziel der nichtlinearen isotropen Filterung ist es, die Kanten
zu erhalten und innerhalb der , Bildregionen® zu glitten (intraregionale Diffusion).
Wir betrachten dazu die nichtlineare Diffusionsgleichung

u; = div (g (|Vul?) Vu)

wobei |[Vu|? als Kantendetektor interpretiert werden kann. An Kanten erwarten wir
einen vergleichsweise groflen und innerhalb von Bildregionen einen kleinen Wert.
Weil wir die Diffusion an Kanten gering halten wollen, sollte die Diffusivitéit g

beziiglich |Vu|? fallend sein, z.B.
1
g (|Vul?) = TS Ve (Perona-Malik-Diffusivitit).

A > 0 ist der sogenannte Kontrastparameter, der Vorwdrts- und Riickwdirtsdiffusion
trennt. Dabei erhalten wir fiir |[Vu| < A die (gldttende) Vorwértsdiffusion und fiir
|Vu| > A die (kantenverbessernde) Riickwartsdiffusion [10]. Allgemein sollte g die
folgenden Eigenschaften erfiillen:

e ¢ unendlich oft differenzierbar
e g(0) =1 und ¢ monoton fallend in [0, c0)
¢ g>0 und lim g(s*) =0

§4—00

Ein weiteres Beispiel ist die Charbonnier-Diffusivitéat

g (IVul?) = .

V14 [Vul2/22

Details zu diesem Abschnitt kann man in [15] nachlesen.
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Nachteile des Perona-Malik-Filters

Neben Problemen mit der Gut-Gestelltheit (siche [15]) hat der Perona-Malik-Filter
den Nachteil, dass Storungen im Bild wegen des hohen Gradienten als Kanten fehl-
interpretiert werden und deshalb lange erhalten bleiben. Zur Reduzierung dieses
Problems wird der Gradient Vu in einer Umgebung des Pixels gemittelt. Wir ver-
wenden zur Mittelung die Faltung mit einem Gauflkern.

Regularisierte nichtlineare Diffusion

Sei f beschrénkt, o > 0, Vu, := V(K, *u). Dann betrachten wir die regularisierte
nichtlineare Diffusionsgleichung

u(z,y,t)  =div(g(|Vu.*) Vu) , (z,y) €Q, t € (0,00)
Opu(z,y,t) =0 , (z,y) €00, t € (0,00) (7.1)
u(z,y,0) = f(z,y) , (w,y) €

(7.1) besitzt eine eindeutige Losung [2], die stetig von der Anfangsbedingung abhéngt
[15]. Numerische Experimente in den 90-ern zeigten, dass der Filter robuster ge-
geniiber Storungen ist, Kanten verbessern und treppenartige Artefakte vermeiden
kann. Weitere theoretische Ergebnisse konnen in [15] nachgelesen werden.

Um die in Kapitel 5 entwickelten Verfahren zur Losung von (7.1) verwenden zu
kénnen, miissen nur die zur Aufstellung der Matrizen benétigten Funktionswerte
g (|[Vul?) durch g (|Vu,|*) ersetzt werden. Die zusitzliche Gaufifaltung macht die
Verfahren aufwéndiger.

Numerische Tests

Wir verwenden die oben vorgestellte Perona-Malik-Diffusivitit mit Regularisierung.
Die Tests werden mit zwei Bildern durchgefiihrt, die man in Abbildung 7.12 sieht.
Dort sind auch die mit dem semi-impliziten Schema bestimmten Referenzlosungen
zu sehen. Die Stopzeit des ersten Testbildes ist 80, die des zweiten 500 und die
Parameter zur Bestimmung der Referenz sind 7 = 0.005, ¢ = 1, A = 3.5 bzw.
7=0.25 0=0.5, A=1.5.

Wir testen die Verfahren mit den Zeitschrittweiten 0.25,0.5,1, 2,4, 8,10, 20, 40, 80
bzw. 5,25,50,125,250,500. Da das zweite Bild grofier ist, werden wir die erwahnten
Rechenzeiten darauf beziehen.

| -
20 %éﬁ“}ﬁﬁﬁ? S

(a) 1.Bild (128 x128)  (b) 2.Bild (256 x 256) (c) Referenz 1.Bild (d) Referenz 2.Bild

Abbildung 7.12: Testbilder und Referenzlésungen
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Verfahren 1. Ordnung

Die Ergebnisse des semi-impliziten Schemas fiir beide Bilder sind in Abbildung 7.13
dargestellt. Bis zu einer Minute bendttigt der Computer ohne und nur bis zu vier
Sekunden mit Splitting, um das Ergebnis zu liefern.

Verfahren 2. Ordnung

Das Crank-Nicolson-Verfahren (vgl. Abb. 7.14) zeigt wie schon im linearen Fall
starke Schwichen bei der Beseitigung von Rauschen. Daher ist der Fehler beziiglich
des stark verrauschten ersten Testbildes viel hoher als beim zweiten.

Vergleicht man die Abbildungen 7.15 und 7.16, so erkennt man fiir gréflere Schritt-
weiten ein deutlich unterschiedliches Verhalten des Zeitextrapolationsverfahrens mit
© = 0.5. Wihrend es mit dem stark verrauschten Testbild Probleme hat, schneidet
dieses Verfahren fiir das andere (storungsfreie) Bild mit am besten ab. Die iibri-
gen Methoden weisen keine nennenswerten Unterschiede bzgl. der beiden Bilder auf.
Bereits zwei Zeitschritte ergeben akzeptable Ergebnisse, die in den Abbildungen
7.17 und 7.18 zu sehen sind. Fiir die Zeitschrittweite 7 = 5 benétigt der PC zwei
(© = 0.5) bis fiinf Minuten (0 = 2), falls kein Splitting verwendet wird. Mit Split-
ting sind es nur um die 20 Sekunden. Die schnellste Methode unter den monoton
dampfungsstabilen Verfahren ist die getestete Linearkombination mit ©; = 1.75.
Hier betrédgt die Rechenzeit fiir 7 =5 drei Minuten ohne und ca. 15 Sekunden mit
Splitting.

Verfahren 3. Ordnung

Wir testen die Extrapolationsverfahren iiber die Zeitschrittweite mit © = 1 bzw.
© = 4.2771. Dazu verwenden wir die Methoden 2. Ordnung mit © = 1 bzw. © = 2.
Ebenso testen wir eine Linearkombination von ©-Schemata mit den Parametern
0, =3, O, = 3.5 und fiir Ordnung 2 ©; = 1.75. Alle drei Verfahren liefern bereits
mit zwei Zeitschritten sowohl fiir das stark verrauschte erste Testbild als auch das
zweite Testbild gute Ergebnisse. Diese sind in den Abbildungen 7.21 und 7.22 zu
sechen. Die Rechenzeit fiir die Zeitschrittweite 7 = 50 betriagt drei (© = 1) bis
sechs Minuten (© = 4.2771) ohne Splitting und ca. 15 Sekunden mit Splitting. Die
zum Zeitextrapolationsverfahren mit © = 4.2271 (bzgl. des Fehlers) vergleichbare
Linearkombination rechnet ohne Splitting fiinf Minuten und mit Splitting ca. zwolf
Sekunden.

In den Abbildungen 7.23 und 7.24 werden erneut die Fehler der Verfahren unter-
schiedlicher Ordnung miteinander verglichen.
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Fehler Fehler

161 8

145 th

1z§ 6

105 5

o o

.

4; 24

27 H

e: ‘ . ‘ ‘ ‘ r ‘ . tau 0 ‘ ‘ ‘ ‘  tau
o nlgg Spmzin% 30 40 50 60 70 80 o e ;‘;?Ii(t)ling 200 300 400 500
b 4 b 14

(a) Fehler fiir 1.Bild (b) Fehler fiir 2.Bild

(¢c) 7 = 40 , 2 Zeit- (d) 7 = 40 , 2 Zeit- (e) 7 = 250 , 2 Zeit- (f) 7 = 250 , 2 Zeit-
schritte schritte mit Splitting schritte schritte mit Splitting

Abbildung 7.13: Semi-implizites Schema

Fehler Fehler
60+ 10
9
504 o]
7.
40+ 4
6-
304 54
4
20 1
3
2]
104 1
i M
o T T T T T T T , tau 0 T T T T , tau
0 10 20 30 40 50 60 70 80 o 100 200 300 400 500
ohne Spiitting ——— ohne Splitting
mit Splitting ——— mit Splitting

(a) Fehler fiir 1.Bild (b) Fehler fiir 2.Bild

(¢c) 7 = 40 , 2 Zeit- (d) 7 = 40 , 2 Zeit- (e) 7 = 250 , 2 Zeit- (f) 7 = 250 , 2 Zeit-
schritte schritte mit Splitting schritte schritte mit Splitting

Abbildung 7.14: Crank-Nicolson-Verfahren
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Fehler Fehler
74 71
6 61
54 5-
4 41
34 34
24 2
H 17
ot ——————————— fau - ———————
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
— theta=0.5 — thetal=1.75 — theta-0.5 — thetal=1.75
theta=1 —— theta-1
theta=2 theta-2
(a) ohne Splitting (b) mit Splitting
Abbildung 7.15: Fehler der Verfahren 2. Ordnung bei Bild 1
Fehler Fehler
59 51
4 4
34 3
27 2
1— 1
0 ‘ T T ‘ , tau 0 T T ‘ ‘ 1
0 100 200 300 400 200 300 400 500

theta=0.5
theta=1
theta=2

— thetal=1.75

(a) ohne Splitting

500 0 100
E —— thetat-1.75

theta=2

(b) mit Splitting

Abbildung 7.16: Fehler der Verfahren 2. Ordnung bei Bild 2

100

tau

tau



Abbildung 7.17: 2. Ordnung fiir 7 = 40 bzw. 7 = 250 , 2 Zeitschritte

Abbildung 7.18: 2. Ordnung mit Splitting fiir 7 = 40 bzw. 7 = 250 , 2 Zeitschritte
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Fehler Fehler

44 4

3 3

2 2

1 14

11— tau = tau
0 10 0 30 40 50 60 70 80 0 W 20 30 40 50 60 70 80

—— theta=1
theta=4.

— theta=1
— theta=

4.2771
thetal=3 , theta2=3.5

42771
thetal=3 , theta2-3.5

(a) ohne Splitting (b) mit Splitting

Abbildung 7.19: Fehler der Verfahren 3. Ordnung bei Bild 1

Fehler Fehler
4 4
34 34
2- 24
H 1
0 : ; ; : , tau 0 , ; : : , tau
o100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

— theta=1
— theta=4.2771
thetal=3 , theta2=3.5

(a) ohne Splitting (b) mit Splitting

theta=4.2771
thetal=3 , theta?=3.5

Abbildung 7.20: Fehler der Verfahren 3. Ordnung bei Bild 2
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0 =4.2771 c) ©; =3,00=35

(d)e=1 (e) © =4.2771 (f) ©1=3,02, =35

Abbildung 7.21: 3. Ordnung fiir 7 = 40 bzw. 7 = 250 , 2 Zeitschritte

0 =4.2771 ) ©1=3,0,=35

doe=1 (e) © =4.2771 (f) © =3,0, =35

Abbildung 7.22: 3. Ordnung mit Splitting fiir 7 = 40 bzw. 7 = 250 , 2 Zeitschritte
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Abbildung 7.23: Fehler von Verfahren
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500
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Abbildung 7.24: Fehler von Verfahren
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(b) mit Splitting

50 60
Ordnung 3
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T T 1
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7.5 Zusammenfassung der Tests

Bei der linearen Diffusionsfilterung hat sich gezeigt, dass die Splitting-Methode
nicht nur viel schneller lduft, sondern auch bessere Ergebnisse berechnet. Stark ver-
rauschte Bilder sollten entweder mit Extrapolation iiber rein implizite Schemata
(© = 1) oder mit monoton ddmpfungsstabilen Verfahren behandelt werden. Das
Crank-Nicolson-Verfahren und die Ly-stabile Extrapolationsmethode 2. Ordnung
mit © = 0.5 kénnen das Rauschen fiir groflere Zeitschrittweiten nicht ausreichend
entfernen.

Ahnliche Beobachtungen machen wir auch bei der nichtlinearen Diffusionsfilterung.
Bei Bildern mit nur wenigen oder keinen Storungen kann man auch das Ly-stabile
Extrapolationsverfahren 2. Ordnung mit © = 0.5 verwenden. Damit kénnen eventu-
ell die besten Ergebnisse beziiglich 2. Ordnung erreicht werden. Das beste Verfahren
3. Ordnung erhalten wir durch Zeitextrapolation mit © = 1. Allerdings sollte dann
Splitting verwendet werden, um Rechenzeit zu sparen. Da es fiir Ordnung 3 noch
offene Fragen beziiglich der Stabilitéat gibt, empfehlen wir das Splitting-Verfahren 2.
Ordnung 5.2.3.2. Hier sind die Splitting-Verfahren schlechter hinsichtlich des Feh-
lers, haben aber deutlich bessere Laufzeiten. Um einen zum Verfahren 2. Ordnung
5.1.2.1 mit vorgegebener Zeitschrittweite 7 vergleichbaren Fehler zu erhalten, sollte
man 5.2.3.2 mit %T anwenden. M6chte man monoton dampfungsstabile Verfahren
verwenden, sind die beziiglich der Laufzeit besseren (und hinsichtlich des Fehlers mit
den Extrapolationsverfahren vergleichbaren) Linearkombinationen von ©-Schemata
zu empfehlen.
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Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

Als Grundlage dieser Arbeit dienten die Diplomarbeit [14] und die wissenschaftli-
chen Veroffentlichungen [4, 5, 7], welche die Losung der linearen eindimensionalen
Diffusionsgleichung mit Hilfe von Extrapolation behandelten. Das erste Kapitel ist
quasi eine Zusammenfassung von [14], die an einigen Stellen ergénzt wurde. Neu sind
die Untersuchungen hinsichtlich grofler Zeitschrittweiten und die Konstruktion von
Verfahren der Ordnung 4. Dabei konnten wir zeigen, dass es bei der Zeitschrittwei-
tenextrapolation 4. Ordnung unendlich viele monoton ddmpfungsstabile Verfahren
gibt. Im zweiten Kapitel haben wir erfolgreich versucht, die Verfahren auf den zwei-
dimensionalen Fall zu iibertragen. Gegeniiber dem 1D-Fall &ndert sich bei dem durch
die Semidiskretisierung entstehenden ODE-System nur die Struktur der Systemma-
trix A. Am Ende des Kapitels wurde eine effiziente Splitting-Methode vorgestellt,
die es erlaubt, das vorliegende zweidimensionale Problem in zwei eindimensionale zu
iiberfithren. Die néchsten beiden Kapitel behandelten Diffusionsprozesse mit varia-
blen Koeffizienten. Der Unterschied zum linearen Fall besteht nur darin, dass sich
die Systemmatrix der Differentialgleichung bei jedem Zeitschritt verdndert und mit
Hilfe von Quadraturformeln berechnet werden muss. Im fiinften Kapitel widmeten
wir uns dann den nichtlinearen Problemen. Basierend auf der Pradiktor-Korrektor-
Methode von Douglas und Jones haben wir ein Verfahren 2. Ordnung konstruiert.
Um 3. Ordnung zu erreichen, mussten wir neue Extrapolationsmethoden, die Matri-
zenreihen der Form Id+ 7B+ O(7*) approximieren, konstruieren. Zur Verbesserung
der Laufzeit im zweidimensionalen Fall haben wir auch Splitting-Methoden vorge-
stellt. Danach haben wir die entwickelten Verfahren getestet und ihre Anwendun-
gen in der Bildverarbeitung betrachtet. Die theoretischen Ergebnisse konnten hier
bestétigt werden. Desweiteren hat sich bei der nichtlinearen Grauwertdiffusion ge-
zeigt, dass die Verfahren 2. Ordnung mit geeigneter Parameterwahl deutlich bessere
Resultate als das implizite Schema oder das Crank-Nicolson-Verfahren liefern. Fiir
Ordnung 3 ist der Aufwand sehr hoch, so dass hier auf jeden Fall Splitting-Methoden
benutzt werden sollten.

Ziel dieser Arbeit war u.a. die Konstruktion von Verfahren, die unabhingig von
der Zeitschrittweite stabil sind und keine Oszillationen bei Unstetigkeiten in der
Anfangsbedingung verursachen. Wichtig ist dabei der Begriff der monoton damp-
fungsstabilen Verfahren, die genau diese Eigenschaften besitzen. Das implizite Sche-
ma gehort zwar zu dieser Art Verfahren, ist aber den monoton dampfungsstabilen
héherer Ordnung hinsichtlich Genauigkeit unterlegen. Ein Nachteil von monotoner
Dampfungsstabilitit ist allerdings die nachgewiesene Ungenauigkeit fiir vergleichs-
weise grofle Zeitschrittweiten. Ly-stabile Extrapolationsverfahren kénnen fiir solche
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Schrittweiten Oszillationen verursachen und deswegen ebenfalls sehr ungenau wer-
den. Ein Mittelweg sind die Extrapolationsverfahren iiber rein implizite Schemata
(© = 1), die gegebenenfalls nur sehr geringe Oszillationen verursachen und genauere
Resultate fiir groflere Schrittweiten erlauben. Ein weiterer positiver Nebeneffekt ist
die Einsparung von Matrix-Vektor-Multiplikationen und die damit einhergehende
Verbesserung der Laufzeit. Da wir bei den Tests mit Bildern keine durch die Ver-
fahren verursachten sichtbaren Oszillationen festgestellt haben, ist die Wahl © =1
hier durchaus sinnvoll. Méchte man jedoch ganz sicher gehen, sollte man auf mo-
noton dadmpfungsstabile Verfahren mit kleinerer Zeitschrittweite zuriickgreifen. Fiir
das Verfahren 3. Ordnung zur Loésung der nichtlinearen Diffusionsgleichung konn-
te keine monotone Dampfungsstabilitdt bewiesen werden. Jedenfalls wurden in den
Tests mit der Wahl © =1 gute Ergebnisse erzielt.

Ausblick

Bei dem vorgestellten Verfahren 3. Ordnung zur Losung der nichtlinearen Diffusions-
gleichung gibt es offene Fragen beziiglich der Stabilitit. Hier konnte man ansetzen
und versuchen, diese offenen Fragen zu kldren. Die detaillierte Untersuchung der
Zeitextrapolationsverfahren und Linearkombinationen von ©-Schemata hinsichtlich
anderer (als der hier betrachteten) Stabilitdtsbegriffe wie z.B. der L*>°-Stabilitét ist
ebenfalls denkbar. Vor allem aus Sicht der Bildverarbeitung spielt die L*°-Stabilitéat
eine zentrale Rolle. Ist ein Verfahren L*>-stabil, so ,verlassen“ die Grauwerte den
durch das Anfangsbild vorgegebenen Wertebereich nicht.

Die Gleichungssysteme bei 2D-Problemen haben wir stets mit dem CG-Verfahren
gelost. Um die Laufzeit zu reduzieren, bietet sich in erster Linie eine geeignete Vor-
konditionierung an. Auch der Einsatz von Mehrgitterverfahren ist denkbar. Durch
die Laufzeitverbesserung konnte man dann beispielsweise mit dem Verfahren 3.
Ordnung zur Loésung der nichtlinearen Diffusionsgleichung Zwischenwerte bestim-
men, die fiir eine Methode der Ordnung 4 benétigt werden. Eine weitere Moglich-
keit zur schnelleren Berechnung von Ergebnissen ist die Entwicklung eines reinen
Splitting-Schemas 3. oder hoherer Ordnung. Zusétzlich sollte eine genaue Laufzeit-
analyse durchgefiihrt werden. Die in dieser Arbeit betrachteten Verfahren kénnten
auch beziiglich Effizienz und Stabilitdt mit typischen Mehrschrittverfahren vergli-
chen werden.

Im Hinblick auf Anwendungen in der Bildverarbeitung ist das Verhalten der Ver-
fahren mit singuldren Diffusivititen wie z.B. ¢ (|Vul?) = ﬁ von Interesse. Auch
hoherdimensionale Probleme (z.B. 3D-Bilder) konnten untersucht und dazugehori-
ge Splitting-Methoden entwickelt werden. Neben der isotropen Diffusionsfilterung
spielt die anisotrope Filterung in der Bildverarbeitung eine grofie Rolle. Eine Erwei-
terung der Verfahren auf den anisotropen Fall mit einem Diffusionstensor wére also
eine logische Konsequenz. Hier sollte wegen des grofieren Aufwands auch an effizien-
te Gleichungssystemloser wie z.B. vorkonditionierte CG-Verfahren oder Mehrgitter-
methoden gedacht werden.
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Anhang A

Losung der Gleichungssysteme

LR-Zerlegung fiir tridiagonale Matrizen

Wir moéchten das Gleichungssystem
Tr =10 (A.1)
mit einer tridiagonalen Matrix 7' € RY*" und vorgegebenem b € RY lésen.

Dazu verwenden wir den Thomas-Algorithmus [13].

Sei
aq 51
e Ba
IN—2 an—1 Bn-1
IN-1 QN
Wir setzen
1
L 1
In_2 1
In_1 1
und
my T
mo To
R =

my—-1 TnN-1
my

Der Koeffizientenvergleich von L - R mit T ergibt r; = 3; V.
Die iibrigen Koeffizienten m; und [; erhéalt man wie folgt:
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® M =
o fire=1,2,...,. N—1:

my;

Mit1 = OGq1 — i3

Die Losung von (A.1) kénnen wir jetzt leicht berechnen:

1. Vorwirtseinsetzen: Lose Ly = b.

oy =0
o fiiri=2,3,...,N:
Yi = b — Lis1yia

2. Riickwirtseinsetzen: Lose Rz = y.

_ YN
mn

o firi=N—-1,N—-2,...,1:

® TN

_ Vi Pt
m;

Die LR-Zerlegung und das anschliefende Losen des Systems kosten O(N)
Operationen.
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CG-Verfahren

Die Herleitung des Verfahrens wird z.B. in [9] beschrieben.

Sei A € RV*N eine symmetrisch positiv definite Matrix.
Wir mochten das Gleichungssystem

Az =b (A.2)

mit vorgegebenem b € RV losen.
Die Losung von (A.2) kann man mit dem CG-Verfahren wie folgt bestimmen:
((-, ) sei das Standardskalarprodukt im RY)

1. 29 € RY gegeben, g = Azxg — b, 59 = 19

2. firm=0,1...
.o — (Tm s Tm)
mtl = T v
(ASm » Sm)
® Tm+1 = Tm — Om41Sm

"'m+1 = Tm — am+1A5m
<Tm+1 y Tm+1>
(Tm 5 Tm)

® Syl = Tmy1 T 6m+15m

ﬁm+1 =

Ein mogliches Abbruchkriterium (das auch in den Programmen verwendet wird) ist
[7mll2 < €

Nach spétestens NV Schritten liefert das Verfahren bei exakter Rechnung auch die
exakte Losung z. Die Zahl der Iterationen héngt von der Verteilung der Eigenwerte
ab und ist proportional zu

>\maa: (A)
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SOR-Verfahren

Gegeben ist das Gleichungssystem
Az =1 (A.3)
mit einer symmetrisch positiv definiten Matrix A € R¥*¥ und b € RV.
(A.3) kann iterativ gelost werden mit:
1. (9 € R beliebig und w € (0,2) wihlen
2. Berechne fiir m = 1,2, ...
o firi=1,... N

i—1 N
(m) _ (m-1) W (m) (m—1)

j=1 Jj=i+1

Die Folge der Vektoren z(™ konvergiert dann gegen die Losung von (A.3).

Die Konvergenzgeschwindigkeit hangt u.a. von dem Relaxationsparameter w ab. Ein
mogliches Abbruchkriterium ist z.B. [|z(™ — z(m=Y ||, < e

Details findet man beispielsweise in [9] oder [18].
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