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Kapitel 1

Mengen

1.1 Motivation

Der Mengenbegriff ist von grundlegender Bedeutung in vielen Bereichen der Informatik, z.B.
bei Datenbanken.

1.2 Definition: Menge

Unter einer Menge M verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterscheid-
baren Objekten der Anschauung oder des Denkens, welche die Elemente von M genannt werden,
zu einem Ganzen.

1.3 Anmerkungen

a) Dieser Mengenbegriff geht auf Georg Cantor (1845-1918) zuriick. Er begriindete die mo-
derne Mengenlehre.

b) Der Mengenbegriff ist nicht unumstritten und widerspruchsfrei, geniigt jedoch unseren
Anwendungen.

Beispiel: Der Barbier rasiert alle Menschen, die sich selbst nicht rasieren. Wer rasiert den
Barbier?

c¢) Die Elemente einer Menge werden in geschweiften Klammern eingeschlossen.
Beispiel: {4,1,5}

d) Die Reihenfolge der Elemente spielt keine Rolle. Wir unterscheiden also nicht zwischen
{4,1,5}und {1, 4, 5}. Ebenso spielen Wiederholungen keine Rolle. Wir identifizieren also
{1,4,5}und {1,1,4,5}.



6 KAPITEL 1. MENGEN

e) Symbole fiir wichtige Mengen:

N := {z | x ist natiirliche Zahl } = {1,2,3...}

No := {0, 1,2,3,...} : natiirliche Zahlen mit {0}
Z:={0,1,-1,2,—2,...} : ganze Zahlen
Q:={z|z= g,p € Z,q € N} : rationale Zahlen
R : reelle Zahlen

0, {} : leere Menge (enthilt kein Element)

1.4 Definition: Teilmenge

a) A heifit Teilmenge von B (d.h. A C B oder B D A), wenn jedes Element von A auch
Element von Bist: v € A = x € B.

b) In diesem Fall nennt man B auch Obermenge von A.

c) Zwei Mengen A und B sind gleich (A = B), falls A C Bund B C A. Andernfalls sind
sie ungleich (A # B).

d) Falls A C Bund A # B, schreibt man auch A ;Cé B und sagt: A ist echt enthalten in B.

e) Ist A nicht Teilmenge von B, schreibt man A ¢ B.

1.5 Bemerkungen

a) Beziehungen zwischen Mengen kann man durch so genannte Venn-Diagramme (nach John
Venn (1834-1923)) veranschaulichen.

b) () ist Teilmenge von jeder Menge.

Warum? Es existiert kein Element in (), das nicht zu A gehort.

1.6 Definition: Potenzmenge

Ist M eine Menge, so heif3t
PM):={X|XcM}

die Potenzmenge von M.
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1.7

Beispiele

a) M = {172}’ P(M) = {@, {1}’ {2}’ {172}}
b) M = {CL, b, C}’ P<M) = {®> {a}> {b}7 {C}’ {a7 b}v {av 6}7 {ba C}a {a7 b, C}}
o) M =40, P(M)={0}

1.8

1.9

Algemein gilt: Die Potenzmenge einer n-elementigen Menge hat 2" Elemente.

Operationen auf Mengen
Durchschnitt (Schnittmenge) zweier Mengen M und NV:

MNON :={zlxr € Mundx € N}

M und N heiBen disjunkt, wenn M N N = ().

Beispiel: M = {1,3,5}, N ={2,3,5}, S=1{5,7,8}
MNON={3,5},(MNN)NS={5}

Vereinigung zweier Mengen M und NV:

MUN :={z |z € Moderz € N}

Dabei darf x auch in beiden Mengen sein (“oder” ist kein “exklusives oder”).

Differenzmenge

M\N:=M-N:={z|zeMundx ¢ N}

M \ N heiBt auch Komplement von N in M, Schreibweise: NM.

Wenn die Grundmenge klar ist schreibt man meist N oder N¢.

Satz (Rechenregeln fiir Durchschnitte und Vereinigungen)

Seien M,N und S Mengen. Dann gelten folgende Gesetze:

a) Kommutativgesetze:

) MUN=NUM
i) MON=NNM
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b) Asoziativgesetze:

) ( MUN)US=MU(NUS)
i) (MAON)NS=MnN(NNS)

c) Distributivgesetze

) MN(NUS)=(MnNS)u(MnS)
i) MUNNS)=(MUS)N(MUS)

Ferner gilt fiir jede Menge M

D MUD=M
i) MNO =10
i)y M\ O =M

Beweis von (c)(i).
Zu zeigen:
MNO(NUS)=(MNN)U(MnNS)

-~

:;A =B

Um A = B zu zeigen, zeigen wir, dass A C Bund B C A.
"A C B”: Sei
r€A=x€ Mund(r € Noderx € S)

Falst e N:xe MNN =z (MNN)U(MNS)=B.
Fallsx€e Stz e SNM =z (MnNS)U(MNN) =B.
"B C A”: Sei
reEB=xcMNN oder x €c M NS

Fallsze MNN:=z€ Mundx € N

=x € NUS (wegenx € N)

=zxe€MN(NUS)=A(wegenz € M).

Fallsxe MNS:=x€ Mundxz € S

=zx € NUS (wegenzx € 5)

=xeMN(NUS)=A(wegenz € M) [

1.10 Satz (Rechenregeln fiir Komplementbildung)

Bei Mengen M, N innerhalb einer Grundmenge G gilt:
a)y M\N=MnNN
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b) De Morgan’sche Regeln
) MUN=MNN
i)y MNN=MUN
¢) Aus M C N folgt N ¢ M

* zu b) und c): "Komplementbildung kehrt die Operatoren um”

1.11 Unendliche Durchschnitte und Vereinigungen

Definition: Sei M eine Menge von Indizes (z.B. M = N). Fiir alle n € M sei eine Menge A,
gegeben. Dann ist

U A = {z | z € A, fiir (mindestens) ein i € M}
keM

ﬂ A = {x |z € A firallei € M}

keM

Fiir eine endliche Indexmenge M, z.B. M = {1,...,n}, stimmt diese Definition mit der bisheri-
gen Definition 1.8 liberein. Man schreibt dann:

= AAUAU...UA,

=

=
Il
—

= A NAN..NA,

IDE

i
I

(Wegen der Assoziativitit (1.9b) ist keine Klammerung notig.)

1.12 Beispiel
M=N,4 ={zcR|0<z<;}

¢ endlicher Schnitt:

¢ unendlicher Schnitt:

(Es gibt keine positive Zahl z , die 0 < z < % fiir alle k£ € N erfiillt.)
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1.13 Definition: Kartesisches Produkt
Sei My, My, ..., M, nichtleere Mengen. Dann heifit die Menge der geordneten n-Tupel
M1 X MQ X ... X Mn = {(171,1'2, ,l’n) | xr1 € Ml, To € MQ, ey, Ty € Mn}

das kartesische Produkt der Mengen M, M,, ..., M, (nach René Descartes (latinisiert: Renatus
Cartesius), 1596-1650, Philosoph und Begriinder der Analytischen Geometrie).

Statt My, M, ..., M, schreibt man auch

Xyimy My,
oder .
11
k=1
Ist My = My = ... = M,, =: M, dann schreibt man

M™ statt ﬁ M, .

k=1

1.14 Beispiele

a) M ={1,2}, N ={a,b,c}
M x N ={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢)}
N x M ={(a,1),(a,2),(,1),(b,2),(c,1),(c,2)}
Im allgemeinen gilt also M x N # N x M.

b) MlIMQZMng
RxRxR=R?



Kapitel 2
AUSSAGENLOGIK

Mein teurer Freund, ich rat Euch drum,
Zuerst Collegium Logicum.
(Goethe, Faust I)

2.1 Bedeutung in der Informatik
e Schaltkreisentwurf
e automatisiertes Beweisen, Verifikation

* Anfrage an Suchmaschinen im Internet

2.2 Definition Aussage

Eine Aussage ist ein Satz einer menschlichen oder kiinstlichen Sprache, dem eindeutig einer der
Wabhrheitswerte

wabhr (1)

oder
falsch (0)

zugeordnet werden kann.

2.3 Beispiele
a) “Saarbriicken liegt am Rhein” (falsch)

b) 73 < 57 (wahr)

11
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2.4 Verkniipfung von Aussagen
Wir definieren die Verkniipfungen:

* A : ”nicht A” (Negation)

AN B :”Aund B” (Konjunktion)

AV B :”A oder B” (Disjunktion)

A = B :”A impliziert B” (Implikation)

A & B :”Aist dquivalent zu B” (Aquivalenz)

mittels der Wahrheitswertetafel

A|B|-A|ANB|AVB|A=B| A& B
111] 0 1 1 1 1
110] 0 0 1 0 0
0|11 1 0 1 1 0
00| 1 0 0 1 1

2.5 Anmerkungen
a) AV B ist auch wahr, wenn A und B wabhr sind. (Kein “entweder . ..oder”.)

b) Die Implikation A = B ist immer wahr, wenn die Primisse (Aussage A) falsch ist. Aus
falschen Aussagen konnen auch wahre Aussagen folgen.

Beispiel: ”—1 = 17 ist falsch. Quadrieren liefert ”1 = 17 (wahr).

¢) A = B ist nicht dasselbe wie B = A.

Beispiel:
A: ”’Schnuffi ist ein Dackel”, B: ”’Schnuffi ist ein Hund”
A = B ist wahr, aber B impliziert nicht notwendigerweise A.

2.6 Definition Tautologie

Ein logischer Ausdruck ist eine Tautologie ', falls sich fiir alle Kombinationen der Argumente
eine wahre Aussage ergibt.

Tautologie: frei aus dem Altgriechischen iibersetzt “dasselbe Wort™
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2.7 Beispiel

(A= B) & (-B = —A)

ist eine Tautologie, denn es gilt:

A=B|-B|-A|-B=-A| (A= B) < (-B=-A)

SO~ =
o~ O T
)—‘r—‘O)—‘\U,

—_——= O O

—

—_ O = O
—_ = O

2.8 Satz (Wichtige Tautologien)

a) AV -A Satz vom ausgeschlossenen Dritten
b) =(AA-A) Satz vom Widerspruch
c) ~(-A) < A doppelte Verneinung

(AAB) & (BAA)

D (AvB) e (BvA)

} Kommutativgesetze

AN(BVC) s (ANB)V(AAC)

e) AV(BANC)& (AVB)A(AV C)} Distributivgesetze

—|(A A B) = (—|A V —|B>

D ~(AV B) & (RAA —|B)} de Morgan’sche Gesetze

g) (A= B) & (=B = —A) Kontraposition
h) (A= B) < (-AV B)

i) (ANB)NC & AN(BAC) Assoziativgesetze
(AVB)VC < AV (BVC) £

. (AVA) = A

) (ANA) & A Idempotenz

Héaufige Konvention der Prioritidten: 1)—, 2)A, 3)V, 4)=, 5)<.

Gleichrangige Verkniipfungen werden von links nachs rechts ausgewertet. Klammerung erlaubt
eine andere Reihenfolge und ist im Zweifelsfall stets empfehlenswert.
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2.9 Bemerkung

Man kann zeigen, dass sich Resultate der Mengenlehre, (zB. 1.9 , 1.10) und der Aussagenlo-
gik (zB. 2.8) in einander iiberfiihren lassen, wenn man folgende Ubersetzung vornimmt (M ist
Grundmenge):

c  _

Mengenlehre | M N U
Aussagelogik [0 1 A V - &
Das liegt daran, dass in beiden Fillen die gleiche algebraische Grundstruktur zugrunde liegt

(Bool’sche Algebra, Thema in MfI 2).

2.10 Beispiel einer Tautologie

Mit Satz 2.8 zeigen wir:
(A=B)AN(B=0C))=(A=0)

Beweis:
(A= B)AN(B=0))= (A= 0))
h)

<
(-(A=B)A(B=0C))V(A=0))
PN
(-(A=B)vV~(B=C)V(A=())
-
(7(mAVB)V(=BVC)V(-AV())
D)
((AN=-B)V (BA-C)V (-AV (D))
=9
((AN=B)V-AV (BA-C)VCO)
=
((AV=A)AN(—-BV-A)V(BVC)A(=CV())
Y Y
=
(IN(=BV—-A)V(BVC)A1)
<~

((—|B V —|A) V (B V C))



2.11. QUANTOREN

=)

(mBV B)V-AV ()
1

>
1V-AVC
—
1

2.11 Quantoren

dienen zur kompakten Schreibweise logischer Ausdriicke.
v : fiir alle
3 : es existiert ein
J!: es existiert genau ein
7 : es existiert kein

Beispiel: Vx: A(z) “fiir alle x gilt Aussage A(z)”

2.12 Negation von Aussagen

Negation vertauscht ¥V und 3, und sie negiert die Aussage:
—(3x : A(z)) & Vo : (-A(z))
(Vo : A(z)) & Jz : (-A(z))

Beispiel: ”Alle Radfahrer habe krumme Beine.”

Negation: ”Es gibt einen Radfahrer, der keine krummen Beine hat.”

Bei komplizierteren Aussagen geht man sukzessive vor:
Beispiel:
—~(Fy vz : Az, y))

& Yy (Vo : Az, y))
& Vy 3z : (A(x,y))
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Kapitel 3
BEWEISPRINZIPIEN

3.1 Bedeutung in der Informatik

Informatiker beweisen stindig, sie nennen es nur oft nicht so.

Macht ein Protokoll, was es soll?
Arbeitet mein Algorithmus in allen Fillen korrekt?

Terminiert er in endlicher Zeit?

Einige Tautologien aus Satz 2.8 ermdglichen entsprechende Beweisprinzipien.

3.2 Direkter Beweis

* Man mochte A = B zeigen
* Hierzu zerlegt man A = B in eine Reihe von einfacheren Implikationen

« verwendete Tautologie: (A= B) < ((A= C)A(C = B))

3.3 Beispiel
Satz: Ist eine natiirliche Zahl durch 6 teilbar, dann ist sie auch durch 3 teilbar.
Beweis: Sei n € N durch 6 teilbar

= JdkeN:n=06xk

= n=3x2xk=3pmitp=2xkeN
= n ist durch 3 teilbar.

17
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3.4 Beweis durch Kontraposition (Indirekter Beweis)

* Beruht auf der Tautologie (A = B) < (=B = —A)

 Statt A = B zu zeigen, zeigt man also =B = —A

3.5 Beispiel

Satz: Sei n € Z und n? gerade, dann ist auch n gerade.

Beweis: Annahme: n istungerade = dm € Z: n =2m + 1

Z
S

= n? ungerade.

3.6 Widerspruchsbeweis

* Wir wollen Aussage A beweisen

e Wir nehmen an, A ist nicht wahr

folgern Widerspruch

also ist A wahr.

Beruht auf Tautologie: —(A A = A)

3.7 Beispiel

Satz: v/2 ¢ Q. /2 ist irrational, d.h. v/2 kann nicht als Bruch v/2 = % mit n, m € N dargestellt
werden.

Beweis: Annahme: v/2 = - mit gekiirztem Bruch = (dh. n, m sind teilerfremd).
Aus dem Satz von Pythagoras folgt:

2m? = n? *)
= n? gerade =*° ngerade = Ik € N : n =2k

Einsetzen in (*):
2m? = (2k)* = 4k

3.5
m? = 2k* = m? gerade = m gerade.

Da also m und n gerade sind, war % nicht teilerfremd. Somit ist v/2 nicht rational.
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3.8 Beweis von Aquivalenz

* Um A & B zu zeigen, zeigt man A = Bund B = A
» verwendete Tautologie: (A < B) < ((A= B) A (B = A))

* Um Aquivalenz von vielen Aussagen zu zeigen, bietet sich ein zyklisches Beweisverfahren
an:

ABsCs D

zeigt man durch
A=B,B=C,C=D,D= A.

3.9 Beweis durch vollstandige Induktion

Grundidee:
* Fiir jede natiirliche Zahl n € N sei eine Aussage A(n) gegeben.
* Es gelte:

1) Induktionsanfang: A(1) ist wahr.
2) Induktionsschluss: A(n) = A(n + 1) ist wahr.

* Dann gilt die Aussage fiir alle n € N.

3.10 Beispiel

Definition:
n

Z ap = am + Ay + ... +a, Summenzeichen
k=m
n
H Q) = Gy * Ay * ... x a, Produktzeichen
k=m
n(n+ 1)

5 ,VneN

Satz: Y p  k=1+2+3+..4+n=

Beweis durch vollstindige Induktion iiber n:
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1) Induktionsanfang: Fiir n=1 ist

i’f _1x2

k=1

2) Induktionsschluss: Annahme: A(n) sei wahr fiir ein bestimmtes n € N

Dann folgt
n+1
1
Zk Zk+n+1— (; )+n+1

2(n+1)+n(n+1)
2

2 1
_(n+ >2(”+ ) dh. A1) ist wahr

3.11 Anmerkungen

a) Induktionsbeweise sind hiufig bei Summen und Produktformeln

b) Der Induktionsanfang muss nicht bei 1 beginnen. Beginnt er bei A(k), so gilt die Aussage
A(n) fiir alle n € Nmitn > k.



Kapitel 4
RELATIONEN

4.1 Motivation

Wir mochten

* die Elemente zweier Mengen in Beziehung setzen
* eine Menge in Klassen “dhnlicher” Elemente zerlegen
* die Elemente innerhalb einer Menge ordnen

In der Informatik sind solche Fragen z.B. bei relationalen Datenbanken wichtig.

4.2 Definition Relation

Seine A, B nichtleere Mengen. Eine Relation auf A x B ist eine Teilmenge
RC AX B:={(z,y)|lr € A,y € B}.

Fiir z,y € R sagt man ”’x steht in Relation R zu y” und schreibt auch:

TRy

4.3 Beispiele

a) Ry :={(z,y) € R*|lx = y*},
Ry = {(z,y) e R?*[z <y}
sind Relationen auf R2.

b) Sei S die Menge der Studierenden der UdS und F' sei die Menge der Studienginge. Dann

1st:
B = {(s, f) | s belegt den Studiengang f}

21
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eine Relation auf S x F'. In relationalen Datenbanken werden Datensitze durch solche
Relationen beschrieben.

4.4 Definition Reflexiv, Symmetrisch, Transitiv
(Aquivalenzrelation)
Eine Relation R C A x A heift:
o reflexiv, falls rtRx Vx € A,
e symmetrisch, falls tRy = yRx Vx,y € A,
* transitiv, falls aus x Ry und y Rz stets z Rz folgt.

Ist eine Relation R reflexiv, symmetrisch und transitiv, so heif3t sie Aquivalenzrelation auf A.
Statt x Ry schreibt man in diesem Falle auch z ~ .

4.5 Beispiele

a) Sei A die Menge aller Einwohner Deutschlands. Wir definieren die Relation
xRy < x und y haben ihren Wohnsitz in der selben Stadt.
Dann ist R eine Aquivalenzrelation.
b) A := 7. Betrachte die Relation
Rs := {(x,y) € Z*®| v — y ist ohne Rest durch 5 teilbar}.
Dann gilt:

1) Reflexivitit:
rRsx Vo € Z,da x — x = 0 durch 5 teilbar ist

i) Symmetrie: Sei z R5y
= dkeZ: x—y=>5k
z
S

iii) Transitivitit: Sei zRsy und yRs52
= dk,l€Z:x—y=>5kundy — z =5l

= ac—z=@—y)+(y—2) =5k+5l=>5(k+1) dh. zRsz.
Z
€
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Somit ist R5 eine Aquivalenzrelation auf Z

c) A:==Rund S := {(z,y) | < y}.
S ist keine Aquivalenzrelation: nicht reflexiv, nicht symmetrisch.

Aquivalenzrelationen erlauben eine Zerlegung in Klassen:

4.6 Definition Aquivalenzklasse

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A und a € A.
Dann heif3t
la] :={x € Alz ~ a}
die Aquivalenzklasse von a.
Die Elemente von [a] heifien die zu @ dquivalenten Elemente.

4.7 Beispiel
Sei R5 wie in 4.5 b) definiert. Dann ist

la] :== {z € Z|z — a ist durch 5 teilbar}
Insbesondere gilt:

« [0] :={0,5,10,15,..., =5, —10, —15, ...}

e [1]:=1{1,6,11,16,...,—4,-9,—14, ...}
e [2]:=4{2,7,12,17,..., -3, -8, 15, ...}
e [3]:=1{3,8,13,18,...,—2, -7, —12, ...}
e [4] :=1{4,9,14,19,...,—1,—6,—11, ...}
Offenbar gilt:
* [5] = [0]
- 6] = [1]
< 7=, [2

Man nennt Z; := {[0], [1], [2], [3], [4]} die Restklassen von Z modulo 5.
Es gilt: Z = [0] U [1] U ... U [4], und [0]...[4] sind disjunkt.
Ist dies Zufall?
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4.8 Definition Partition

Eine Partition einer Menge A ist eine Menge P = {A;, A,, ...} von nichtleeren Teilmengen von
A mit:

b)

Man schreibt auch

4.9 Satz (Partitionseigenschaft von Aquivalenzklassen)

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Dann bildet die Menge der Aquivalenzklassen eine Partition
von A.

Beweis:

a) Seien B und C Aquivalenzklassen von A.
Durch Kontraposition zeigen wir: Falls B # (), so sind B und C' disjunkt.

Seien also B und C nicht disjunkt:

BNC # 0.
Seien [b] = B, [¢] =Cundy € BNC.
Um B = C zu zeigen, beweisen wir B C C'und C' C B.

"BCC”:
Seire B=xz~b trans
DayEB:ywbsygmbwy} T~y tmmch, dh.zeC
Wegeny € C' =y ~c¢
”C' C B” : Geht auf dieselbe Weise.

b) Fiir jedes z € A ist x € [z] (wegen Reflexivitit)

= A= [J]

z€A

3 2

Eine Aquivalenzrelation verhilt sich im Prinzip wie “="".

Wie lassen sich Relationen charakterisieren, die sich wie “<” verhalten, d.h. als Ordnungsrela-
tionen wirken?
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4.10 Definition Teilordnung

Sei A # (). Eine Relation R C A x A heiBt Teilordnung auf A, wenn gilt:
a) Ristreflexiv: *Rx Vre A
b) Rist transitiv: zRy,yRz = xRz Vr,y,z€ A

¢) Ristantisymmetrisch: xRz, yRr = vz =y Vz,y € A.

Ferner heilit R total, wenn xRy oder yRx fiir alle x,y € A gilt, d.h. wenn = und y stets
vergleichbar sind.

Eine totale Teilordnung nennen wir auch (Total-) Ordnung.

4.11 Beispiele

a) Die Relation ”<” definiert eine Teilordnung auf R:

i) reflexiviz <y Vr e R
i) transitivizc <yundy < z=zx<zVr,y,z € R
iii) antisymetrisch: z <y, y<r=x=yVr,y e R

Dax < yodery < z fiiralle x, y € R gilt, ist ”<” sogar eine Totalordnung.

b) Sei M eine Menge: Betrachte Relation ”C” auf Potenzmenge P (M ).
Dann ist das eine Teilordnung auf P(M):
i) reflexiv: A C AVA € P(M)
ii) transitiv: AC Bund BC C = AC CVA,B,C e P(M)
iii) antisymmetrisch: A C Bund BC A= A= BVYA,B e P(M)

Allerdings ist ”C” keine Totalordnung. Betrachte zB. M = {1,2,3,4}. Dann sind die
Teilmengen {1} und {2, 3} nicht vergleichbar.

c) Sei M die Menge der englischen Worter mit 4 Buchstaben. Verwendet man die alphabe-
tische Ordnung und vereinbart, dass Grobuchstaben vor Kleinbuchstaben kommen, liegt
eine Totalordnung vor (lexikographische Ordnung).
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Kapitel 5
ABBILDUNGEN

5.1 Motivation

Wir wollen nun spezielle Relationen betrachten, die in der Praxis sehr wichtig sind. Bei ihnen
wird jedem Element einer Menge ein eindeutiges Element einer anderen Menge zugeordnet.

5.2 Definition Abbildung

Eine Abbildung (Funktion) zwischen zwei Mengen M und N ist eine Vorschrift f : M — N,
die jedem Element = € M ein eindeutiges Element f(x) € N zuordnet. Schreibweise:

z— f(z)

M ist der Definitionsbereich, N der Wertebereich von f.

5.3 Beispiel

M ={a,b,c,d} , N ={1,2,3,4}

Yy

a— fla)=1

5.4 Wichtige Begriffe

Fiir eine Teilmenge A C M heiit f(A) := {f(x) |z € A} das Bild von A.

27
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Fiir B C N heiBt f~'(B) := {z € A| f(z) € B} das Urbild von B.
Im Beispiel 5.3:

f({a,0}) = {1}
f({a,c}) = {1,3}
F{3h) =A{c}
{2 =0
Hat B nur 1 Element, B = {y}, dann setzt man f~!(y) := f~*({y}).
Ist f : M +— N eine Abbildung und A C M, dann heif3t
fla:A—= N, A>aw f(a) €N

die Einschrinkung von f auf A.

Die Relation

Ipi=A{(z,y) e M x Ny = f(x)}
heiBt Graph von f.
Beispiel: f : R — R, 2 +— 22

5.5 Reellwertige Funktionen

Funktionen vom Typ f : D — R mit einer nichtleeren Teilmenge D C R zidhlen zu den wich-

tigsten Abbildungen.

Beispiele:

a) identische Abbildung

dg: R—=R, 2~z
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b) entier-Funktion

entier : R — Z C R, entier(z) := grofite ganze Zahl < x

f:D >R, f(x):x;il mit D = R\ {~1,1}

5.6 Definition Injektiv, Surjektiv, Bijektiv
Eine Abbildung

f:M—N
heif3t:

* surjektiv, wenn es fiiralley € N enz € M gibt mit f(z) =y

(d.h. f(M) = N, ”Abbildung auf N)

* injektiv (eineindeutig), wenn keine 2 verschiedenen Elemente von M auf N abgebildet
werden:

f(x1) = f(z2) = 21 =122,

* bijektiv, wenn f surjektiv und injektiv ist.

5.7 Beispiele
a) f:R—R,x+— 2?ist

— nicht surjektiv, da z.B. —1 kein Urbild hat
— nicht injektiv, da z.B. f(2) =4 = f(-2)

b) f:R-Rf ={zeR|z>0},z+— z?ist

— surjektiv, aber nicht injektiv
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o) Ry 5 R:={reR|z>0},r— z?ist
— nicht surjektiv, aber injektiv

d) f:Rf = RS,z — 2?ist
— injektiv und surjektiv, also bijektiv.

Bijektive Abbildungen kann man umkehren:

5.8 Definition Umkehrfunktion
Ist eine Abbildung f : M — N bijektiv, so hei3it die Abbildung
ff':N—=M,y—z mity=f(x)

die Umkehrabbildung von f.

5.9 Beispiel

R =R,z 2?

hat die Umkehrabbildung
TR =R o= Va.

Abbildungen lassen sich miteinander verkniipfen.

5.10 Definition Verkniipfung (Komposition)

Seien f : A — Bund g : B — C Abbildungen, dann heiflt die Abbildung

gof: A=C, x—yg(f(r))

die Verkniipfung oder Komposition (oder Hintereinanderschaltung) von f und g.

Sprechweise: ”’g verkniipft mit {” oder g Kringel {”

5.11 Satz (Assoziativitit der Verkniipfungen)

Seien f: A— B,g: B— C,h:C — D Abbildungen.

Dann gilt:
(hog)of=hol(gof)

d.h. die Verkniipfung ist assoziativ.
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Beweis. Ist x € A, so gilt

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))) = h((g o f)(x)) = (ho(go f))(x).

5.12 Vorsicht!

Die Verkniipfung von Abbildungen ist i.A. nicht kommutativ.
Beispiel:

fR->R, z—ao+1

f:R—=R, x—2?

= (fog)(w) = fa?) =a?+ 1, aber
(go f)lx)=glz+1)=(z+1)? =2+ 22 + 1,
dh. fog # gof.
Die Verkniipfung kann auch als Nachweis von Injektivitit, Surjektivitdt und Bijektivitidt dienen:

5.13 Satz (Kriterium fiir Injektiviat, Surjektiviat,
Bijektivitat)
Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen den nichtleeren Mengen X,Y. Dann gilt:
a) fistinjektiv< dg:Y — X mitgo f =id,
b) fistsurjektiv < dg:Y — X mit fog=id,

c) fistbijektive Jg:Y — X mitgo f =id, und f o g = id,
In diesem Fall ist g die Umkehrabbildung f~!.

Beweis
a) "=" Sei f injektiv.
Dann existiert zu jedem y € f(X) genau ein x € X mit f(x) = y. Setze g(y) := x.
Firalle y € Y\ f(X) setzen wir g(y) := xo mit zy € X beliebig.
Dannistg: Y — xmitgo f = id,.

7<”Seig:Y — X mitgo f =id,.
Sei ferner f(z1) = f(x2).
= a1 =g(f(z1)) = g(f(x2)) = x2, d.h. fist injektiv.
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b) ”=" Sei f surjektiv.
Zu jedem y € Y wihlen wir ein z € X mit f(z) = y und setzen g(y) := x.
Dann hat g : Y — X die Eigenschaft f o g = id,,

’<"Seig:Y — X mit f og = 1id, gegeben. Seiy € Y.
= y=f(g(y)),dh ye f(X). Alsoist f surjektiv.

c) folgt direkt aus a) und b) sowie der Definition der Umkehrabbildung.

5.14 Definition Machtigkeit von Mengen

Eine nichtleere Menge M heif3t endlich, falls ein n € N existiert und eine Bijektion

fAL...,n} — M.

n ist eindeutig bestimmt und heiBt die Michtigkeit (Kardinalitiit, Kardinalzahl ') von M.
Schreibweise: |M| = n, in manchen Biichern z.T. auch #M = n.
Der leeren Menge ordnet man die Kardinalitit O zu.

Man kann die Elemente von M aufzidhlen:
M = {my,...,m,}, wobei f(i) =m; firi € {1,...,n}.

Ist M nicht endlich, so heifit M unendlich.

2 Mengen sind gleichméchtig, wenn eine bijektive Abbildung zwischen ihnen existiert.
Wir nennen eine Menge abzéhlbar, falls eine bijektive Abbildung f : M — N existiert.
Als Symbol fiir die Méchtigkeit |N| benutzen wir X, (“aleph 07)

5.15 Beispiele
* {5,7,2,9}| =4
* |Z| =Ny ,denn mit Z = {0,1,—1,2,—2, ..., } ergibt sich eine Aufzihlung mit der Bijek-

tion
f " N—=Z,

n .
5, fiir n gerade

n—1 .
#5=, fiir n ungerade

'abgeleitet aus dem Lateinischen, “cardo”: Tiirangel bzw. Dreh- und Angelpunkt



5.16. SATZ (ABZAHLBARKEIT VON Q)

5.16 Satz (Abzihlbarkeit von Q)

Q ist abzihlbar, d.h. |Q| = N,.

Beweis: (nach Cantor 2, ca. 1877)
Wir beschrénken uns zunichst auf Q1 := {¢g € Q| ¢ > 0}.

Die Elemente aus Q% lassen sich folgendermaBen anordnen:

5
6

/
/

Durch Weglassen doppelter Elemente entsteht die Anordnung
11 3 21
- =34, =, =, -, ...
Y 2 ) 3 Y 37 Y 2 ) 3 Y 4 ) Y
die sich bijektiv auf N abbilden ldsst.

1,2

33

Der Beweis ldsst sich auf ganz Q ausdehnen: Vor die Eins fiigt man eine Null an, und hinter jeder

Zahl deren Negatives:

1 11 1

0,1, —1,2, —2

Y

) 55 _57 §7 _ga
2Georg Cantor (1845-1918), deutscher Mathematiker und Begriinder der Mengenlehre
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Bemerkung: Nicht alle unendlichen Mengen sind gleichméchtig. Z.B. ist R iiberabzihlbar (d.h.
nicht abzihlbar).

5.17 Satz (Aquivalenz von Surjektivitit und Injektivit:it)

Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen endlichen, gleichméchtigen Mengen X und Y.

Dann sind dquivalent:
a) f istinjektiv,
b) f ist surjektiv,
c) f ist bijektiv.
Beweis: Wegen der Definition der Bijektivitit geniigt es, (a) < (b) zu zeigen.

* "a) = b)": Sei f: X — Y injektiv
= |f ' (y)| <1Vy €Y (einige y € Y konnten kein Urbild haben)

= X=X, [T <X, 1=1Y]
Wegen | X| = |Y| muss | f~!(y)] = 1Vy € Y gelten
= [ ist surjektiv, da jedes Element aus Y zu f(X) gehort.

* ”’b) = a)”: Sei f : X — Y surjektiv
= |f"Yy)| > 1Vy € Y (mehrere Urbilder moglich)
= Y=, 1 <1 W) = IX]
Wegen | X| = |Y| muss |f~!(y)| = 1Vy € Y gelten
= f istinjektiv, da keine zwei Elemente aus X auf dasselbe y € Y abgebildet werden.

g

5.18 Folgerungen

Aus dem Beweis von 5.17 folgt fiir endliche Mengen X, Y:
e Ist f: X — Y injektiv, dann st | X| < |Y].
o Ist f : X — Y surjektiv, dann ist | X| > |Y].

Die Kontraposition zu (a) ergibt:
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5.19 Satz (Schubfachprinzip)

Seien X und Y endliche Mengen. Dann ist eine Abbildung f : X — Y mit |X| > |Y]| nicht
injektiv.
Anders formuliert:

Seien m Objekte in n Kategorien (“Schubfidcher”) eingeteilt. Wenn m > n ist, gibt es mindestens
eine Kategorie, die mehr als 1 Objekt enthiilt.

5.20 Beispiele

a) Unter 13 Personen gibt es mindestens 2, die im selben Monat Geburtstag haben.

b) In jeder Gruppe von 2 oder mehr Personen gibt es mindestens 2, die die gleiche Anzahl
von Bekannten innerhalb dieser Gruppe haben.

Dabei sei “bekannt” eine symmetrische, nicht reflexive Relation.

Beweis:
Objekte: alle m Personen der Gruppe.
Kategorien: Personen mit gleicher Anzahl von Bekannten.
Ky, Ky, ..., K, _1: Personen mit 0,1, ..., m — 1 Bekannten.

Das Schubfachprinzip® ist jedoch nicht direkt anwendbar, da die Objektzahl m identisch
mit Kategorienzahl ist.

Es gibt jedoch eine Kategorie, die nicht auftritt. Denn: (i) Angenommen, eine Person ist in
Km—l

= Sie kennt alle anderen
= Alle anderen haben mindestens 1 Bekannten

= K| ist leer.

(ii) Falls keine Person in K,,_ ist, ist K,,,_; leer.

Also ist das Schubfachprinzip anwendbar und die Behauptung bewiesen.

3engl. “pigeonhole principle”, daher auch Taubenschlagprinzip
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Kapitel 6

PRIMZAHLEN UND TEILER

6.1 Bedeutung in der Informatik

Wichtige Algorithmen in der Kryptographie (z.B. RSA-Algorithmus') beruhen auf grundlegen-
den Ergebnissen der Zahlentheorie: Es ist einfach, 2 groBe Primzahlen > zu multiplizieren, aber
schwierig, eine gro3e Zahl schnell in ihre Primfaktoren zu zerlegen.

6.2 Satz (Division mit Rest)
Zu jeder Zahl a € Z und jeder Zahl b € N gibt es eindeutig bestimmte Zahlen ¢, r € Z mit
a=qxb+1r, 0<r<hb.

Wir nennen ¢ den Quotienten und r den Rest der Division von a durch b.
a heiBt Dividend, und b ist der Divisor.

Beweis:
Betrachte den Fall a > 0. Sei ¢ die groBte ganze Zahl mit g x b < a.

Dann gibt es ein 7 > 0 mit gxb+r = a. Ferner gilt r < b, denn andernfalls wire ¢ nicht maximal
gewesen.

Den Fall a < 0 zeigt man analog.

Besonders interessant ist der Fall » = 0 und die Erweiterung b € Z \ {0}.

"'benannt nach den Entwicklern Rivest, Shamir und Adleman
2 aus dem Lateinischen (numerus primus), “die erste Zahl”

37
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6.3 Definition ”’b teilt a”’

Seien a, b € 7. Wir sagen b teilt a”, d.h. b|a, wenn es ein g € Z gibt mit @ = ¢b. In diesem Fall
heif3t b Teiler von a.

Falls b kein Teiler von a ist, schreiben wir b 1 a.

Eine natiirliche Zahl p > 1 heif3t Primzahl (“ist prim”), wenn sie nur die trivialen Teiler +p und
+1 hat.

Zahlen, die nicht prim sind, heilen zusammengesetzt.

6.4 Beispiele
a) —7/63,da 63 = (—9)x*(—7)
b) 11 ist prim
c) 35 ist zusammengesetzt: 35 = 5% 7

Folgende Teilbarkeitsregeln sind leicht zu zeigen.

6.5 Satz (Teilbarkeitsregeln)

a) Aus a|bund b|c folgt alc.
(Bsp.: Aus 3|12 und 12|24 folgt 3|24.)

b) Aus b1|CL1 und b2|(12 fOlgt bl * b2 | ay * as.
(Bsp.: Aus 2|4 und 7|21 folgt 14(84.)

c) Aus bla; und blay folgtb|a*xa; + Bxay Ya,[ € Z.
(Bsp.: Aus 3|6 und 3|9 folgt 3| (2% 6+ 3%9).)

d) Aus a|bund b|a folgt |a| = |b].

6.6 Satz (Fundamentalsatz der Zahlentheorie)

Jede natiirliche Zahl n > 1 ist als Produkt endlich vieler (nicht notwendig verschiedener) Prim-
zahlen darstellbar (Primfaktorzerlegung).
Diese Zerlegung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Beweis: z.B. im Buch von Brill: Mathematik fiir Informatiker, S. 60-63.

Beispiel: 84 = 22 x 3 7 ist eine Primzahlfaktorisierung.
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Bemerkung: Jede Primzahl stellt bereits einen Faktor dar, z.B. kann man nicht die 3 in der Form
3 = 3 x 1 zerlegen, da die Eins keine Primzahl ist.

Dieser Kunstgriff ist notwendig, um die Eindeutigkeit der Zerlegung zu gewihrleisten: Wiirde
man die Eins als Faktor zulassen, so wiirde man wegena = a* 1 * 1% ...+ 1 firallea € N
beliebig viele weitere (1-) Faktoren erhalten.

6.7 Primzahlfaktorisierung grofler Zahlen ist aufwandig

Ein einfaches (nicht sehr effizientes) Verfahren zur Primzahlfaktorisierung ist das Sieb des Erathostenes
(Erathostenes von Kyrene, ca. 276-194 v. Chr.):

* Um zu priifen, ob n prim ist, geniigt es, fiir jede Primzahl p < /n zu testen, ob sie n teilt.

* Findet man einen Teiler p, setzt man das Verfahren mit % fort.

¢ Findet man im Bereich 2 < p < \/n keinen Teiler von n, so ist n selbst prim.

6.8 Beispiel

Zur Primzahlfaktorisierung von 84 geniigt es, alle Primzahlen < /84 ~ 9.17 zu testen, d.h.
2,3,5,7.

Wegen 7|84 fihrt man mit % = 12 fort.

Hier miissen nur noch 2 und 3 getestet werden.

12

5 =4

4 =2x%2

= 84 =T7x%x3x%x22

6.9 Definition (groBter) gemeinsamer Teiler

Sind @, b, ¢ € Z und gilt d|a und d

Wenn fiir jeden anderen gemeinsamen Teiler ¢ von a und b gilt: c¢|d,
dann heiB3t d groBter gemeinsamer Teiler (ggT; englisch: ged fiir “greatest common divisor”):

d=ggT(a,b).

b, so heilit d gemeinsamer Teiler von a und b.

6.10 Beispiel

99T (84,66) = 6, denn 84 und 66 haben die Primfaktorzerlegung

84 =22%x3xT7und2x3x11.
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ggT ist das Produkt der gemeinsamen Faktoren 2 und 3.
Gibt es einen schnellen Algorithmus zur Berechnung des ggT?

Hierzu bendtigen wir einen Hilfssatz (Lemma).

6.11 Lemma (Eigenschaften des ggT)
Seien a, b, ¢ € Z. Dann gilt:

a) d=ggT(a,b) < d=ggT(b,a— qb)

b) Ista = gb, so gilt b = ggT'(a,b)

Beispiele:

zua) b= ggT(84,66) < 6= ggT(66,84 —1%66) = ggT(66,18)
zub) 84 ="T#12 = 12 = ggT(84,12)

Beweis des Lemmas:

* Wir zeigen nur =" ("<=" geht dhnlich).
Sei also d = ggT(a,b).
Aus d|a und d|b folgt mit 6.5(c): d |a — qb.
Also ist d gemeinsamer Teiler von b und a — gb.

Um zu zeigen, dass d auch grofiter gemeinsamer Teiler ist, betrachten wir einen weiteren
gemeinsamen Teiler ¢ und zeigen c|d :

clb = c|qb} c|(a—g¢b)+ ¢b, d.h. c|a,

cla —qb cld, dad = ggT(a,b).
nach Vor. c|b

b) Priife Definition des ggT fiir b nach:

Aus a = gb folgt b|a.
Wegen b|b ist b gemeinsamer Teiler von a und b.

Sei ¢ ein weiterer gemeinsamer Teiler von a und b: c|a , c|b.
Wegen c|bist b = ggT'(a,b).

Dieses Lemma bildet die Grundlage des Euklidischen Algorithmus’.
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6.12 Satz (Euklidischer Algorithmus zur Bestimmung des ggT)

Fiir die natiirlichen Zahlen a und b mit a > b setzen wir ry := a , 1 := b und berechnen folgende
Divisionen mit Rest:

ro = qoT1 + T2 (0 <ry<m1)

T1:C]17“2—|—7“3 (0<7“3<T2)

Tn—2 = Qn—9Tn—1+7Tn (O <71 < rnfl)
Tne1 = Qn-1"n (Verfahren terminiert ohne Rest)

Dann ist r,, = gg7T'(a, b).

6.13 Beispiel

Gesucht: gg7'(133,91)
Euklidischer Algorithmus:

133 =1%91 + 42
91 =242 +7
42 =67

Alsoist 7 = gg7'(133,91).

6.14 Beweis von Satz 6.12

Die Reste r; werden in jedem Schritt echt kleiner.
= Der Algorithmus terminiert nach endlich vielen Schritten mit Rest 0.

Fiir ggT'(a,b) = ggT (1o, 1) gilt nach Lemma 6.11(a):

99T (ro,m1) = ggT (11,70 — qor1) = 991 '(r1,72)
——

T2

g1 (r1,72) = ggT'(ra, 71 — qura) = ggT' (12, 13)
—_——

3

99T (rn—2,1n-1) = 99T (Tn-1,Tn—2 — qn-27n—1) = 997 (rn—1,7n)

Tn

und somit gg7'(a,b) = ggT (rn—1,7,) .
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Dar, 1 = ¢,_17x, folgt nach Lemma 6.11(b):

rn = 99T (r—1,7,) und daher r,, = gg7T'(a,b) .



Kapitel 7
MODULARE ARITHMETIK

7.1 Bedeutung in der Informatik

Rechnen mit Kongruenzen ist u.A. wichtig fiir:

* Suche von Datensitzen in groen Dateien (Hashing)

Priifziffern (ISBN , Barcodes)

Kryptographie

* Generierung von Pseudozufallszahlen

7.2 Definition kongruent modulo m

Zwei Zahlen a, b heiBen kongruent modulo m, wenn m € N ein Teiler von a-b ist: m | a — b.

Wir schreiben ¢ = b mod m und nennen m Modul.

7.3 Beispiele
e 7=22modb5,dab|7— 22

* 8#%22modb5,dab t 8—22

7.4 Satz (Zusammenhang Kongruenz — Division mit Rest)

Es gilt a = b mod m genau dann, wenn a und b bei Division durch m den selben Rest besitzen.

43
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Beweis:
”=-:"Seia = b mod m. Seien ferner ¢y, g2, 71,72 € Z mit

a=qm-+rmr;
b=qgm+ry
und 0 < rq,ry <m
= a—b=(q —q@)m+ (ri—r).
Wegena =b mod m gilt: m|a—b
= ri—1r9=0,dh.ry =nry.

7«1 Sei umgekehrt
a=qm-++r

b=qgm+r
= a—b= (g —q)m,dh.m|a—>.
0
7.5 Interpretation als Aquivalenzrelation
Kongruenz modulo m definiert eine Aquivalenzrelation (vgl. Kapitel 4) auf Z, denn es gilt:
* Reflexivitit: « = @ mod m, da m|0
* Symmetrie: a =b mod m = mla—10b
= m|b—a = b=a modm
* Transitividt: Seien a = b mod mund b = ¢ mod m
= m|a—bundm|b—c.
Mit 6.5(c) folgt m|(a —b) + (b—c¢),dh. m|a —c.
Somit ist a = ¢ mod m.
g

7.6 Definition Restklassen von Z modulo m

Die Aquivalenzklassen
b] == {a€Z|a=b mod m}
mit b € {0, 1,...,m — 1} heiBen Restklassen von Z modulo m.

Wir schreiben
L, = {[0],[1],...,[m — 1]}
fiir die Menge aller Restklassen von Z modulo m.

Konnen wir in der m-elementigen Menge Z,,, dhnlich rechnen wie in Z?
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7.7 Lemma (Addition von Elementen zweier Restklassen)

Seien [a], [b] € Z,, und seien @’ € [a] und b’ € [b] beliebig.
Dannista’ 4+ 0’ € [a + b].

Beweis: Fiir a’ € [a], b € [b] existieren p, ¢ € Z mit
ad—a=pxm

bV —b=qgxm
= d+b=@prmta)+(gn+d)={p+qg*m+(a+d)
= d+belat+l].

Dieses Lemma motiviert:

7.8 Definition Modulare Addition

Seien [a], [b] € Z,,. Wir definieren die (modulare) Addition von [a], [b] durch

[a] + [b] :== [a + b].

7.9 Beispiel
Additionstafel in Zg

2] [3] [4] 5]
21 3] [4] [5]
[31 [4] [5] [0]
[4] [5]1 [0] [1]
[
[
[

51 [0] [11 [2]
o1 (11 [2] (3]
11121 [3] [4]

AW = O+
el — — — —

DB W= OO
e — — — — — | —
O N AW | =
] d e ] e |

e e
e

denn es gilt z.B.: [3] + [5] = [8] = [2].

7.10 Satz (Eigenschaften der modularen Addition)

Die Addition in Z,, hat folgende Eigenschaften:

a) Kommutativgesetz:

45
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b) Assoziativgesetz:

¢) Inverses Element: Zu jedem [a] € Z,, 3 [b] € Z,, mit [a] + [b] = [0].
Beweis:

a) [a] + [b] = [a+b] = [b+ a] = [b] + [d]

b) ([a] + [b]) + [c] = [a+ 0] + [d] = [a+ b+ c] = [a] + [b+ ] = [a] + ([b] + [c])

¢) [a] +[0] = [a + 0] = [q]

d) Das inverse Element zu [a] ist [m — a] , denn
la] + [m —a] = [a+m —a] = [m] = [0].

Kann man auf dhnliche Weise auch eine Multiplikation einfiihren?

7.11 Lemma (Multiplikation von Elementen zweier Restklas-
sen)

Seien [a], [b] € Z,, und seien @’ € [a] und i’ € [b] beliebig. Dann ist
a *b € [axb.
Beweis: Fiir a’ € [a], i € [b] existieren p, ¢ € Z mit
a—a=pm, b —b=qgm

= dx*b = (pm+a)x(gm+0b)
= pgm?* + pmb + gma + ab
= (pgm + pb+ qa)m + ab
= dxb elaxb].

Dieses Lemma motiviert



7.12. DEFINITION MODULARE MULTIPLIKATION 47

7.12 Definition Modulare Multiplikation

Seien [a], [b] € Z,,. Wir definieren die (modulare) Multiplikation von [a] und [b] durch
la] % [b] := [axDb].

7.13 Beispiel

Multiplikationstafel in Zg

* 0] (11 [2] [31 [4]1 I[5]
[0] | [0] [0] [0 [O1 [O] [O]
(11 [0] [11 (2] [31 [4] I[5]
[2] | [0] [2] [4] [O] (2] [4]
[31 | (01 [3] [0] [31 [O] [3]
[41 | [0] [4] [2] [O1 [4] (2]
[51] 101 5] (41 [31 [2] [1]
denn es gilt z.B. [2] * [5] = [10] = [4].

Beachte:

a) Es kommen im allgemeinen nicht alle Elemente in jeder Zeile/Spalte vor. Manche fehlen,
manche treten mehrfach auf.

b) Aus [a] * [b] = 0 folgt im allgemeinen nicht [a] = 0 oder [b] = 0.

7.14 Satz (Eigenschaften der modularen Multiplikation)

Die Multiplikation in Z,, hat folgende Eigenschaften:
a) Kommutativgesetz: [a] * [b] = [b] x [a] V [a], [b] € Z)y,
b) Assoziativgesetz: [a] * ([0] x [¢]) = ([a] * [b]) * [c] V [a], ][], [c] € Z.,

c) Existenz des neutralen Elementes der Multiplikation:
[1] ist neutrales Element, d.h. [1] % [a] = [a] Va € Z,,.

Beweis: Ahnlich elementar wie der Beweis von Satz 7.10.

7.15 Bemerkung

Offensichtlich findet man nicht zu jedem Element [a] € Z,, \ {[0]} ein inverses Element [b] bzgl.
der Multiplikation (d.h. [a] * [b] = [1]).

Beispiel 7.13 zeigt, dass [2], [3] und [4] kein Inverses haben. Gibt es einen Grund dafiir?
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7.16 Satz (Multiplikative inverse Elemente in 7Z,,)

la] € Z,, \ {[0]} hat genau dann ein inverses Element bzgl. der Multiplikation, wenn a und m
teilerfremd sind (d.h. ggT'(a,m) = 1).

Beweis:
”=" Sei [b] ein multiplikatives Inverses zu [a] € Z,, \ {[0]}
= [1] = [a] * [0] = [a * D]

=3d¢c€Zsdaxb—1=qm. (¥

Um zu zeigen, dass ggT'(a,m) = 1 ist, zeigen wir, dass fiir jeden Teiler ¢ von a und m
gilt: c|1.

Fiir c|a und ¢|m folgt mit Satz 6.5 ¢): c|(ab — gm).
Wegen (*) bedeutet dies c|1.

7« Siehe z.B. Beutelspacher / Zschiegner: Diskrete Mathematik fiir Einsteiger, Vieweg, 2002
(Satz 5.3.4).

O

7.17 Folgerung

Falls p eine Primzahl ist, so ist p teilerfremd zu jedem a € {1,2,....,p — 1}.

Wegen Satz 7.16 hat dann jedes Element in Z, \ {[0]} = {[1], [2], ..., [p — 1]} ein multiplikatives
Inverses.



TEIL B: EINDIMENSIONALE
ANALYSIS

Bedeutung in der Informatik

* Analysis beschiftigt sich mit Grenzwerten, Differentiation, Integration.

* Viele Erscheinungen in den Natur- und Ingenieurswissenschaften lassen sich mit Hilfe der
Analysis beschreiben.

* In der Informatik sehr wichtig z.B. bei Komplexitdtsabschidtzungen und in physiknahen
Bereichen wie Visual Computing.

49
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Kapitel 8
AXIOMATIK DER REELLEN ZAHLEN

8.1 Motivation

* Analysis verwendet grundlegende Eigenschaften der reellen Zahlen.
* Reelle Zahlen bilden die Grundlage allen Messens.

* Mit Messergebnissen kann man rechnen, Vergleiche anstellen und Grenzwerte betrachten.

Wir wollen diese Eigenschaften zunichst formalisieren, um zu sehen, was die reellen Zahlen
gegeniiber anderen Zahlbereichen (wie z.B. Z oder Q) auszeichnet.

Die Rechenregeln auf R lassen sich durch die Gruppen- und Korperstruktur formalisieren.

8.2 Definition kommutative (abelsche) Gruppe

Eine kommutative (abelsche) Gruppe' (G, o) besteht aus einer Menge G und einer Verkniipfung
o : G X G +— G mit folgenden Eigenschaften:

a) Assoziativgesetz: (aob)oc=ao(boc) Va,b,ceG
b) Neutrales Element: e € G’ s.d.eoca=a Va € G
c¢) Inverse Elemente: Zu jedem a € G existierteinb € Gmitaob=e

d) Kommutativgesetz: aob=boa Va,be G

'nach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802-1829)
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8.3 Beispiele

a) (Z,+) ist eine kommutative Gruppe mit 0 als neutralem Element.

)

)
d)

=2

o

(

(Z, +) ist eine kommutative Gruppe (vgl. 7.10).

(R, +) ist eine kommutative Gruppe mit 0 als neutrales Element.
(

R
R\ {0}, %) ist eine kommutative Gruppe mit 1 als neutralem Element.

8.4 Definition Korper

Ein Korper (engl: field) (K, +, *) besteht aus einer Menge K und zwei Verkniipfungen +, * :
K x K — K mit folgenden Eigenschaften:

a) (K,+) ist eine kommutative Gruppe. Wir bezeichnen das neutrale Element mit 0, und das
Inverse zu a € K mit —a.

b) (K \ {0}, *) ist eine kommutative Gruppe. (Oft setzt man K* := K \ {0}.)
Das neutrale Element wird mit 1 bezeichnet und das Inverse zu a € K* mita~! = i

c¢) Es gilt das Distributivgesetz: (a +b) xc=a*xc+bxc Va,c,b € K.
(Wir gehen davon aus, daB  stirker bindet als +).

Bemerkung. Mita—b := a+(—b)und ¢ := axb~' existieren in einem K6rper auch Subtraktion
und Division (b # 0).

8.5 Beispiele

a) (Q,+, ) und (R, +, ) sind Korper.

b) (Z,+, ) ist kein Korper, da es nicht fiir jedes x € Z* ein multiplikatives Inverses in Z*
gibt.

¢) (Z,,+, ) ist ein Korper g.d.w. p prim ist. (Vgl. 7.10, 7.14 und 7.17.)

Neben Addition und Multiplikation gibt es in R auch die Moglichkeit, Vergleiche durchzufiihren.
Wie ldsst sich dies formalisieren?

8.6 Definition angeordnete Korper

Ein Korper (K, +, %) heiit angeordnet, wenn es eine Teilmenge P (den Positivbereich) gibt mit:
a) P,{0} und —P := {z € K| — « € P} bilden eine Partition (vgl. 4.8) von K.

b) P ist abgeschlossen bzgl. x,+:2z,y € P = r+y € Pundz*y € P.
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8.7 Definition <, <, > >

Sei (K, +, %) ein angeordneter Korper mit Positivbereich P. Dann sind fiir x,y € P folgende
Ordnungen definiert:

cr<y &S y—zel
crx<y & r=yoderz <y
cr>y & y<ax

crx>y & y<z

8.8 Folgerungen

Der Positivbereich enthilt die positiven Zahlen: x € P = z > 0.

Beweis: Sei z € P.

0 ist neutrales Element von (K, +)
=0+0=0

= 0=-0
= 1 — (0 € P, da-0=0 neutrales Element

= x > 0 (nach 8.7).

Welche Eigenschaften haben angeordnete Korper?

8.9 Satz (Eigenschaften angeordneter Korper)

Sei (K, +, %) ein angeordneter Korper, dann gilt:
a) Vergleichbarkeit: Seien =,y € K. Dann ist entweder x < y,x = y oder x > y.
b) Transitivitit: x <y, y < z = <z Vr,y,z€ K.

c) Vertriglichkeit der Anordnung mit der Addition:
Seiz <yund z Sw=x+2<y+w.

d) Vertriglichkeit der Anordnung mit der Multiplikation:
r<yundz>0 = z*xz<yx*z

r<yundz<0 = z*xz>yx*xz
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d) - Invertierung bzgl. Addition:
x>0 = —2<0
r<y = —T>—y
— Invertierung bzgl. Multiplikation

O<z<y = 0<yl<azt.

f) Positivitdt der Quadrats: x # 0 = zxx > 0.

Beweis: Z.T. als Ubungsaufgabe.

8.10 Konsequenzen

a) In einem angeordneten Korper (K, +, %) ist 1 > 0.
Beweis: Da (K™, %) eine Gruppe mit neutralem Element 1 ist, ist 1 # 0. Nach 8.9 f) folgt:

0<1lx1l=1.
OJ
b) Jeder angeordnete Korper K enthilt N als Teilmenge.
Beweis: Aus 0 < 1 folgt mit 8.9 c):
I<l+1I<l+1+1<...
_.2 _.3
OJ

Endliche Korper wie z.B. (Z,, +, *) konnen nicht angeordnet sein.

Offensichtlich sind (Q, +, %) und (R, +, *) angeordnete Korper. Worin unterscheiden sich Q und
R?

8.11 Definition Maximum, Minimum

Sei (K, +, %) ein angeordneter Korper, und M C K.
Ein Element x € M heifit Maximum von M (x = max M) fallsz >y Vy e M.
x € M hei3t Minimum von M (xr = min M) fallsx <y Vye M.
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8.12 Satz (Eindeutigkeit von Minimum und Maximum)

Hat M eine Minimum oder Maximum, so ist dieses eindeutig bestimmt.

Beweis: Seien x1, x5 zwei Maxima. Dann gilt:
r1 > T9 (da z; Maximum),

T9 > 21 (da xo Maximum) .

Wegen der Vergleichbarkeit 8.9(a) folgt x1 = x-.

8.13 Beispiele

Sei K = Q.
a) M ={ze€Q|z<2}=>maxM; =2,da2 € Myundz <2Vz e Q.

b) M, := {x € Q|z < 2} hat kein Maximum, denn zu jedem x € M, Jy € M, mity > x:
Wihle z.B. y = 2. Dannist z < y < 2.

¢) Ms := {x € Q|z* < 2} hat kein Maximum. Denn ist x Maximum, so ist 2 = 2 oder
x? < 2. Fiir 22 = 2ist x € Q (vgl 3.7). Fiir 22 < 2 findet man dhnlich wie in b) eine Zahl
y € Qmitx < yund 3? < 2.

8.14 Definition (kleinste) obere Schranke, Supremum,
(grofite) untere Schranke, Infimum

Sei (K, +, x) ein angeordneter Korper und M C K.

M heiflt nach oben beschrinkt, wenn es ein x € K (nicht notwendigerweise x € M) gibt mit
y < z fiir alle y € M. Dann heif3t x obere Schranke von M.

Ein Element s € K heif}t kleinste obere Schranke (Supremum) von M (s = sup M ) wenn fiir
jede andere obere Schranke x gilt: x > s.

Analog definiert man nach unten beschrinkt, untere Schranke, Infimum, » = inf M.

8.15 Beispiele
Wir betrachten wieder K = Q und die Beispiele 8.13.
a) My :={ze€Qlz <2}
— hat viele obere Schranken, z.B. 10000, 7, 2.
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— Kleinste obere Schranke: sup M; = 2.

— M, ist nicht nach unten beschrinkt.
b) My ={ze€Q|z <2}

— hat die gleichen oberen Schranken wie M;.

— Obwohl kein Maximum existiert, gibt es ein Supremum: sup My = 2.
¢) My:={reQl|z* <2}

— hat viele obere Schranken, z.B. 1000, 7, 1.43.
— Es gibt jedoch keine kleinste obere Schranke in QQ, da /2 keine rationale Zahl ist.

Diese Beispiele illustrieren:
a) Wenn eine Menge ein Maximum hat so ist dieses auch Supremum.
b) Es gibt Mengen, die kein Maximum besitzen, jedoch ein Supremum.

c) In Q gibt es Mengen, die obere Schranken besitzen, jedoch keine kleinste obere Schranke.

8.16 Definition vollstindig angeordnete Korper

Ein angeordneter Korper heiflt vollstindig, wenn in ihm jede nach oben beschrinkte Menge ein
Supremum besitzt.

Man kann zeigen:

8.17 Satz (Axiomatische Charakterisierung von R)

Es gibt genau einen vollstindigen angeordneten Korper:
Der Korper der reellen Zahlen R.

Mit Hilfe der Unbeschrinktheit der natiirlichen Zahlen zeigt man:

8.18 Satz (Eigenschaften der reellen Zahlen)
Fir z,y € R gilt:
a) Zuzx,y > 0dn € Nmitnx >y (Archimedisches ”Axiom”).
b) Zux>0§|n€Nmit%<x.

¢) Zux e RIm =max{z € Z|z < z}.



8.19. DEFINITION (ABSOLUT-) BETRAG

8.19 Definition (Absolut-) Betrag

Fiir x € R heif3t
2] x, fallsz > 0
x| =
—z, fallsx <0

(Absolut-) Betrag von x.

8.20 Satz (Eigenschaften des Betrages)
Fir z,y € R gilt

a) || >0
|lz] =0 & =0

b) |z *y| = [z] * |y]

o) |z +yl <z + |yl

e) ||z —|yl| < |z —y
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Kapitel 9
KOMPLEXE ZAHLEN

9.1 Motivation

Neue Zahlbereiche entstehen oft aus dem Wunsch, bestimmte Gleichungen zu 16sen.
Beispiele:

a) * +3 =2 hatkeine Losung in N, aber in Z.

b) bx =2 hat keine Losung in Z, aber in Q.

c) 2 = 2 hat keine Losung in Q, aber in R.

Die Gleichung 22 = —1 hat keine Losung in R.

Ein neuer Zahlbereich, die komplexen Zahlen C, erlaubt es uns, auch solche Gleichungen zu
losen ! .

Komplexe Zahlen sind niitzlich in der Elektrotechnik und in der technischen Informatik zur Be-
schreibung von Schwingungen in Schaltkreisen, und im Audiobereich sowie im Visual-Computing-
Bereich zur Frequenzanalyse von Bildern.

9.2 Grundidee

Wir betten C in R?* = {(a,b)|a,b € R} ein, indem wir R als die z-Achse {(a,0)|a € R}
interpretieren.
Wir suchen eine Erweiterung der Addition und der Multiplikation von R auf C, so dass:

a) Ihre Einschriankung auf R die bisherige Multiplikation / Addition liefert:
(a,0) + (b,0) = (a +,0),
(a,0) % (b,0) = (a*b,0).

'Die Idee stammt von den italienischen Mathematikern Gerolamo Cardano und Rafael Bombelli aus dem 16.
Jahrhundert
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b) Die Gleichung 2? = —1 in C 18sbar ist, d.h. es existiert ein z = (a,b) € C mit
(a,b)(a,b) = (—1,0).

¢) (C,+, ) ein Korper ist.

9.3 Definition Addition, Multiplikation in C

Auf C = R? = {(a,b) | a,b € R} sind folgende Verkniipfungen definiert:
a) Addition: (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) Va,b,c,d € R
b) Multiplikation: (a, b) * (¢,d) = (ac — bd,ad + bc) Va,b,c,d € R

9.4 Konsequenzen

Mit Definition 9.3 gilt:
a) Einschridnkung auf x-Achse liefert Addition/Multiplikation der reellen Zahlen:
(a,0) + (¢,0) = (a +¢,0),
(a,0) % (¢,0) = (a*¢,0).
b) Das neutrale Element der Multiplikation in C ist (1, 0):
(1,0) % (¢,d) = (¢,d) .
¢) In C existiert /—1, denn:
(0,1) % (0,1) = (—1,0).

Fiir (0, 1) schreiben wir 7 (imaginére Einheit) 2.

9.5 Satz (Korpereigenschaft der komplexen Zahlen)

(C, +, ) bildet einen Korper, den Korper der komplexen Zahlen.

Beweis: Elementar, abgesehen von der Existenz des multiplikativen Inversen.

Fiir (a,b) # (0,0) gilt: (a,b)"" := <a2 + 527 g2 + b2>'

(0, b)( a —b >:< a? b? —ab ab )

Denn:

a? 4+ b a? + 1? I R A R AR
=(1,0).
O

’Die Einfiihrung der imaginiren Einheit i als neue Zahl wird Leonhard Euler (schweizer Mathematiker, 1707-
1783) zugeschrieben
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9.6 Praktisches Rechnen mit Komplexen Zahlen

Statt (a, b) schreibt man a + ib, verwendet 1> = —1 (vgl 9.4.¢)), und rechnet ansonsten wie mit
reellen Zahlen. So erhilt man beispielsweise direkt Definition 9.3:

a) Addition:
(a+1ib) + (c+id) = (a+c) +i(b+d)

b) Multiplikation:
(a +1ib)(c +id) = ac + iad + ibc + i*bd = (ac — bd) + i(ad + bc)

9.7 Definition Realteil, Imaginarteil,
komplex konjugiertes Element, Betrag
Bei einer komplexen Zahl z = a + ib heiBt a Realteil (¢ = Re(z)) und b Imaginirteil (b =

Im(2)).

Ferner nennt man z = a — b das (komplex) konjugierte Element zu z.

Den Betrag von z definiert man durch

12| = V2Z = \/(a +ib)(a — ib) = Va® + b2.

9.8 Geometrische Interpretation

Betrachtet man z = a + ib als Vektor (a,b) € R?, so ist z der an der z-Achse gespiegelte Vektor,
und |z| = v/a? + b? ist die Linge des Vektors.

9.9 Wozu ist das konjugierte Element noch niitzlich?

. a+1b } ) .
Z.B. um bei komplexen Briichen — den Nenner reellwertig zu machen. Hierzu erweitert

c+1

man mit ¢ — ¢d:
a—i—z’b*c—z’d ac—l—bd+_bc—ad
= ) )
c+id c—id 2+ d? 2 + d?

Welche Bedeutung hat die Losbarkeit von z? = —1 in C?

Man kann zeigen:
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9.10 Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes komplexwertige Polynom p(z) = >_}_,ax2" vom Grad n > 0 hat (mindestens) eine
Nullstelle in C. Man kann p(z) in n Linearfaktoren zerlegen: Es existieren komplexe Zahlen
Z1y ..., Zn, SO dass

p(z) =an(z —21) % (2 — 29) % ... % (2 — 2,) .

(Ein Linearfaktor hat fiir Polynome eine dhnliche Bedeutung wie ein Primfaktor fiir eine ganze
Zahl.)

9.11 Beispiel

p(z) = 222 — 3z + 5 hat die Nullstellen: (abc-Formel)

34+v32—-4%x2x5 3+v=31 3+31xy—1 31‘/3_1'
z = = = = —
1.2 2% 2 A 4 11!
=
3 31 3 31
pe) =2 = 2)( - 2) = <z—1—“4_¢> (Z‘ﬂ—{i)-

9.12 Bemerkungen:

a) Wegen Satz 9.10 sagt man: "C ist algebraisch abgeschlossen”.

b) Im Gegenteil zu Q und R kann man C nicht anordnen.



Kapitel 10
FOLGEN

10.1 Motivation

In der Informatik gibt es zwei Moglichkeiten, Objekte zu repréisentieren:

a) Explizit als Datenstruktur im Speicher.
Bsp.: v2 = 1,4142...

b) Implizit als Berechnungsvorschrift.
Bsp.: Programm, das /2 iterativ immer genauer annihert.

In den Situationen, wo (b) giinstiger ist, bendtigt man Kenntnisse iiber Folgen und ihre Grenz-
werte.

10.2 Definition Reellwertige Folge

Eine Abbildung
fN=>R n— f(n):=a,

hei3t (reellwertige) Folge. Wir nennen a,, das n-te Glied der Folge, und wir kiirzen die Folge mit
(@n)nen » (a,) oder einfach nur a,, ab.

Bemerkung: Viele (jedoch nicht alle) der folgenden Resultate lassen sich auch auf andere Wer-
tebereiche (z.B. C oder R") iibertragen.

10.3 Beispiele

a) Konstante Folge: a, =a Vn €N
b) (%)neN ist die Folge 1, %, %, %,

G123 4
) (5 )nen ergibt 5, 5,4, 5, .
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d) Die Fibonacchi-Folge ist rekursiv definiert durch

ap:=1,a0:=1,

Qp = QAp_1 + Qp_o fiir n > 3.

Dies ergibt die Folge 1,1,2,3,5,8,13,21, ...
Sie spielt eine fundamentale Rolle in vielen Naturvorgéngen, insbesondere bei Wachs-
tumsprozessen.

10.4 Definition (streng) monoton wachsende / fallende Folgen

Eine reellwertige Folge (a,,) heit monoton wachsend falls a,, 11 > a, Vn € N gilt. Gilt sogar
ap4+1 > a, Vn € N, so ist sie streng monoton wachsend.

Analog definiert man (streng) monoton fallend.

(ay,) heiBt nach oben / unten beschrénkt, wenn {a, |n € N} nach oben / unten beschrinkt ist.
Entsprechend werden sup,,.y @, und inf,,cy a,, als das Supremum / Infimum von {a, | n € N}
definiert.

Wie kann man das Konvergenzverhalten einer Folge beschreiben?

10.5 Definition c-Umgebung, Konvergenz, Grenzwert, Limes,
Divergenz
Sei a € R und € > 0 eine reelle Zahl. Dann nennen wir U.(a) := {z € R||z — a|] < €} die

e-Umgebung von a. Eine Folge (a,,) heifit konvergent gegen a, wenn in jeder e-Umgebung von a
fast alle (d.h. alle bis auf endlich viele) Folgeglieder liegen:

Ve > 03dng(e) €N : |a, —al <eVn >ng(e).

Man schreibt
’lim,,—oo a4, = a” oder "a,, — a flirn — o0”.

Die Zahl a heiit Grenzwert (Limes) der Folge (a,). Eine reellwertige Folge heifit divergent,
wenn sie gegen keine reelle Zahl konvergiert.

10.6 Beispiele

a) Die konstante Folge ist konvergent:

a,=a YneN = lima,=a.

n—oo
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b) limy, .o + = 0 denn:
Sei € > 0. Dann existiert nach 8.18(b) ein ny(¢) € N mit nio < €.
Wegen 0 < % < nio Vn > ng ist % e U.(0) Vn > no.

Bemerkung: Folgen, die gegen 0 konvergieren, hei3en Nullfolgen.

c¢) Die Folge ((—1)"),en ist divergent.

10.7 Definition bestimmte Divergenz, uneigentliche Konver-
genz

Sei (a,,) eine Folge. Dann strebt a,, gegen oo (lim,, ., a,, = 00), falls fiir jedes r > 0 ein ny(r) €

N existiert mit a,, > r Vn > ngy. In diesem Fall spricht man auch von uneigentlicher Konvergenz,
oder bestimmter Divergenz.

Analog definiert man lim,, .., a, = —oo, falls fiir jedes » < 0 ein ny(r) € N existiert mit
a, <1 ¥n > ngy(r).

10.8 Beispiel
e lim, . n? = 00

Konnen unbeschrinkte Folgen konvergieren?

10.9 Satz (Beschranktheit konvergenter Folgen)

Eine konvergente Folge ist beschrinkt (d.h. sie ist sowohl nach oben als auch nach unten be-
schrinkt).

Beweis: Sei a = lim,,_., a,,. Dann existiert ny mit a,, € Uy(a) Vn > ng. Damit ist {a, | n € N}
in der beschrinkten Menge {ay, ..., a,,—1} U Ui (a) enthalten.

O

Kann es mehrere Grenzwerte geben?

10.10 Satz (Eindeutigkeit des Grenzwertes)

Konvergiert eine Folge (a,,), so ist der Grenzwert eindeutig bestimmt.

Beweis: Annahme: (a,,) habe zwei Grenzwerte a,b mit a # b. Wihle € so, das € < @

Dann ist U(a) N U.(b) = 0.
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Da a, b Grenzwerte von (a,,) sind, existieren ng, n; € N mit:
a, € Ua) Vn > ng,

a, € Ue(b) Yn > ny,

d.h. a, € (U(a) NU(b)) Vn > max(ng,ny).
Dies wiederspricht U, (a) N U,(b) = 0.

Gibt es Kriterien zum Nachweis von Konvergenz?

10.11 Satz (Konvergenzkriterien)

a) Vergleichskriterium

Seien (ay,), (by), (c,) reelle Folgen mit
a, <b, <c,Vn € Nund lim,,_. a, = lim, . ¢, := b.
Dann konvergiert (b,,) und es gilt lim,, ., b, = b.

b) Cauchy-Kriterium !

Eine reelle Zahlenfolge (a,,) ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist,
d.h.

Ve >0 3ng(e) : |an — am| <€ Vn,m >ng.

(Fiir hinreichend groBen Index weichen die Folgenglieder untereinander beliebig wenig
ab.)

c¢) Jede monoton wachsende, nach oben beschrinkte Folge konvergiert.
Jede monoton fallende, nach unten beschrinkte Folge konvergiert.

Beweis: Wir zeigen nur (a):
Sei € > (. Dann existieren ng, n; € N, so dass:

a, € U(b) VYn > ng,
cn € U(b) Yn>mng,

= b—e<a, <b,<c,<b+e Vn>ng:=max(ng,n).

Also ist b, € U.(b) Yn > ng, d.h. lim,,_, b, = b.

"nach dem franzésischen Mathematiker Augustin Louis Cauchy (1789-1857)
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10.12 Beispiel

1

Die Folge (—2> ist monoton fallend und von unten durch 0 beschrinkt. Somit ist (
n neN

konvergent.

Man kann zeigen:

10.13 Satz (Rechenregeln fiir Grenzwerte)
Seien (ay,), (b,) reelle Folgen mit lim,, ., a,, = a und lim,, ., b, = b, dann gilt:
a) Fallsa, <b, Vn € N,soista < b.

b) Falls a,, < b, Vn € N, soista < b.
(a < bist im allgemeinen falsch!)

¢) lim, . (a, £b,) =axb.
d) lim, . (a, *b,) = (a*b).

e) Istb # 0, dann existiert ng mit b, # 0 Vn > ny.

Dann sind auch (i> und (a—") konvergent mit Limes ; bzw. %.
n>ng

bn /) p>ne bn

) (|an|)nen konvergiert gegen |al.

g) Seim € Nund a,, > 0 Vn € N, dann ist lim,, ., /a, = ¥a.
(Dabei bezeichnet man ¢/a,, die eindeutig bestimmte Zahl w > 0 mit w™ = a,.)

10.14 Beispiele

17 1
a) lim, .o, — = 17 % lim,, o — = 1750 =0
n n
1 1
b) Tim, .o Ll — lim, . | 2 = | =9 T 1 dimg o | ——
n+ nogL 2 14+ =
I 1 " "
lim,, oo 1 * Moo 1% — =
1+0

lim, oo 1 + lim,, oo —
n

5nt —2n? + 1 . 5—

_1 J—
im, 73 5—0+4+0 5
nt +11n3 + 1 7+

+7’L
+L T+0+0 7

2

. )
¢) lim,,_. 1T
n

67

1
n?
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10.15 Der Grenzwert lim,, o, (1 + %)n

Anwendungsbeispiel: Ein Geldbetrag ay wird mit einem Jahreszins p jdhrlich, halbjéhrlich, vier-
teljarlich, monatlich, usw. verzinst. Dann ergibt sich nach einem Jahr:

a; = ag * (1 4 p) bei jahrlicher Verzinsung
PN?
a9 = Qg * (1 + 5) bei halbjdhrlicher Verzinsung
P\ L.
a4y = Qg * (1 + Z) bei vierteljdhrlicher Verzinsung

12
12 = Qg * (1 + 1%) bei monatlicher Verzinsung

Konvergiert die Folge a,, = (1 + 2)" fiir n — o0?

Man kann zeigen:
* (a,) ist monoton wachsend
* (ay,) ist nach oben beschrinkt

Somit konvergiert (a,,) nach Satz 10.11.c). Fiir p = 1 ist der Grenzwert die Euler’sche Zahl e:

1 n
lim (1 + —) = e~ 2, T182...,
n

n—oQ

und fiir allgemeines p gilt: lim,,_., (1 + %)n =eP.



Kapitel 11
LANDAU - SYMBOLE

11.1 Motivation

* Wir suchen kompakte Notation fiir die Aufwandsabschitzung von Algorithmen.

* Algorithmus soll von der Problemgrosse abhidngen, die durch eine Zahl n beschrieben
wird.
(Bsp.: n = Zahl der zu sortierenden Objekte einer Liste.)

* Laufzeit ist Abbildung f : N — RT = {z € R|z > 0} mit f(n) = a,, d.h. eine Folge.
e Meist ist a,, monoton wachsend und unbeschrinkt, d.h. lim,,_,. a,, = o0o.

* Interessant ist wie schnell a,, gegen oo strebt. Hierzu vergleicht man (a, ) mit Prototypen
von anderen Folgen.

11.2 Definition O(n) , o(n)

Eine Folge A = (a,,) ist "GroB O” von B = (b, ), wenn der Quotient (%) beschrinkt ist.

Die Folge A ist ”Klein O” von B, wenn (Z—") eine Nullfolge ist.

Wir schreiben A = O(B) bzw. A = o(B) und nennen O und o Landau-Symbole ' .

11.3 Beispiele

a) 2n? + 3n + 4 = O(n?), denn

mZ+3n+4 n*+324+ %) 3 4
= R = 24—+ .
n n

n2 n?

'benannt nach dem deutschen Zahlentheoretiker Edmund Landau (1877-1938)
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Dies ist eine konvergente Folge und somit beschrinkt.
b) 2n? + 3n + 4 ist auch o(n?), denn

> +3n+4 2 3 4 )
T T2y 24 20 fir n— oo,
n3 n n? nd

11.4 Mehrdeutigkeit

Die Angaben A = O(B) oder A = o(B) sind nicht eindeutig:
Fir A = (n+2) sind zB. A = O(n?), A = O(n), A = O(%) korrekte Aussagen.

Generell gilt:

» Konstante Faktoren dndern die Ordnung nicht:
O(B) =0(cB) VzeR\{0}.

* Terme niedriger Ordnung sind unwichtig:
Z.B. haben n? 4+ 3n + 4 und n? 4+ 17n die gleiche Ordnung O(n?).

Man zeigt leicht:

11.5 Satz (Rechenregeln fiir Landau-Symbole)
Fiir reelle Zahlenfolgen A, B, C' gelten folgende Regeln:
a) A=0(A)

b) cx O(A) = O(A)
c*xo(A) =0(A),ce R\ {0}

c) O(A)+ O(A) =0(4)
o(A) + o(A) = o(A)

d) O(A)«O(B) =O(Ax* B)
o(A) xo(B) = o(A* B)

e) AxO(B)=0(AxB)
Axo(B) =o0(Ax*B)

f) Transitivitit:
A=0(B),B=0(C) = A=0(C)
A=0(B),B=0(C) = A =0(C)
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11.6 Vergleichbarkeit von Folgen

Nicht alle Folgen sind vergleichbar: Betrachte z.B. A = (a,,), B

(by,) mit

n gerade

n ungerade

n gerade

n ungerade

Fiir gerades n sieht man, dass A # O(B), und fiir ungerades n sieht man, dass B # O(A).

11.7 Definition O(4) = O(B),

Wir sagen:

S

(B) & A
(B) & A

S

O(A) < O(B)

= O(B) A B =0(A)

= O(B) A B # O(A)

11.8 Haufig verwendete Prototypen von Vergleichsfunktionen

Ordnung Laufzeitverhalten
O(1) konstant
O(log,n),a > 1 logarithmisch
O(n) linear
O(n*log,n),a > 1 nlogn
O(n?) quadratisch
O(n?) kubisch
O(n*) polynomial
O(a™),a > 1 exponentiell

Haufig ist a = 2. Die Wahl der Basis a ist jedoch unwichtig, da sich Logarithmen zu unterschied-
lichen Basen nur um einen festen Faktor unterscheiden:

ldn .
log,n = da mit 1d :=log, .

11.9 Vergleich von Ordnungen

O(1) < O(log n) < O(n) < O(n*log n) < O(n?) < O(n*) < ...

Tabelle mit konkreten Werten von n:

<O0(2") <0(3") < ...
——
k>3
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n Idn | nlnn n? n3 on
10 3,32 33,22 100 1000 1024
100 6,64 664,4 | 10000 | 10° | 1,27 10%
1000 | 9,97 9966 106 107 10301
10000 | 13,29 | 132877 108 1012 103010

Fiir groB3e ProblemgroBen n sollte man daher nicht auf Fortschritte auf dem Rechnersektor hof-
fen, sondern einen Algorithmus suchen, der eine niedrigere Ordnung besitzt.



Kapitel 12
REIHEN

12.1 Motivation

* Reihen sind spezielle Folgen, die z.B. als Potenzreihen wichtige Anwendungen in der Ap-
proximation klassischer Funktionen, wie Sinus und Cosinus, Logarithmus oder Exponen-
tialfunktion haben.

* In der Informatik haben sie zudem Bedeutung in der Zahlendarstellung.

12.2 Definition Reihen, Partialsumme

Sei (a,,) eine Folge. Bildet man hieraus die neue Folge (s,,) mit

n
Sp 1= g ap, mneN,
k=1

so nennt man (s,,) eine Reihe und schreibt hierfiir >~ | a.
Die Glieder s,, heilen Partialsummen der Reihe.
Ist die Reihe Zzozl aj konvergent, so wird ihr Grenzwert

n—oo n—o0

n
s = lim s, = lim g ak
k=1

ebenfalls mit » -, a;, bezeichnet.

Bemerkung: Folgen und Reihen unterscheiden sich also lediglich dadurch, dass man bei Reihen
versucht, Konvergenzaussagen nicht in Abhidngigkeit von s,,, sondern von den Summanden ay
Zu gewinnen.

Wann konvergiert eine Reihe?
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12.3 Satz (Konvergenzkriterien fiir Reihen)

a) Cauchy-Kriterium (vgl. 10.11 b))

> oo, ax ist konvergent
< Es gibt zu jedem € > 0 ein ny(e) € N mit

> ak| <€ Vn,m > ng(e) mitm >n.

b) Notwendige Konvergenzbedingung

> rey ay ist konvergent = (ay) ist Nullfolge.
(Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch!)

¢) Linearitit

Falls > "7, aj und /7, by, konvergieren, so konvergieren auch

Zakibk und Zc*ak VeeR.
k=1

k=1
Es gelten
Z(ak :i:bk) = Zak + Zbk,
k=1 k=1 k=1
ic*ak :c*iak.
k=1 k=1

d) Leibniz-Kriterium '

Sei (ay) eine monoton fallende Nullfolge nichtnegativer Zahlen a;. Dann konvergieren die
alternierenden Reihen

o0

> (-DFa und > (-1) gy
k=1

k=1

Ihr Grenzwert liegt zwischen zwei aufeinander folgenden Partialsummen.

Beweis:
a) Folgt direkt aus Cauchy-Kriterium fiir Folgen (10.11(b)).
b) Folgt aus (a) mit m = n.

c) Folgt aus den Rechenregeln fiir Folgen (10.13).

'Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), letzter Universalgelehrter: Philosoph und Wissenschaftler, Mathemati-
ker, Diplomat, Physiker, Historiker, Politiker, Bibliothekar und Doktor des weltlichen und des Kirchenrechts. Nach
ihm wurden auch die Leibniz-Kekse benannt (die er nicht erfand)
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d) Betrachte (s,,) mit s, := >_,_,(—1)*a;. Dann gilt:
Son42 — Son = Aopg2 — G2py1 <0,

Son41 — Sop—1 = —Q2pq1 + A2 2> 0,
d.h. (S25,)nen ist monoton fallend, (*)
(S2n—1)nen ist monoton wachsend. (**)
Wegen

Son = Son_1 + Ggn > S9n1 > s Yn €N
~—
>0
ist (2, )nen, nach unten beschrinkt.

Nach 10.11.(c) existiert somit s := lim,, o (S2,).
Analog zeigt man, dass (S2,_1)nen Dach oben beschrinkt ist und s' = lim, oo (S2,—1)

existiert.
Wegen
s — s = lim s9, — lim S9,_1
n—oo n—oo
2n 2n—1
o k . k
= lim Y (—1)%a; — lim (—1)%ay
n—oo n—oo
k=1 k=1

= o, 0 =0
haben (sg,,) und (s9,,_1) den selben Grenzwert, d.h. (s,,) konvergiert gegen s. Ferner gilt:
Sonp_q1 <U) s <) g, Wn eN.
Der Beweis fiir s,, := Y __,(—1)*"'a; verlduft analog.

U

Bemerkung: Das Cauchy-Kriterium impliziert, dass das Konvergenzverhalten einer Reihe sich
nicht dndert, wenn man endlich viele Summanden abédndert. In diesem Fall dndert sich hochstens
der Grenzwert.

12.4 Beispiele

a) Geometrische Reihe 2

22020 F=14+q+q¢+.. (Hier ist es sinnvoll, mit £ = 0 zu beginnen!)

ZNamensgebung nach der geometrischen Folge; *geometrisch’ deshalb, weil aufeinanderfolgende Glieder stets
dasselbe Verhiltnis haben
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Wie sehen die Partialsummen aus?
Sp=14q¢q+¢@3+ ... +q"

kS =q+¢ +..+q¢" +q¢"""
= (1—¢q)xs,=1—¢""!

1— n+1

= Firq#1: sn:—q

I—q
Fiir |¢| < 1 ist daher iqk: lim s b
oo T 1_q7

k=0
d.h. die geometrische Reihe konvergiert.

Fiir [q] > 1ist (a;) = (¢*) keine Nullfolge. Nach 12.3b) kann >, ¢* in diesem Fall
nicht konvergieren.

b) Harmonische Reihe *

i1—1+1+1+1+
k2 3 40T

Diese Reihe ist divergent, denn

G e | — 1
Z—Z —zuﬁlﬁjrmﬁoo.
k:nk k:nm m

Somit ist fiir 0 < € < 1 das Cauchy-Kriterium verletzt.

¢) Alternierende harmonische Reihe

1 1 1 1
N D LA [ S
Z< ) k 373"

e
k=1

1
konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium, da (—) eine monoton fallende Nullfolge ist.
N/ neN

Wegen s; = 1lund s =1 — % = % gilt die EinschlieBung

[e.e]

k=1

N | —

(Man kann zeigen, dass der Grenzwert In 2 ~ (.69 betrégt.)

Bei endlichen Summen darf man die Reihenfolge der Summation vertauschen. Bei unendlichen
Summen (Reihen) ist dies nur in besonderen Féllen erlaubt.

Hierzu benotigen wir den Begriff der absolut konvergenten Reihe.

3Namensgebung nach harmonischer Folge; "harmonisch’ deshalb, weil dort jedes Glied das harmonische Mittel
(ein spezieller Mittelwert) seiner Nachbarn ist
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12.5 Definition Absolute Konvergenz

Eine Reihe ) .° | a;, heiBt absolut konvergent, wenn die Reihe ) ,° | |a)| konvergiert.

12.6 Zusammenhang zwischen Konvergenz und absoluter Kon-
vergenz

a) Jede absolut konvergente Reihe ist auch konvergent.

Beweis: Sei ) .-, a;, absolut konvergent.
Nach dem Cauchy-Kriterium fiir y ;| |a,| existiert zu jedem € > 0 ein ng(e) € N mit

m
D o]

k=n

=> ey, lakl

Wegen [Y )0 ax| < 700 |ax| gilt:

m
D

k=n

<e Vn,m >ng(e) mit m>n.

<€ Yn,m >ng(e) mitm >n,

d.h. Y777 | ay erfiillt das Cauchy-Kriterium 12.3.(a) und ist somit konvergent.

b) Es gibt konvergente Reihen, die nicht absolut konvergieren.
Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe (12.4(c)) konvergiert. Sie konvergiert je-
doch nicht absolut, da die harmonische Reihe (12.4.(b)) divergiert.

Man kann folgende Kriterien fiir absolute Konvergenz zeigen:

12.7 Satz (Kriterien fiir absolute Konvergenz)

a) Die Reihe ;7 | ay, ist absolut konvergent < Die Folge (> ,_, |ax|), _y ist beschrinkt.

neN
b) Majorantenkriterium

Sei |ay| < by, fiiralle k > ko, ko € N, und >, by, konvergent

= > - ay ist absolut konvergent.

(> 42, by, heiBt dann Majorante fiir Y, | a.)

¢) Quotientenkriterium

Sei ap # 0 fiir alle & > kg, kg € N. Gilt fiir alle £ > &y die Ungleichung

einem festen ¢ < 1, soist Y .-, a; absolut konvergent.

Ak41
ag

< ¢ mit
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d) Wurzelkriterium
Gilt fiir alle k£ > ko die Ungleichung {/|a;| < ¢ mit einem festen ¢ < 1, soist Y~ ay
absolut konvergent.

12.8 Bemerkungen

a) Um nach Quotienten- bzw. Wurzelkriterium absolute Konvergenz zu zeigen, geniigt es,
wenn gilt:
Af+1
Qg

lim

k—o0

<1 bzw. klim Vak| < 1.

Q41

b) Gilt limj_, o > 1 oder lim, .o {/|ax| > 1,s01ist >~ a; divergent.

B+l _ 4 oder lim,, . +/|ax| = 1 ist kein Schluss auf das Konvergenz-

¢) Fiir limy_, o

verhalten moglich.

12.9 Beispiele zu Satz 12.7

a) Sei k! :=1%2x%3%...% (k— 1) * k. (Fakultit von k.)

Fiir jede reelle Zahl z konvergiert

k!

k=0 "~ k=1
ag

absolut, denn fiir z # 0 gilt:
k+17.
ak+1 2"kl |2| .
= = 0 fir & )
a zk(k—i—l)!‘ K1 T

Somit ist das Quotientenkriterium erfiillt.
Fiir z = 0 liefert die Reihe den Wert 1.
Bemerkung: Es gilt iibrigens > /7, Z—]‘, = e Vz € R (e: Euler’sche Zahl, vgl 10.15).

1

(In k)*
N——

ag

b) Betrachte )

1
Wegen {/|ax| = nE 0 fiir k — oo konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium

absolut.
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1

m = 1, denn

©) Y01 sy konvergiert absolut und 377,

n

an e ()

e 1 N 1 1 N 1 1 - 1 1

N 2 2 3 3 4 n n+1
=1+ 1+1 + 1+1 + ...+ 1+1 !
N 2 2 3 3 n o n n+1

=1- — 1firn — 0.
n—+1

Die Folge (3, |ax|), .y ist also beschrinkt und konvergiert somit absolut geméf 12.7(a).

d) Fiir jedes 7 € R,r > 2ist .7, = absolut konvergent:

"1 "1 - 1
—<) —<1 — <914 1=2.

Aus der Beschrinktheit 0 < ;|

k—lr < 2 folgt nach 12.7(a) die absolute Konvergenz.

Absolut konvergente Reihen haben den Vorteil, dass man Sie umordnen darf. Man kann zeigen:

12.10 Satz (Umordnungssatz)

Ist die Reihe ) ,° | a; absolut konvergent und ist o : N — N eine beliebige Umordnung (bijek-
tive Abbildung), so ist auch > ;" | a,(x) absolut konvergent und es gilt:

o0

Z ap = Z ao(k) .
k=1 k=1

Bemerkung: Fiir konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihen gilt dies nicht.

Absolut konvergente Reihen lassen sich auch gut miteinander multiplizieren. Mit Hilfe des Um-
ordnungssatzes kann man zeigen:

12.11 Cauchy-Produkt absolut konvergenter Reihen

Seien Z;C’:O ay, und Z;O:o by absolut konvergent (der Einfachheit halber beginnen wir hier mit
0). Ferner sei ¢, := > po y abn_g.



80 KAPITEL 12. REIHEN

Dann konvergiert die Reihe Y ° ¢, absolut, und es gilt:
() () - o= XY
k=0

Bemerkung: Das Cauchy-Produkt summiert also folgendermallen auf:

(55) (550) -

"—(CL()bl + CL1b0)
+(CL0b2 + (llbl + CLQbQ)
+(aobs + arbs + azby + asby)
+...



Kapitel 13

POTENZREIHEN

13.1 Motivation

Potenzreihen sind wichtig bei der Darstellung und Approximation von Funktionen (Tailor-Reihen
I erzeugende Funktionen).

13.2 Definition Potenzreihe, Entwicklungspunkt

Eine Reihe der Form
Z a;(x — xo)i
i=0

mit xp, x € R heillt Potenzreihe, x( heilit Entwicklungspunkt. Im folgenden sei stets xg = 0.

13.3 Beispiele

1) Die Exponentialreihe ) .-, f—, Sie konvergiert fiir alle x € R gegen e”.

2) Die geometrische Reihe Y .7 2.

, 1
Sie stellt fiir [z| < 1 eine Funktion dar: ) ;° 2z’ = 1— 2 Sie konvergiert absolut fiir
x

|z| < 1 und divergiert fiir || > 1.

Es scheint eine ”Grenze” zu geben, die die Bereiche trennt, in denen eine Reihe divergiert oder
konvergiert.

"nach dem englischen Mathematiker Brook Taylor (1685-1731)
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13.4 Satz

Fiir eine Potenzreihe, die nicht fiir alle reellen Zahlen konvergiert, gibt es ein 2 > 0 derart, dass
sie

e fiir || < R absolut konvergiert und
e fiir |z| > R divergiert.
Beweis: Siehe z.B. Hartmann, Seite 303.
Bemerkung: Fiir x = £ R lésst sich keine allgemeine Aussage treffen.

Definition: Die Zahl R heifit Konvergenzradius, und | — R, R[ heilit Konvergenzintervall.

Man legt fest:

* R = oo: Die Potenzreihe konvergiert absolut fiir alle z € R.

* R = 0: Die Potenzreihe konvergiert nur fiir z = 0.

13.5 Bemerkung

Man darf in eine Potenzreihe auch komplexe Zahlen z € C einsetzen; Satz 13.4 gilt analog. Die
Menge {z € C||z| < R} ist in der komplexen Zahlenebene eine offene Kreisscheibe.

13.6 Satz (Berechnung des Konvergenzradius)

a) (D’Alembert’sches Kriterium) 2
Sind fiir eine Potenzreihe .~ a;x" alle a; ab einem gewissen Index ungleich 0 und exis-
tiert der Grenzwert

. , a
,soist R = lim |—

n—oo

lim

n—oo

Ap+1 Ap+1

(Inbesondere gilt dies auch, wenn der Grenzwert oo ist.)

b) (Satz von Cauchy-Hadamard) *
Besitzt die Potenzreihe ) .-, a;xz’ den Konvergenzradius R und konvergiert die Folge

Ylay, ilt:
<\/|a |>nEN so gi

o 1
limyeo an|

(Das gilt auch, wenn der Grenzwert 0 oder oo ist. In diesem Fall muss
interpretiert werden.)

1

5 als oo und é als 0

Znach dem franzosischen Mathematiker, Physiker und Philosoph Jean-Baptiste le Rond (1717-1783), genannt
d’ Alembert
3nach Cauchy sowie dem franzésischen Mathematiker Jacques Hadamard (1865-1963)
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13.7 Beispiele

a) Geometrische Reihe Z;’io 2* (alle a@; = 1):

an
An+1

lim,,_ =1 = R = 1nach 13.6(a). Fiir z = %1 liegt Divergenz vor.

b) Die Reihe > .7, mTZ hat den Konvergenzradius R = 1, denn es gilt

lim, oo {2 = lim, oo &= =1 = R =1nach 13.6b)
x =1 : Divergenz (harmonische Reihe);
x = —1 : Konvergenz (alternierende harmonische Reihe).
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Kapitel 14

DARSTELLUNG VON ZAHLEN IN
ZAHLSYSTEMEN

14.1 Motivation

» Zahlsysteme ermoglichen effiziente Darstellung natiirlicher (und auch reeller) Zahlen mit
einem endlichen Zahlenvorrat.

* Die Wahl von 10 als Basis ist (mathematisch gesehen) willkiirlich.

Fiir Anwendungen in der Informatik sind Darstellungen z.B. im Hexadezimalsystem (Basis 16),
besonders aber im Dualsystem (Basis 2) ! wichtig.

14.2 Satz (Darstellung natiirlicher Zahlen in Zahlsystemen)

Sei b € N, b > 2. Dann lésst sich jede natiirliche Zahl n € N eindeutig in der Form
n=anb™ + am_10™ 1+ ... + apb®

mit m € Ngund a; € {0,1,...,b — 1}, a,, # 0 darstellen.

Anstelle von a,,,b™ + .. + aob® schreibt man

(Qm@m—1---0)p -

Beweis: Hartmann, Seite 48.

14.3 Definition Ziffern, System zur Basis

Die moglichen Koeffizienten 0, ..., b — 1 nennt man Ziffern des Systems zur Basis b
(b-adisches System).

leingefiihrt von Gottfried Wilhelm Leibniz im 17. Jahrhundert
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14.4 Beispiel

b=2:
(256)10 = 2 % 102 + 5 % 101 + 6  10°
=1%25+0%2"4+0%2°+ ...+ 0% 2% = (100000000)5 .

Wie findet man die Ziffern fiir die Zahldarstellung?

Durch wiederholte Division mit Rest (vgl 6.2).

(amb™ + ... + aph?) b 1™ 1+ +ab°  Restag

(*)
gmbm_Q + ...+ O,ng Rest a;

(¥)

) (amb™ '+ ...+ a1b) b

() (am,b°) b = 0 Rest a,,

14.5 Definition b-adischer Bruch

Es sei z € Z, und fiir alle n > z sei a,, € {0, ...,b — 1}. Eine Reihe der Form
00 a,

[

n==z

(Reihe mit negativen Indizes)

mit a, # 0 hei3t b-adischer Bruch.
Man schreibt dafiir (a,,a,y1... E — 2)p.

Man spricht von:

* Einem endlichen b-adischen Bruch und schreibt (a,,a,.1...a, E — 2)y,
falls a; = O fiir alle 7 > n.

* Einem periodischen b-adischen Bruch und schreibt
(ay, Q1 - 1P — 2)p i= (A, Gyp1 - . QD1 DD D - B — 2)y,
falls eine Folge p;...p, von Ziffern sich stindig wiederholt.
Alternative Schreibweisen:

(a,a,41...a0,a105 ...), firz<0,

0, 0..0 ,a.a,41...), firz>0.
z—1 Nullen
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14.6 Beispiel

2 5 1685

_ _ 1 0
(4,625E1)7 = (46,25); = 4% 7' 4+ 65T+ o 4 5 = — =

14.7 Satz (Darstellung reeller Zahlen in Zahlsystemen)

Esseib € N, b > 2. Dann gilt:
a) Jeder b-adische Bruch konvergiert gegen ein z € R,z > 0.
b) Zu jedem x € R,z > 0 gibt es einen b-adischen Bruch, der gegen = konvergiert.
c¢) Jeder periodische b-adische Bruch konvergiert gegen ein x € Q, z > 0.

d) Zu jedem x € Q,z > 0, gibt es einen periodischen oder endlichen b-adischen Bruch, der
gegen x konvergiert.

Beweis:

e Zua),b),c): z.B. Hartmann, Seite 251.

e Zud): O.B.d.A.seix = § < 1,p € Ny, g € N. Wir suchen ay, as... mit § =3, e
— Berechnung der a; durch folgenden Divisionsalgorithmus fiir natiirliche Zahlen:

(bxp) : q = a; Rest r; 0<r <q
(bxry) : q as Rest 79 0<ry<q

ant1 Restr,1 0< 141 <gq

|

(b* 1)

e Hierbei ist stets a; < b;:
Wire namlich a; > bfiiri > 1,s0b*xr,_1 =qg*a; +1r; > qgxb+0=1r;,—1> ¢gim
Widerspruch zu 0 < r;_; < ¢ (fiirz > 1)
Fiir 2 = 1 ergibt sich analog ein Widerspruch zu p < q.

* Die q; sind die gesuchten Koeffizienten, denn der Divisionsalgorithmus ist
ai 1

= — 3k + _

P=a "1y

a2 T2

TlZ?*q—i— b

- a; a r
_, Einsetzen p:<—1+ 2>*q+—2

b b2 b2
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n+1
An41 T'n41 Qg Tn41
Ty = *q+ = p= — | xq+
p 4 b p (;:1: bk) 47 g

n—1
41 P ag

n—+1 - _k
bntlq q b

Die linke Seite konvergiert gegen O fiir n — oo. Also konvergiert Zz;ll 7& gegen § fiir
n — oo.

Wann endet der Algorithmus?
e Giltr, =0, so § = (0, ay...a,), — endlicher b-adischer Bruch.
* Giltr, # 0 fiir alle n € N, so muss sich ein Rest wiederholen. Damit wiederholen sich ab

dort alle Divisionen und Reste:
Ist ndmlich z.B. r,, = r, fiir ein n > s, so folgt

Qpy1 = QAs41 und Tn+1 = Ts41, USW.

Also: P

= =1(0,ay...a50511---G,)p — perdiodischer b-adischer Bruch.
q

14.8 Bemerkungen

1) Ein periodischer b-adischer Bruch der Form (**) (a, a,11...a,p E — z), mitp = b— 1 und
a, < b— 1 stellt dieselbe Zahl dar wie der endliche b-adische Bruch

(ay,a,41...a, E—2) mita, =a, + 1.

Z.B. sind (O,§)10 =1, (23, 482@)10 = (23,483)1p.
Es ist daher iiblich, den Fall (**) als Zahldarstellung auszuschlieen, um zu jeder reellen
Zahl eine eindeutige Darstellung zu haben.

2) Die Darstellung aus Def. 14.5 zur Basis b = 2 entspricht der Speicherung von Zahlen im
Computer. Die fiihrende Ziffer ist hier stets die 1, also

(1,a,41...a,4m E — 2)o (nur endlich viele Ziffern).

Die endliche Folge der a; € {0,1},2 4+ 1 < ¢ < z + m heifit Mantisse.
Die sogenannte Gleitkommadarstellung umfasst das Vorzeichen, die Mantisse und den Ex-
ponenten:

| Vorzeichen | Exponent + Offset | Mantisse |
1 bit e bits m bits

Z.B. Datentyp float: m = 23, e = 8, Offset= 127



Kapitel 15

BINOMIALKOEFFIZIENT UND DIE
BINOMIALREIHE

15.1 Motivation

Binomialkoeffizienten spielen eine grof3e Rolle:

* In der Kombinatorik, wenn man in einer n-elementigen Menge die Zahl der Teilmengen
mit £ Elementen sucht.

* Bei der Berechnung von (a + b)", n € N (binomischer Satz).

* Bei der Potenzreihenentwicklung von (1 + ) fiir |z| < 1.

15.2 Definition Binomialkoeffizient
Seien n, k € Ny = N U {0}, dann heift

n\ | Anzahl der k-elementigen Teilmengen
k) einer n-elementigen Menge

der Binomialkoeffizient n iiber k.

Bemerkung: Offensichtlich gilt
") =() =1
= () =n
. (Z)zOfiirk>n

Der folgende Satz liefert eine rekursive Beschreibung der Binomialkoeffzienten.
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15.3 Satz (Rekursive Beschreibung fiir Binomialkoeffizienten)

Seien n, k € Ny und k < n, dann gilt:
(n)_ 1 firk=0oderk =n
Bl L) + (o) sonst
Beweis:

Die Aussage ist klar fiir £ = 0 oder £ = n. Sei also 0 < k£ < n.
Sei M = {x, ..., z,, }. Die k-elementigen Teilmengen N von M zerfallen in 2 Typen:

1) Mengen N mit z,, ¢ N. Diese entsprechen den k-elementigen Teilmengen von M \ {z,}.
Davon gibt es nach Definition 15.2. genau (", ") Stiick.

2) Mengen N mit x,, € N. Sie entspechen in ihrer Anzahl den (k — 1)-elementigen Teilmen-

gen von M \ {,,}. Davon gibt es nach Definition 15.2 genau (}_}) Stiick.

Insgesamt gilt daher: (}}) = (”;1) - (Zj)

15.4 Pascal’sches Dreieck

Satz 15.3 erlaubt die Berechnung des Binomialkoeffizienten mit Hilfe eines Dreiecks, in dem
jeder Koeffizient als Summe der beiden schrig dariiber stehenden Koeffizienten berechnet wird:

Pascal’sches Dreieck: !

(-1
ARSI

Fiir groBBe n ist diese Rekursionsvorschrift ineffizient. Gibt es eine direkte Formel?

15.5 Satz (Direkte Formel fiir Binomialkoeffizienten)

Seien k,n € Ny und k£ < n. Dann gilt

(1) = e

"nach dem franzésischen Mathematiker, Physiker, Literat und Philosoph Blaise Pascal (1623-1662)
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Dabei bezeichnet k! = k % (k — 1) * (k — 2) * ... * 1 die Fakultiit von k. > Man setzt 0! = 1.

Beweis: Vollstiandige Induktion iiber n.

15.6 Beispiel

Wieviele Moglichkeiten gibt es beim Lotto, 6 aus 49 Zahlen auszuwihlen?

= 13983816 .

49\ 490 490 49 48 % AT x 46 * 45 44
6/) 61(49—6)!  61%43! 6x5x4x3x2x1

Was hat das alles mit Analysis zu tun?

15.7 Satz (Binomialsatz)

Seien a,b € R und n € Ny. Dann gilt

(a+b)" = (Z) atbnr

k=0

15.8 Beispiele

b)?
()*ao*bQ—i-(?)*al*bl—l—@)*aQ*bo
1x1%b?>+2ab+1%a®x1

b? 4 2ab + a?

a)

=
+

I
O N

b) (a+b)3

) x ab® + (i’)ale + (g)azb1 + (g)a?’bo
=1%1%b3+3ab®+3a’b+1%xa®x1

= b* + 3ab* + 3a°b + a®

—
S

OOJ+

15.9 Beweis des Binomialsatzes

Um den Binomialsatz * mit vollstindiger Induktion zu beweisen, verwenden wir das Prinzip der
Indexverschiebung:

’Die Bezeichnung und die Notation wurde 1808 von dem elsissischen Mathematiker Christian Kramp (1760-
1826) eingefiihrt

Die Bezeichnung *binomial’ stammt daher, weil die Formel (a + b)™ zwei Namen hat: Es ist ein Polynom
mit zwei Gliedern a und b. Die dreigliedrige Formel (a + b + ¢) heiBt entsprechend Trinom (als Beispiel zur
Verdeutlichung).
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n n+1
Zak:a0+a1+...+an:Zak_1 ()
k=0 k=1

Induktionsanfang: n = 0

0
Z (Z)akbn_k = (8)@0170 =1x1x1=(a+0b)".
k=0

Induktionsannahme: Fiir ein festes n aus Ny gelte: (a + b)" = >_p_ (})akb"*.

Induktionsschluss: n — n + 1

(a+ )" = (a+b)"* (a+b)

*
:I.A. ( kbn k) a -+ b
— - TL) k+1 n—k) ( - (n> k n—k—i—l)
= Z a" b + a“b
<k=0 (k k=0 k

- n n kpn—k+1 Y nt10 Y opn+1
= b b b
k=1 N ,

_153 i (” _]: 1) aFpnhL 4 <” + 1) a0 1 <” E)L 1> Opntl
n

k=1 . + , . ,
=1 =1
n+1
:Z n+1 kpn1—k
k
k=0

15.10 Motivation der Binomialreihe

Aus dem Binomialsatz 15.7 folgt fiir n € Njy:

(1+2)" = (z+1)" Y (Z)ﬂqn’f— Y (Z)xk
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Kann man eine dhnliche Beziehung auch fiir (1 + x)* gewinnen, wenn « keine natiirliche Zahl
ist?

Hierzu miissen wir den Binomialkoeffizienten

k—1

n n! 1 1 ,
(/{) :m:H*n*(n—l)*...*(n—k‘+1):Hjl:[o(n—])
verallgemeinern zu
a 1
(k) ::E*H(a—j) mita € R,k e Np.
b

Dann kann man zeigen:

15.11 Satz (Binomialreihe)

Sei @ € Rund —1 < 2 < 1. Dann hat (1 + x)* die Potenzreihenentwicklung

(1+xfe:§i(z>#i

k=0

Bemerkung: Fiir & € Ny bricht die Reihe wegen

(Z):o VEk > a

ab, vgl. 15.2.

15.12 Konvergenz der Binomialreihe

Sei a ¢ Ny und = # 0. Dann gilt nach dem Quotientenkriterium 12.7.(c) fiir

o0

. « k
Zak mit ap := (k) * o
k=0

« 1 k .
Af+1 - (k-‘rl)m | (k1) * szo(a o ']> % ‘ZC| o a—k % ’iC‘
- a - k— . - .
aj, ()" w12 (a =) k+1
—k
Wegen limy,_, o, i? = 1 ist limy_.~ a(’:l = |z| < 1. Damit ist die Reihe - ax nach

dem Quotientenkriterium absolut konvergent und somit auch konvergent, vgl. 12.6.(a).
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15.13 Beispiele

a) a:=-—1
k—1

(£) - ae e

J=0

S () = = S ()R = S (o) i o] < 1

14z k=0 k=0

Die geometrische Reihe ist also eine spezielle Binomialreihe.

b)a::%
1 1 0—1 1
5 1 .
(0)‘ 0! *H(z ])_1
~~ Jj=0

N1 11 1 1
2 = — — = — — [ = ——
(2) 2!*H(2 j) 2*2*( 2) 8

1 1 1
:>(1—i—x)§:\/l+x:1+§*x—§x2+0(x3) fir |x] < 1.



Kapitel 16
STETIGKEIT

16.1 Motivation

* In technischen Systemen erwartet man hiufig, dass sich das Resultat nur wenig dndert,
wenn man die Eingabegrofen nur gering variiert. Erst dann werden sie rechnerisch hand-
habbar (Rundungsfehler!).

* Mathematisch wird dies durch das Konzept der Stetigkeit formalisiert.

16.2 Definition punktweise Konvergenz

Sei f : R — R eine Funktion und £ € R. Wir sagen, f(x) konvergiert fiir z — £ gegen den Grenzwert 7,
falls fiir jede (!) Folge (x,,)neny mit z,, # £ Vn € N gilt:

limz,=¢§ = lim f(z,) =7.

n—oo n—oo

In diesem Fall schreiben wir lim,_.¢ f(z) = 7.

16.3 Beispiele

a) f:R — Rmit f(z) = 2? hat fiir jedes £ € R einen Grenzwert, denn:

Sei (x,,) eine beliebige Folge mit lim,, ., 7, = £. Dann konvergiert (z2) gegen £2; vgl.
10.13.(d).

0, firz<0
1, firz >0
hat in 0 keinen Grenzwert:

b) Die Funktion f(z) =

Sei (z,,) eine Folge mit z,, < 0 Vn € Nund lim,, .o x, =0 = lim, ., f(x,) =0.
Fiir eine Folge (z,,) mit z,, > 0 Vn € Nund lim,,_., ,, = 0ist jedoch lim, ., f(z,) = 1.

95



96 KAPITEL 16. STETIGKEIT

Die fiir Folgen bekannten Grenzwertsitze (vgl. 10.13) lassen sich auf Funktionsgrenzwerte
tibertragen:

16.4 Satz (Grenzwertsitze fiir Funktionen)

Existieren fiir die Funktionen f, g : R — R die Grenzwerte im Punkt ¢ € R, so gilt:
a) lim,¢(f(x) £ g(x)) = f(£§) £ 9(§)
b) limg—e(f (@) x g(x)) = f(§) * 9(§)

¢) lim, ¢ (M) = 1O falls g(£) # 0

g(z)
d) lim, ¢ cx f(z) =z * f(§)

e) hmxﬂé ’l’l = ’5'

16.5 Definition (punktweise) Stetigkeit

Eine Funktion f : R — IR heif}t stetig in £ € R, wenn dort Funktionswert und Grenzwert {iber-
einstimmen:

i () = f (nn%x) ~ ().
Ist f in allen Punkten stetig, so heift f stetig.

Der folgende Satz zeigt, dass kleine Anderungen im Argument einer stetigen Funktion nur zu
kleinen Anderungen der Funktionswerte fithren. Man kann zeigen:

16.6 Satz (¢ — 6-Kriterium der Stetigkeit)
Fiir eine Funktion f : R — R sind dquivalent: '

a) fiststetigin &, d.h. f(§) = lim,_.¢ f(z).

b) Zu jedem ¢ > 0 existiert ein d(¢) > 0 mit

[z —¢[<d = [flz) = f(E)]<e.

'das € — §-Kriterium wurde von dem deutschen Mathematiker Karl WeierstraB (1815-1897) eingefiihrt
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16.7 Veranschaulichung

Man kann erreichen, dass die Funktionswerte sich beliebig nahe kommen, wenn sich die Argu-
mente nur hinreichend wenig unterscheiden.

“Stetige Funktionen kann man zeichnen, ohne abzusetzen.”

16.8 Bemerkungen

a) Satz 16.4 impliziert, dass fiir in ¢ stetige Funktionen f(x), g(z) auch die Funktionen
F(x) £ g(x), f(z) * g(x) , L2 (falls g(¢) # 0) und ¢ = f(x) stetig sind. Ebenso ist die

> (@)
Betragsfunktion f(x) = |z| stetig.

b) Die Komposition (Verkniipfung) stetiger Funktionen ist ebenfalls stetig. Denn:
Seien f, g : R — R stetige Funktionen, und (x,,) eine beliebige Folge mit lim,, .o, 2, = ¢

= lim,, ¢ f(z,) = f(£), da f stetig
= limg, e g(f(2n)) = g(f(£)), da g stetig. O

c) Die Grenzwert -und Stetigkeitsbegriffe sind sinngemaf auch auf Funktionen f : D — R
ibertragbar, wenn der Definitionsbereich eine echte Teilmenge von R ist. In diesem Fall
miissen die betrachteten Folgen (z,,) in D liegen.

16.9 Beispiel

f(x) =5x% — 7w + 12 ist stetig, denn
g1(xz) =12 ist stetig,
go(x) = —Tx ist stetig,

3

gs(z) = bx® ist stetig,

f(@) = g1(x) + g2(x) + g3().

16.10 Satz (Eigenschaften stetiger Funktionen)
Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gilt:

a) Nullstellensatz
Ist f(a) % f(b) < 0, so existiert ein £ € [a, b] mit f(§) = 0.

b) Zwischenwertsatz
Zu jedem c mit f(a) < ¢ < f(b) existiert ein £ € (a,b) mit f(&) = c.
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c) Stetigkeit der Umkehrfunktion
Ist f(x) stetig und streng monoton wachsend auf [a, b], (d.h. z < y = f(z) < f(y)), so
ist auch die Umkehrfunktion f~! : [f(a), f(b)] — R stetig und streng monoton wachsend.

d) Maximum-Minimum-Eigenschaft
Es existieren 1,z € [a,b] mit f(21) = maxX,eap f(z) und f(x2) = mingepay f(2).

Beweis von a): Sei 0.B.d.A. (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) f(a) < f(b).
Wir konstruieren induktiv eine Intervallschachtellung (Folge von Intervallen [a,,, b,,]) mit folgen-
den Eigenschaften:

a) flay) <0, f(by) =0,
b) aéan—lgan<bn§bn—1§bvn€N7

¢) by — a, = 5= (b—a).

2n
Initialisierung: ag := a, by := b
Annahme: Die Intervallschachtelung sei bis zum Index n konstruiert, und erfiille a) bis c).

Sei ¢ 1= ntbn
1= Gutbn

Ist f(c) <0, setze a1 :=c¢, byr1 :=b.
Ist f(c) > 0, setze a,.1 1= ay, byt = c.

Dann folgt:
a) f(ant1) <0, f(bnt1) =0,
b) an < ant1 < bpy1 < by,
©) bpy1 — py1 = %(bn —ap) =I4 #(b —a).
Nach Konstruktion ist:

* (a,) monoton wachsend, nach oben beschrinkt durch b, und f(a,) < 0.
= Ja mitlim, . a, =aund f(a) <0 (vgl. 10.11, 10.13).

* (b,) monoton fallend , nach unten beschrénkt durch a, und f(b,) > 0
= 3b mit lim,,_. b, = b und f(B) > 0.

Wegen lim,, .o (b, — a,) = lim,,_ 2%(1) —a)=0istalsob=4a=:¢

Wegen f(¢) = f(8) < 0und f(£) = f(b) > 0ist f(§) = 0. u

Bemerkung: Dieser konstruktive Beweis beschreibt ein numerisches Verfahren zur Nullstel-
lenbestimmung, das Bisektionsverfahren.
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16.11 Definition GleichmiBige Stetigkeit

Nach dem e — d-Kriterium der Stetigkeit (16.7) dndern stetige Funktionen bei hinreichend kleinen
Anderungen des Arguments den Funktionswert nur beliebig wenig. Allerdings kann zu vorge-
gebenen ¢ > 0 (Funktionswertinderung) das entsprechende 6(€) (Argumentinderung) an jeder
Stelle ¢ anders sein: § = (¢, ).

Manchmal ist es wichtig, dass 0 nur von e abhéngt, d.h. dass man in einem ganzen Intervall zu
einem ¢ dasselbe 0 (¢) wihlen kann.

Definition GleichmiBige Stetigkeit
Eine Funktion f : D — R mit Definitionsbereich D C R heif3it gleichmiBig stetig auf D, wenn
zu jedem € > 0 ein §(€) existiert mit:

|t — x| <6 = |f(z1) — f(z2)] <€ Vay,z0€D.

16.12 Beispiel

+10

+10 X

D = (0,00), y:f(gj):l,

T

Zu jedem 0 > 0 existiert n € Nmit 1 — -+ = m <.
Es ist aber |f(%) — f(n%l)| =|n—(n+1)=1

Damit gibt es zu € < 1 kein d(¢) mit der geforderten Eigenschaft. f ist also nicht gleichmiBig
stetig auf D (wohl aber stetig!).

Dieses Beispiel zeigt, dass Stetigkeit nicht immer gleichméfige Stetigkeit impliziert.
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Gibt es Fille, in denen Stetigkeit auch immer gleichméBge Stelligkeit nach sich zieht?

Mann kann zeigen:

16.13 Satz (Stetigkeit auf einem abgeschlossenen Intervall)

Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist gleichmiBig stetig auf [a, b].

Bemerkung: Im Bsp. 16.12 war der Definitionsbereich (0, co) nicht abgeschlossen.



Kapitel 17
WICHTIGE STETIGE FUNKTIONEN

17.1 Motivation

* Es gibt stetige Funktionen, die so wichtig sind, dass sie einen eigenen Namen tragen.

* Wir wollen diese Funktionen und ihre Umkehrfunktionen genauer betrachten.

17.2 Die Potenzreihen

Potenzfunktionen haben die Struktur f(z) = z™ mit n € Ny. Fiir n = 0 definiert man z° = 1.
Wie alle Polynomfunktionen sind Potenzfunktionen stetig.

Es gelten die Rechenregeln:

(z-y)" =a"-y"
(l.n)m — Z.n*m

Beispiele: f(x) = z!, f(z) = 22, f(z) = 23, f(x) = 2*

A
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17.3 Wurzelfunktionen

Schriinkt man die Potenzfunktionen auf f(z) = 2",n € N, auf R ein, so sind sie dann nicht

nur stetig, sondern auch streng monoton wachsend.
Nach 16.9 c) existiert daher eine stetige, streng monoton wachsende Umkehrfunktion.

Die Umkehrfunktion zur n-ten Potenzfunktion ,
RS =Ry : z+—2"

nennt man n-te Wurtelfunktion

g:Rf =R - v — Y
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fiir n = 2 schreibt man statt /= meist /z !.

Beispiele:
& “J f(z) = 2* und Umkehrfunktion
f(z) = z* und Umkehrfunktion
Setzt man z := Yx, xm o= W, xTm = l%%, so gelten fiir z= die gleichen Rechenre-

geln wie fiir die Potenzfunktionen in 17.2

17.4 Exponentialfunktionen

Sei a > (0. Dann bezeichnet man mit
[R—=R, f(z)=ad",a e R"

die Exponentialfunktion zur Basis a.

Exponentialfunktionen sind stetig. Es gilt die Rechenregel a**¥ = a® - a¥ (¥).

Besonders wichtig ist die Exponentialfunktionen, bei der die Euler’sche Zahl 2

1
e = lim (1+ =)" ~ 2,7182
n

n—oo

! Das Symbol y/~ st von einem kleinen ’r” fiir radizieren (= Wurzel ziehen) abgeleitet und wurde 1525 vom
deutschen Mathematiker Christoph Rudolff (1499-1545) eingefiihrt
2 nach dem bereits bekannten Leonhard Euler (1707-1783)
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als Basis dient (vgl 10.15). Man bezeichnet sie als exp(z) = e*.
Fiir alle z € C hat exp(z) die Potenzreihendarstellung

2 2P 1, 1.,
exp(z) :ZH:1+2+§Z +52
k=0
Sie konvergiert absolut fiir alle z € C (vgl 12.9 und 13.3).

exp wichst schneller als jede Potenz:

T

lime—n:oo Vn €N

T—00 U
Seiz =x + iy € Cmitz,y € R. Dann gilt:
a) e* = e%e™. Denn e = e = % . ely
b) e* > 0:

Firz > 0iste” = )7,

{=I
[V
(@)

>0
Fir z > 0 gilt sogare® =1+ > /7, ”jk—]f > 1.

1
<~

>0
c) e =1:
Denn [¢¥|? = e . ¢ = e . W = =W = 0 = 1,
d) |e*| =e”:
Denn |e?| = |e® - €| = |e7] - [e¥] = e®.
—

=1

17.5 Logarithmusfunktion
Die Exponentialfunktion f(z) = a® (fiir a > 1) ist stetig, streng monoton wachsend und bildet
R auf R* bijektiv ab.

Thre Umkehrfunktion
log, : R" - R

bezeichnet man als Logarithmusfunktion zur Basis a. *

Fiir a = e ergibt sich der natiirliche Logarithmus In.

Es gelten die Rechenregeln

3Wichtige Beitriige zur Logarithmusfunktion kamen vom deutschen Theologen und Mathematiker Michael Stifel
(1487-1567)
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log,(x *y) = log, x + log, y
log,(2?) = p - log, «

Logarithmusfunktionen wachsen langsamer als Potenzfunktionen:

log, x

lim =0 (fira>1)VneN.
r—oo "

17.6 Trigonometrische Funktionen

Die Koordinaten eines Punktes P aud dem Einheitskreis werden in Abhédngigkeit vom Winkel ¢
mit
Yy =sinep
= CoS

bezeichnet.

Hierdurch werden die Sinusfunktion * sin ¢ und die Cosinusfunktion > cos ¢ definiert.

Dabei misst man den Winkel ¢ im BogenmaQ:
Linge des Kreissegments von (1,0) bis zum Punkt P.

Der Umfang des Einheitskreises betridgt 2. Daher bezeichnet 7 die Kreiszahl
T~ 3,14159.

Da das Bogenmal 27 einem Gradmal} von 360° entspricht, gilt:

Gradmal} | Bogenmal
0° 0
45° T
90° o)
« 805~ O

Sinus (rot) und Cosinus (griin) haben die folgende Gestalt :

“nach der lateinischen Bezeichnung Sinus = 'Bogen, Kriimmung, Busen’. Diesen mathematischen Begriff wihl-
te Gerhard von Cremona 1175 als Ubersetzung der arabischen Bezeichnung gaib’ oder ’jiba’ ('Tasche’ oder
"Kleiderfalte’), entlehnt von dem indischen Sanskrit ’jiva’ = ’Bogensehne’

3 Bezeichung wurde zuerst von Georg von Peuerbach (1423-1461) und Camillus Miiller (1436-1476) in trigono-
metrischen Tabellen (vermutlich fiir astronomische Berechnungen) verwendet
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Es gilt:

a) sin? o + cos? o = 1

b) sin(—p) = —sinp
cos(—p) = cos ¢

¢) 2m-Periodizitit :
sin(p + 27) = sinp
cos(p + 2m) = cos p

d) Additionstheoreme :
cos(a+ ) = cos acos f — sin asin 3
sin(a + 3) = sin a cos 3 + cos asin 3

e) Potenzreihendarstellung :

. ) k z2k—1 :Us x5
sine =) - (—1) ey e + = +...
2k 2 4

-~ x ?  x
ot = T g =gt

Diese Reihen konvergieren absolut fiir alle z € R. Sinus- und Cosinusfunktion sind stetig,
und es gilt die Moivre-Formel :

e =cosx +ixsinx.

6 benannt nach dem franzosischen Mathematiker Abraham de Moivre (1667-1754)
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Die Tangensfunktion ’ tan ¢ ist definiert durch

m-Periodizitit: tan(yp + 7) = tan ¢

Die Tangensfunktion ist definiert und stetig auf R \ {227 | k € Z}.

17.7 Trigonometrische Umkehrfunktionen

Wenn wir die trigonometrischen Funktionen auf ein Intervall einschrinken, auf dem sie jeweils
streng monoton sind, konnen wir dort Umkehrfunktionen definieren.

a) cos istin [0, | streng monoton fallend mit Wertebereich [—1, 1]. Die Umkehrfunktion
arccos : [—1,1] — [0, 7]

heifit Arcus-Cosinus. Sie ist stetig.

T T

b) sinistin [~7, 7] streng monoton wachsend mit Wertebereich [—1, 1].

Die Umkehrfunktion
arcsin : [—1,1] — [_f Z]
' ’ 272
heiit Arcus-Sinus. Sie ist stetig.

"Bezeichnung 1583 eingefiihrt vom deutschen Mathematiker Mathematiker Thomas Finck (1561-1656)
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T T

¢) tanistin (—%, 7) streng monoton wachsend mit Wertebereich RR.
Die Umkehrfunktion
T
arctan : R — (——, =)
2°2

heiBt Arcus-Tangens. Sie ist stetig.




Kapitel 18
DIFFERENZIERBARKEIT

18.1 Motivation

* Wird durch eine Funktion beschrieben, wie sich eine Grofle abhédngig von einer anderen
verdndert, so stellt sich die Frage:

”Wie schnell” dndert sich die abhidngige Grofe?

Beschreibt z.B. die Funktion den Ort eines Massenpunktes abhédngig von der Zeit (Be-
wegung entlang eine Linie), so ist dies die Frage nach der Geschwindigkeit (zu jedem
Zeitpunkt).

¢ Betrachtet man eine Funktion in der unmittelbaren Nihe einer Stelle, dann mdchte man sie
dort durch eine einfachere Funktion moglichst gut annihern, z.B. f(x) durch f(x) = ax+b
mit a, b € R (affin-lineare Funktion).

Diese und #hnliche Fragen beantwortet die Ableitung, auch Differentiation genannt. !

18.2 Definition Differenzierbarkeit in £, Ableitung, Differen-

tialquotient
Es sei eine Funktion f : R — R und ein £ € R gegeben. f(z) heiit differenzierbar in &, falls der
Grenzwert
i 1@ = £
x—¢ xr — f
existiert.

In diesem Fall heif3t der Grenzwert Ableitung von f(z) in £ oder auch Diffentialquotient von

f(z) in € und wird mit f’(x) oder %({ ) bezeichnet.

'Die Differentialrechnung wurde wesentlich durch Isaac Newton (1643-1727) und Gottfried Wilhelm Leibniz
vorangebracht

109
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Ist f in allen £ € R diffbar (diffbar = differenzierbar), so heilit f diftbar.

18.3 Bemerkungen

a) Der Ausdruck %ﬁ(f) = ﬁ—g heifit Differenzenquotient (x # &). Er gibt die Steigung der
Sekante zwischen den Punkten (z, f(x)), (¢, f(§)) des Graphen von f an.

Fiir v — £ (also Az — 0) geht die Sekantensteigung in die Tangentensteigung > im Punkt

(&, £(€)) tiber:
_ &

o dy Ay
f'@) =4O = 56 = lim 2.

b) Gleichung der Tangente ¢ an f in (£, f(£)):
t(z) = f(&) + (&) (z—-¢).

grofer als &

¢) Schrinkt man bei der Grenzwertbildung x auf Werte i
kleiner als &

} ein, so erhilt man

die einseitigen Grenzwerte

ety . o J @) = f(E)
FE) = lim ==,
N L C R A ()
F(&7) = lim paa—
die als rechtsseitige (f'(£7)) bzw. linksseitige (f'(£7)) Ableitung von f(x) in £ bezeichnet

werden.

d) Wie im Falle der Stetigkeit iibertragen sich die Begriffe sinngemall auf Funktionen mit
Definitionsbereich D & R.

18.4 Beispiel

Essei f(z) = 2™, n e N,z € R.
Fiir beliebige =, ¢ € R gilt dann
fl@)=f)=a"—€" = (z - " +a" P+ ..+,

_fx) = f(©) ~1
1 =ng" .
tim = g = e
Also ist f(x) = z" iiberall in R diffbar mit f'(z) = nz" '

2diese ’geometrische Herleitung’ der Ableitung war als *Tangentenproblem’ bereits in der Antike bekannt; der
mathematisch korrekte, formale Ubergang von Sekanten- in Tangentensteigung wurde erst von Cauchy und Weier-
straf3 geleistet
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18.5 Ableitung elementarer Funktionen

f(z) f'(z)

2% 7 >0,a €R ax® !
e’ er

sin x COS &

CosS T —sinx
s 1

tanz,x # 5 +km, k €R e
Inz,z >0 <

Um aus diesen Ableitungen die vieler weiterer Funktionen “zusammensetzen” zu konnen,
benotigt man die Ableitungsregeln °:

18.5.1 Satz (Differenzierbarkeitsregeln)

a) Ist f : R — R in ¢ € R differenzierbar, so ist f in £ auch stetig.

b) Sind f : R — Rund g : R — R in ¢ diffbar, a, € R, so ist auch a.f + B¢ in € diffbar mit
(af +B9)'(§) = af'(§) + B9 (€) .-
¢) Sind f : R — Rund g : R — R in ¢ diffbar, so ist auch f - ¢ in ¢ diffbar mit
(f - 9)(€) = (&) - 9(&) + f(&) - g'(§) (Produktregel).

d) Sind f: R — Rund g : R — R in ¢ diffbar und g(&) # 0 so ist auch % in £ diffbar mit

(Quotientenregel).

e) Istf:R—TRin € Rsowie g: R — Rinn = f(§) € R diffbar, so ist auch
(g0 f)'(§) =9g'(f(€) - f'(§) (Kettenregel).

f) Ist fla,b] — R streng monoton wachsend und in £ € [a, b] diffbar mit f'(£) # 0, so ist
auch die inverse Funktion

@), f(0)] = R
in p = f(&) diffbar mit

3diese stammen von Leonhard Euler (1707-1783)
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Bemerkungen: Auch diese Aussagen iibertragen sich sinngemif auf Funktionen mit Defini-
tionsbereichen D G R.

f) gilt auch fiir streng monoton fallende Funktionen (Definitionsbereich von f~!istdann [f(b), f(a)]).

Beweis: Wir zeigen nur beispielhaft (c), die Produktregel. Die iibrigen Beweise verlaufen dhn-
lich. Auf Grund der Grenzwertsitze (16.4) gilt:

”geschickt 0 addiert”
o J@9(@) = F©9©) _ . f@)ge) = T(©)g(x) + F(©)g(x) ~f(©)g(€)
BT (ZL“)—f(f) g(x)—g(f) Y /
=t (L2 000) 4 922 — i) g9+ 190 o0
U
18.6 Beispiele
a) Mit %(sin x) = cos z und % cosr = — sin x folgt
:Al
i(t - d (%) _18.6.0) Cos - cos T — sinx(— sinx) filr 2 (2k+1)z ke
de" T 4 \cosz ) cos? we 2’ '
b) Mit y = tan z erhélt man nach 18.6.1):
9 (arctany) = 1 1, cosr cos? B 1 1
dy aretany) = d(tanw) b ST T T anr + ot lttanz 1+y2
c)
L (sine")) = cos(e") -
- (sin(e”)) = cos(e”) - e
d)
d d
Frazy 2 ((na)zy _ (Ina)x — T,
dx(a>_dx(e )=e Ina=a"-lna (a>0)
e) Seix > 0.
d (z%) = i( eina)y — oMo (] pg4g. =) =2 (Inz+ 1)
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18.7 Bemerkung

Wihrend Differenzierbarkeit Stetigkeit impliziert, gilt die Umkehrung nicht:
f(x) = |z|ist in x = O stetig aber nicht diffbar, denn

fO7)=1#-1=f1(07).

18.8 Definition zweite, n-te Ableitung, n-mal stetig differen-
zierbar

Sei f : R — R differenzierbar mit Ableitung f’.
Falls f'(x) wiederum differenzierbar auf R ist, so erhdlt man die zweite Ableitung f”(z) von

f(z). Analog definiert man hohere Ableitungen f”(z), f"(x), ..., f™(z).

Ist f(x) n-mal differenzierbar auf R, und ist die n-te Ableitung f(™ = L f(z) stetig auf R,

dx™

so schreibt man f € C™(R) und bezeichnet f als n-mal stetig differenzierbar. Gilt dies fiir alle
n € N, so schreibt man f € C"/%(R).

Bemerkung: Die Definitionen iibertragen sich sinngemif auf Intervalle [a, b], wobei in a nur
rechtsseitige und in b nur linksseitige Ableitungen betrachtet werden.

Ist f auf [a, b] n-mal stetig differenzierbar, so schreibt man f € C"[a, b].

Statt C°[a, b] oder C°(R) schreibt man meist Ca, b] bzw. C'(R) fiir die stetigen Funktionen auf
[a, b] bzw. R.

18.9 Beispiel
f(z) =52 + 622 — 2
f'(x) = 152% + 12z
f(x) = 30z + 12

f"(x) =30
f///l(x) — 0
fM =0ve >4

dh. f € C*(R)



114 KAPITEL 18. DIFFERENZIERBARKEIT



Kapitel 19

MITTELWERTSATZE UND REGEL
VON I’HOSPITAL

19.1 Motivation

* Fiir stetige Funktionen gab es wichtige Aussagen wie den Nullstellensatz und den Zwi-
schenwertsatz. Gibt es dhnliche Aussagen fiir differenzierbare Funktionen?

5909 Odel‘ 920072

0 - einfach berechnen kann?

¢ Gibt es einen Trick, wie man Grenzwerte der Form

19.2 Satz (Mittelwertsitze)

a) Satz von Rolle: Sei f € C'[a,b] mit f(a) = f(b).
Dann existiert ein € (a,b) mit f'(£) = 0.

b) (Erster) Mittelwertsatz: Sei f € C'|a, b].
Dann existiert ein € (a,b) mit f'(§) =

f(b)—f(a)
b—a

¢) (Zweiter) Mittelwertsatz: Seien f, g € C''[a, b] mit ¢'(z) # 0 fiir alle x € (a, b).
Dann existiert ein £ € (a, b) mit

Veranschaulichung:

a) Satz von Rolle: Es gibt eine waagerechte Tangente (a, b), falls f(a) = f(b) .

b) Mittelwertsatz: Zu jeder Sekante existiert eine parallele Tangente.
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Beweis: Wir zeigen nur b). Fiir f € C'[a, b] erfiillt

h(x) := f(x) (f(b) = f(a))

die Voraussetzungen des Satzes von Rolle

r —a

Cb—ua

= 3¢ € (a,b) mit 0 = h'(§) = f'(z) —
d.h. ,
g - L0t

Der zweite Mittelwertsatz hat eine interesante Anwendung:

19.3 Satz (L’Hospital’sche Regel)

a) Fall 0.
Seien f, g stetig diffbar auf (a,b),& € (a,b), f(§) = g(§) = 0, und es gelte ¢’(x) # O fiir
x # . Dann folgt
!/
f) @)

lim —~% =
=t g(z) 2t g'(z)
wenn der rechte Grenzwert existiert.

b) Fall 722"
Seien f, g stetig diffbar auf (a, b) \ £ und

lim f() = lim g(z) = oo,

und es gelte
g'(x) #0 fir x #¢&.

Dann gilt
@) _ lim @

lim ——= =
et g(x) =t g'(2)

wenn der rechte Grenzwert existiert.

Beweis: Wir betrachten nur Fall a).
Wegen f(£) = g(£) = 0 und dem zweiten Mittelwertsatz existiert 7 = 7n(x) mit

f(z) _ fz) = f(§) _2.MWS f'(n)

g(x)  gle)—g) g'(n)

mit 7(z) zwischen z und &.
Fiir x — ¢ gilt daher auch n(x) — £ und es folgt die Behauptung.
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19.4 Beispiele

a) lim,_o $2% hat die Form ”g”. Mit L’ Hospital ergibt sich:

xT

lim 22— jjm $8 cos0 =1
x—0 x—0
b) lim,_. % ist vom Typ “22”. L’Hospital liefert
1
lim 2 = lim — = lim e’ =0

z—o00 el z—o00 eT T—00
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Kapitel 20
DER SATZ VON TAYLOR

20.1 Motivation
* Fiir eine differenzierbare Funktion f(x) stellt die Tangente

t(z) = f(§) + (x =[S

eine lokale Approximation durch ein Polynom ersten Grades im Punkt ¢ dar. Es gilt:
F(&) =t(&), ['(§) =1'(&).

o Ist es moglich, f(z) in & durch ein Polynom hoheren Grades zu aproximieren, falls f eine
hohere Differenzierbarkeitsordnung besitzt?

20.2 Satz (Satz von Taylor)

Sei & € (a,b) und f € C™a, b].
Dann besitzt f(z) folgende Taylorentwicklung um &:

f(@) = To(x,€) + R (2, €)

mit dem Taylorpolynom m-ten Grades

und dem Restglied nach Lagrange

(@&
(m+1)!

Ry (2,€) = FU(E+O(z =€) mit © € (0,1).
Beweis: Wir betrachten g(z) := f(z) — T'(x) mit T'(z) = T,,(z.£).
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Dann gilt:

gim)(€) = S(€) = T™(E) = Fm(E) = F™(E) = 0

(*) Funktion und Taylorpolynom haben gleiche k-te Ableitungen fiir £ = 0, .., m.

9(x)

Nun wenden wir den 2-ten Mittelwertsatz auf gyt Al
3¢, zwischen & und x mit
—
glr) 9(x) —g(¢) o Mws 9'(&)
(@ =+t (z=mH = (= (m+1)(&G =™
Induktiv folgt:

o) gE&) g'(&) o d™E) g ()
(@=mt  (m+1)E - (m+DmE&-Om " (m+ 1! (& —§) (m+1)!
mit & zwischen { und x fir k =1,...,m + 1.

Mit g(z) = f(z) — T, (2, &) folgt also
_ m+1

) = Tt = T ).

Wegen
g (@) = f D ()
ist daher ( gyt
L — m

f(@) =Tn(z,&) + mf( D (Ems)

mit §,,,+1 zwischen £ und x.
O

20.3 Bemerkungen

a) Fiir m = 0 erhilt man den ersten Mittelwertsatz.

b) Man kann sogar zeigen, dass T,,(z, &) das einzige Polynom vom Grad < m ist, das die

Approximationsgiite O((x — &)™ ") besitzt.

¢) Neben der Restglieddarstellung nach Lagrange gibt es noch andere Darstellungen des Rest-

gliedes.
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20.4 Beispiele

a) Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion um ¢ = 0:

Aus
m x_€m+1 .
Z f(’C (&) + ﬁf( e+ 0z - )
- !
folgtmltg—Ounddd— = e
m ZE m+1
Zk_ e " mit0 < © < 1.

k=0
Fir 0 < 2 < 1 hat man beispielsweise die Fehlerabschédtzung
$m+1 O 1

|Rm<l’,0)| S m@ < m@

Hieraus folgt z.B. mit m = 10:

1
|Rio(z,0)| < ¢~ 681 1078,

b) Taylor-Entwicklung der Sinusfunktion um & = 0:
Mit

—sinz =cosz und —cosz = —sinx
dx dx

sowie
sin0 =0 und cos0=1

folgt, dass T,, (o) keine geraden Potenzen enthilt:

d
d—smx—cosx cosO0=1
T
d2
ﬁsmx——smx —sin0 =0
d3
ﬁsmm——cosx —cos0)=-1
d4
ﬂsmx—smx sin0 =20
€T
d5
ﬁsmm—cosm cos0 =1
T

usw.
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Damit gilt also

2nt2 ko gk 3 .5 2n-+1
) " d x> x x
ST = k" d k(Slnx>|z 0+R2n+2(l’ 0) Zﬂ—g‘f‘g_‘}‘ +( 1) W+R2n+2<l’ 0)
k=0
_ (_1\n+1 COS(@[L’) 2n+3
R2n+2—( 1) —(QTL—{—B)‘:E , 0<O<l.

Fiir |z| < 1 und n = 3 folgt beispielsweise

|Rg(7,0)| < — ~28-107F.

1
9!

20.5 Definition Taylor-Reihe

Fiir eine C'*°-Funktion f bezeichnet man die Potenzreihe

Z (x;—!g)kf(k)(g)

k=0

als Taylorreihe um den Entwicklungspunkt €.

20.6 Bemerkungen
a) Die Taylorreihe muss im Allgemeinen nicht konvergieren.
b) Konvergiert sie, dann muss sie nicht gegen f(x) konvergieren.

c¢) Ist dies jedoch der Fall, so dass also
Z @= 9" pw g
=0

fiir alle « € (a, b) gilt, so heift f reell-analytisch (C*-Funktion) auf (a, b).

d) Die Taylorreihe einer C'°*°-Funktion f mit Entwicklungspunkt £ konvergiert in x genau
dann gegen f(z), wenn

lim R,,(z,§)=0.

m—00
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20.7 Beispiele

a) > ey “];—]f ist die Taylorreihe zur Exponentialfunktion mit Entwicklungspunkt £ = 0. Sie
konvergiert fiir alle + € R gegen e”.

Allgemein gilt: Existiert eine Potenzreihendarstellung, so ist dies die Taylorreihe.

b) Die Binomialreihe ;- (Z) ¥ ist die Taylorreihe zu (1 + x)® im Entwicklungspunkt & =
0.

B e~ wenn (z>0) -
¢) flx)= {0 wenn (z < 0 ist aus C°(R)

Nachrechnen zeigt, dass f™(0) = 0 Vm € N
= Tm(x,O) =0Vm € NO

= f(z) = Ry(z,0).

Fiir alle x > 0 konvergiert die Taylorreihe somit nicht gegen f(z). f(x) ist daher nicht
reell-analytisch.

20.8 Satz (Differentiation von Potenzreihen)

Die durch die Potenzreihe > -, axx* mit dem Konvergenzradius r dargestelle Funktion f(z)
ist gliedweise differenzierbar. Die Potenzreihe Y- | ka,z"~! hat denselben Konvergenzradius r
und stellt in (—r, r) die Ableitung dar.

20.9 Beispiel

b p2k+l

Die Sinusreihe ). (—1) iy konvergiert fiir alle z € R gegen sinz. Gliedweise Diffe-

rentiation ergibt die Cosinus-Reihe >, (—1)F %xzk = Zz"zo(—l)k(ﬂ%!. Sie konvergiert
ebenfalls fiir alle z € R.
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Kapitel 21

GEOMETRISCHE BEDEUTUNG DER
ABLEITUNG

21.1 Motivation

e Kann man aus den Ableitungen Assagen iiber den Graphen einer Funktion gewinnen?

* Die Ableitungen liefern sogar sehr viele Aussagen: Monotonie, Extrema, Kriimmungsver-
halten, Wendepunkte.

* Diese Aussagen bilden die Grundlage der Kurvendiskussion und sind sehr wichtig bei
Optimierungsproblemen.

21.2 Definition (streng monoton wachsend, fallend)

Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R hei3t monoton wachsend, wenn fiir alle
X1, Lo € I mit x9 > 21 gllt

f(x2) > f(x1).

f ist streng monoton wachsend, wenn stets f(x2) > f(z) gilt.

Die Eigenschaften monoton fallend bzw. streng monoton fallend sind durch

fzo) < f(w1) bzw.  f(zg) < f(21)

definiert.

21.3 Satz (Monotonie differenzierbarer Funktionen)

Sei f : I — R diffbar im Intervall / C R. Dann gilt:

125
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a) f ist monoton wachsend (monoton fallend) in
s fl(r)>0 (f'(z)<0) inl.

b) f'(x) >0 (f'(z) < 0) = f ist streng monoton wachsend (streng monoton fallend) in /.

Beweis:
a) " =": Sei f monoton wachsend und diffbar in /, und seien x, x + hin [
= f(r+h)— f(x) >0 fir h >0

flx+h)— f(x) <0 fir h <0

_ fth) S
h
= f'(z) > 0 (vgl. Definition der Ableitung).

Analog zeigt man f'(z) < 0 fiir f monoton fallend.
" <" Sei f'(x) > 0Vx € I.Seien h > 0und £, £+ h € I. Nach dem ersten MWS existiert

>0Vh#Omitx,z+hel

© € (0,1) mit
h) —
f€+ 2 1O _ pie v on).
Wegen f'(£ + ©h) > 0und h > 0 gilt also somit f(§ 4+ h) — f(£) > 0, d.h. f ist monoton
wachsend.

b) wie (a) ’<", jedoch mit "> statt ”>".

21.4 Beispiele

a) Bestimme Monotonieverhalten von f(z) = 5.

() (22 + 22+ 3) — 2(2x + 2) —2?+3
r) = = :
(2% 4 2z + 3)? (2% 4 2z + 3)?

Nenner > 0.
f'(x) > 0fiir3 — 22 > 0,dh. z € [-V/3,V3].
f'(x) <0fiir3 — 22 <0,dh. z < —/3 oder z > /3.

Fiir 2 € (—/3, v/3) gilt sogar f'(x) > 0
= f(x) streng monoton wachsend in (—+/3, v/3). Fiir z < —+/3 oder x > /3 ist f'(z) <
0 und somit ist f(x) streng monoton fallend auf den entsprechenden Bereichen.

b) Die Umkehrung von Satz 21.3.b) gilt nicht!
Bsp.: f(z) = z? ist streng monoton wachsend auf R aber f/(0) = 0

Die folgenden Begriffe sind wichtig bei Optimierungsproblemen:
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21.5 Definition (streng) konvex, konkav
Eine Funktion f : I — R heif3t konvex auf / C R, wenn fiir alle a,b € I und © € (0,1) gilt:
f(©a+(1-0)b) <Of(a)+(1-0)f(b).

Gilt > statt <, so heif3it f konkav.
Gilt < statt < (bzw. > statt >), so heilit f streng konvex bzw. streng konkav .

21.6 Veranschaulichung

a) Konvexe Funktionen verlaufen unterhalb ihrer Sekanten und haben eine Linkskriimmung.

b) Konkave Funktionen verlaufen oberhalb ihrer Sekanten und haben eine Rechtskriimmung.

Damit ist anschaulich klar:

21.7 Satz (Konvexitiit / Konkavitit von C'-Funktionen)
Sei f € C*(I). Dann gilt:
a) fistin [ konvex < f’in I monoton wachsend.

b) fistin [ konkav < f’in I monoton fallend.

Aus Satz 21.3 und 21.7 folgt sofort:

21.8 Satz (Konvexitit, Konkavitiit von C?-Funktionen)

Sei f € C*(I) mit I C R, dann gilt:

a) fistin [ konvex < f”(z) > 0in I.
f"(x) > 0in I = fistin [ streng konvex.

b) fistin ] konkav < f”(z) <O0in .
f"(x) <0in [ = fistin I streng konkav.

21.9 Beispiele

a) Typische konvexe Funktionen:

f(z)=2?auf R : f’(x) = 2x ist monoton wachsend.
g(xr) =e”auf R : ¢'(z) = €” ist monoton wachsend.
Wegen f”(z) > 0und ¢”(z) > 0 sind f, g sogar streng konvex auf R.



128 KAPITEL 21. GEOMETRISCHE BEDEUTUNG DER ABLEITUNG

b) f(x) = Inx ist streng konkav fiir z > 0:

Fla)=2, flo)=—

x x?’

Lokale Extrema spielen eine wichtige Rolle bei Funktionen

21.10 Definition (strenge) lokale Extrema (Minimum, Maxi-
muin)

Sei f : I — R eine Funktion und ¢ ein innerer Punkt in / (kein Randpunkt). £ heif3t lokales Maximum
von f in [, falls ein € > 0 existiert, mit

[z =& <e= flz) < f(S).

Gilt hingegen
[z =& <e= flx) = f(6),

so hei3it ¢ lokales Minimum von f in /.

Gilt Gleichheit nur im Punkt &, so liegt ein strenges lokales Maximum bzw. ein strenges lokales Minimum
VOr.

Wie findet man solche Extrema?

21.11 Satz (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema)

Sei f in £ diffbar und habe dort ein lokales Extremum (dh. lokales Minimum oder Maximum).
Dann ist f'(§) = 0.

Beweis: Sei ¢ ein lokales Maximum

=3Je>0: |[z—¢ <e= f(x) < f(E).
Falls z > &:

Falls x < &:
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Da f in & diffbar ist, existiert ein eindeutiger Grenzwert fiir r — &£. Wegen (*) und (¥*) ist

f'(€) = 0.
0

21.12 Beispiele

a) f(z) = 2% hatin £ = 0 ein lokales Minimum. Wegen f’(z) = 2z ist f'(0) = 0

Die Umkehrung von Satz 21.11 gilt nicht!

Fir f(x) = 2* gilt f'(z) = 3z* und daher f’(0) = 0. Dennoch liegt in & = 0 kein Extre-
mum vor. Satz 21.11 liefert somit nur eine notwendige Bedingung fiir Extrema, die jedoch nicht
hinreichend ist.

Benotigt man hinreichende Aussagen, kann man folgenden Satz zeigen:

21.13 Satz (Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema)

Sei f € C™(I),n > 2, ¢ innerer Punkt von [ mit /(&) = f"(€) = ... = f*~1(&) und f (&) # 0.
Dann gilt:

a) Ist n gerade, so liegt ein lokales Extremum vor. Fiir f(™(£) > 0 ist es ein strenges lokales
Minimum, fiir £ (£) < 0 ein strenges lokales Maximum.

b) Fiir ungerades n handelt es sich um kein Extremum.

Zur Erinnerung. Zum Beweis kann man die Taylor-Entwicklung der Funktion benutzen. Dort
fallen die ersten n Glieder weg.

21.14 Beispiele

a) Fir f(z) = 23 gilt:

f'(z) = 32
f'(z) = 6z
f"(x) =6
f(0)=0
f//(o) — 0
F7(0) =6 >0

Also liegt kein Extremum in O vor.
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b) Fiir f(z) = 2* gilt

flo)=4a®  fr(x) =120  fU(z) =24z f7(2) = 24
FO=0  O)=0  f0)=0  j"(0)>24

Somit liegt in ¢=o ein strenges lokales Minimum vor.

c) Es gibt Fille, in denen Satz 21.13 nicht anwendbar ist, z.B.

fla) = {ez? wenn z # 0

0, wenn ¢ = 0

Induktiv kann man nachpriifen:

f e C=(R),

f®(0) = 0;VEk € N,.

Obwohl in 0 ein strenges lokales Minimum vorliegt ist Satz 21.13 nicht anwendbar.

Er liefert somit nur eine hinreichende Bedingung fiir strenge lokale Extrema. Sie ist jedoch
nicht notwendig.

21.15 Definition Wendepunkt

Eine in ¢ diffbare Funktion f(z) hat einen Wendepunkt in &, falls f'() in £ ein lokales Extremum
hat.

21.16 Bemerkung

a) Im Wendepunkt wechselt das Kriimmungsverhalten:

— Hat f/(z) in £ ein lokales Maximum, so ist f’ in einer Umgebung links von £ monoton
wachsend und rechts von & monoton fallend (Konvex-Konkav-Wechsel).

- Hat f’(z) in € ein lokales Minimum, liegt ein Konkav-Konvex-Wechsel vor.

b) In der Signalverarbeitung beschreiben Wendepunkte die Lokalisierung von Kanten.

Analog zu Satz 21.11 und 21.13 gibt es notwendige und hinreichende Kriterien fiir Wende-
punkte:

21.17 Satz (Notwendige Bedingung fiir Wendepunkte)

Sei f in £ zweimal diffbar und habe dort einen Wendepunkt. Dann ist f”(x)(§) = 0.
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21.18 Satz (Hinreichende Bedingung fiir Wendepunkte)

Sei f € C"(I),n > 2,¢ innerer Punkt von [ mit f”(¢) = f"(¢) = ... = f™(¢) = 0 und
fO+D(€) # 0. Dann gilt:

a) Ist n gerade, liegt in £ ein Wendepunkt vor.

— Fiir f™*D(&) > 0 ist es ein Konkav-Konvex-Wechsel.
— Fiir f(*1(¢) < 0 ist es ein Konvex-Konkav-Wechsel.

b) Fiir ungerades n liegt kein Wendepunkt in £ vor.

21.19 Beispiel

a) Fir f(z) = 23 gilt:
S@) =32 fla)=6c  ["(z)=6
FO)=0  f1(0)=0  f"(0)=6>0
In ¢ = 0 liegt ein Wendepunkt mit Konvex-Konkav-Wechsel vor.

21.20 Kurvendiskusion

Ziel einer Kurvendiskussion ist die Festlegung des qualitativen und quantitativen Verhaltens des
Graphen einer Funktion f(z). Hierzu gehoren typischerweise folgende Untersuchungen:

a) Maximaler Definitionsbereich
Bsp.: f(r) = 243224 hat den Deffinitionsbereich R \ {0}.

b) Symmetrien

— f(z) ist symmetrisch zur y-Achse (gerade Funktion) falls f(—x) = f(x) Vz.
Bsp: f(z) = cos x ist gerade Funktion.

- f(z) ist symmetrisch zum Ursprung (ungerade Funktion) falls f(—z) = —f(z) V.
Bsp: f(z) = sinx ist ungerade Funktion.

¢) Polstellen

Hat f(x) die Form f(x) = (ng?)k mit g(x) stetig in £ und g(&) # 0, so besitzt f(z) in &:

— fiir ungerades k einen Pol mit Vorzeichenwechsel

— fiir gerades k einen Pol ohne Vorzeichenwechsel

Bsp.: f(z) = 27432=4 hat in ¢ = 0 einen Pol ohne Vorzeichenwechsel:

— Rechtsseitiger Grenzwert ist lim, o+ f(z) = —oc.



132 KAPITEL 21. GEOMETRISCHE BEDEUTUNG DER ABLEITUNG

— Linksseitiger Grenzwert ist lim,_.o- f(z) = —o0.

d) Verhalten im Unendlichen
Bestimme lim, ., f(x),lim,_, o f(x), falls diese existieren.

Untersuchung auf Asymptoten von f(z):
Fiir v — 400 heiit y = ax + b Asymptote von f(x), falls lim, 4o (f(x) —azx —b) =0
gilt.

a und b werden bestimmt durch

a= lim M
r—too I

b= lim (f(x)— ax)

r—F00

BSPI f(l') — 2z243z—4

2

212 —4
limM lim wz()

a =
r—too I r—Fo00 de

b= lim (f(x)—0z) =2

r—=+o00

= y = 2 ist Asymptote.

e) Nullstellen
Konnen bei Polynomen vom Grad < 4 analytisch bestimmt werden. Ansonsten muss man
“raten’” oder numerische Verfahren (z.B. Bisektionsverfahren 16.9, weitere Verfahren fol-
gen) verwenden.

BSpZ f(.T) — 222 +3x—4

x2

RV

20 +3x—4=0 & a1

4
= xr1 =~ —235, Ty = 0.85.
f) Extrema, Monotonieintervalle
22% + 3z — 4
f(z) = - 2
2*(4r 4+ 3) — 2z(22* + 3z —4)) 8—3z
f(x) = o - 3

8§ — 3z 8

() =0 & =0 13 =

f (LU) 1’3 xs3 3

f <§) ~ 2,56

f”(x)x (—3) — 32%*(8 — 3x) _ Gz —24

26 4
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f" (%) > 0= fhatin z3 = § ein striktes lokales Maximum.
<0 fiir § <2 < oo (streng monoton fallend)

f'(x) = (>0, fiir0<az < § (streng monoton wachsend)
<0, fir —oo <z <0 (streng monoton fallend)

g) Wendepunkte

Bsp:
222 4+ 31 — 4
fla) ==
6xr — 24
Ozf//(): o =x4=4
)
4) ==
f) =3
wo oy xtx6—4x’(6r —24)  —18x+ 96
f (I’)— 8 - 5

1" (4) > 0 : Wendepunkt mit Konkav-Konvex-Wechsel
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h) Skizze

+54




Kapitel 22

BANACH’SCHER FIXPUNKTSATZ

22.1 Motivation

* Viele mathematische Probleme fiihren auf die Nullstellensuche von Funktionen (vgl. etwa
Kurvendiskussion 21.20).

¢ Mit dem Bisektionsverfahren 16.9 kennen wir bereits ein einfaches Verfahren hierzu.

* Fiir den Fall, dass wir das Problem umschreiben konnen auf die sogenannte Fixpunktform

z = f(z)

bieten sich insteressante Alternativen, die z.T. schneller konvergieren oder weitere Verall-
gemeinerungen haben. Dies wollen wir jetzt untersuchen.

22.2 Beispiel

Die Nullstellensuche von g(z) = x — 0.1 * ¢” fiihrt auf

z=0.1%¢€"

135
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+51931

+0{186

1.61 +0.645 +1161 X

0176

-H931

Im Intervall [0, 1] gibt es offenbar eine Nullstelle von g.

Probiert man den iterativen Ansatz

rog=1

T, =0,1xe"1 n=172..
so erhilt man bei achstelliger Rechengenauigkeit

To =1

r1 = 0.2718282

xy = 0.1312362

rg = 0.1140237

xy = 0.1120779

x5 = 0.1118600

xg = 0.1118356

x7 = 0.1118329

rg = 0.1118326

r9 = 0.1118326

Offenbar konvergiert das Verfahren recht schnell gegen die Losung. Ist dies Zufall?
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22.3 Satz (Banach’scher Fixpunktsatz)

Sei I = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall, und f : I — R sei differenzierbar mit f(I) = I.
Ferner gebe es eine Konstante L < 1 mit | f/(z)| < L fiir alle € I. Dann gilt:

a) Existenz und Eindeutigkeit:
Die Gleichung x = f(x) hat in I genau eine Losung & ("Fixpunkt™).

b) Konvergenz:
Fiir beliebiges z( € I konvergiert das Iterationsverfahren

z, = f(xp_1), n €N,
gegen die Losung £ von x = f(z).

¢) A-priori-Fehlerabschitzung:
Aus den ersten beiden Approximationen z(, 1 kann man den Fehler von x,, abschitzen:

n

| <

|z — x0] .

d) A-posteriori-Abschitzung:
Mit den letzten beiden Approximationen x,,_1, x,, ergibt sich die (schirfere) Fehlerabschitzung

£ — x| <

|ty — Tp_1] -

1—-L
Beweis:

(a)(b): Mit dem 1. Mittelwertsatz folgt:

[flz) = fI < L-|z—y Vr,y€el.

Mit vollstindiger Induktion ergibt sich somit fiir die Folge (x,,) mit z,, = f(z,,_1):

[Tt — xn| < Llzp — 2] < o0 < LMy — 20] (%)
Daraus folgt:
o0 o0
Z |Tna1 — xn| < |21 — 20| ZL".
n=0 n=0

o0

Mit der geometrischen Reihe >~ L" = ﬁ (vgl. 12.4) und dem Majorantenkriterium
12.7(b) folgt die Konvergenz der Reihe >~  (zx41 — T).
Wegen

Tpi1 = (Tpy1 — Tn) + (X0 — Tp1) + oo + (21 — 20) + 20 = 20 + Z(%H )
k=0
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ist daher auch die Folge (z,,) konvergent.

Sei ¢ := lim,, .o, z,. Da I abgeschlossen ist, ist £ € I. Anderseits ist £ auch Grenzwert
der Folge (z,,41) = (f(z,)). Da f diffbar ist, ist f auch stetig. Daraus folgt:

¢ = lim z, = lim x,,; = lim f(z,) stetig f(lim z,) = f(£)

n—oo n—oo

d.h. £ 16st x = f(x) (7€ ist Fixpunkt von f7).

Ist £ eindeutig?
Sei 1 ein weiterer Fixpunkt in /. Mit dem 1. Mittelwertsatz gilt dann

€ — pu| =FXPURKE ey )] < Lig— ]

Wegen L < 1 ist dies nur erfiillbar, wenn £ = p.

(c),(d) Sein > 1. Fiir alle m > n gilt:

m+41
Timt1 = (Tmy1 — Tm) + (T — Te1) + oo + (X1 — Tp) + Ty = T + Z(xkﬂ — ).
k=n
Im Grenziibergang m — oo:
£— a2, = Z(xkﬂ — ) _Indexversch. Z(Qﬁnﬂ; — i)
k=n p=1

Mit
|xn+p - $n+p71| S LP|xn — Tp-1|,

vgl. (*¥), und der geom. Reihe folgt:

o0 o0
€ — 2l SA-Ungleichung Z | Znip — Tnip-1| < Z LP|zy, — 2y

p=1 p=1

__ L <o L7
L

|Zl§'1 — $0| .

22.4 Bemerkungen

a) Der Banach’sche Fixpunktsatz erfiillt alle Eigenschaften eines groBartigen Satzes fiir die
Informatik:
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— Existenz und Eindeutigkeit eine Losung.
— Ein konstruktiver, stets konvergenter Algorithmus.

— Fehlerabschitzungen am Anfang und wihrend des Programmlaufs.
b) Das Beispiel 22.2 erfiillt die Vorraussetzungen des Satzes:

- Mit f(x) = 0.1e* ist f([0, 1]) C [0, 1].
— [ ist diffbar auf [0, 1].
— Wegen der Konvexitit der e-Funktion gilt auf [0, 1]:

|f/(x)] =0.1e" <0.1e' =1 L < 1 (hier: L ~ 0.218) .

c) Falls die Kontraktionskonstante L kleiner als % ist, konvergiert das Fixpunktverfahren we-
gen der a-priori-Abschitzung 22.3c) schneller als das Bisektionsverfahren 16.10. Dariiber
hinaus kann es beispielsweise auch auf vektorwertige Funktionen verallgemeinert werden.
Da sie keine Ordnungsrelation zulassen, ist dort die Bisektion nicht einsetzbar.

d) Nullstellenprobleme lassen sich oft auf verschiedene Art als Fixpunktprobleme schrieben.
Unterschiedliche Fixpunktiterationen haben eventuell unterschiedliches Konvergenzver-
halten.

Bsp.: f(z) = 2z — tanz = 0 kann man umformen zu = § tan z oder z = arctan(2z).
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Kapitel 23

DAS BESTIMMTE INTEGRAL

23.1 Motivation

Sei f(z) mit z € [a, b] eine reellwertige Funktion. Ziel ist die Berechnung der Fldche zwischen
f(z) und der z-Achse.

Annahme: f : [a,b] — R sei beschrinkt.

Um das Integral einzufiihren miissen wir zundchst das Intervall [a, b] zerlegen:

23.2 Definition Zerlegung, Partition, Knoten, Feinheit, Feine-
re Zerlegung

a) Eine Menge {z, x1, ..., z,, } der Form
Z={ro=a<x <..<z, =0}

heiBt Zerlegung (Partition, Unterteilung) des Intervalls [a, b]. Die z;, i = 0, ..., n, heiBen
Knoten der Zerlegung.

b) |Z| := maxo<i<(n-1) |Tit1 — ;| heibt Feinheit der Zerlegung Z.
¢) ¢ := ([a, b]: Menge aller Zerlegungen von |[a, b].

d) Eine Zerlegung Z; ist eine feinere Zerlegung als 7, (Z1 D Z,, Verfeinerung), falls Z;
durch Hinzunahme weiterer Knoten zu 75 entsteht.

Zerlegungen sind niitzlich zur Summenberechnung.

141
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23.3 Definition Riemann-Summe, Untersumme, Obersumme

a) Jede Summe der Form

n—1

Ri(Z) =) f(&) (wirn — x:) &i € (i, Tiy1]

1=0

heiB3t Riemann-Summe von f zur Zerlegung Z.

b)
n—1
Uf(Z) = Z inf éE[Ii,Iz‘Jrﬂf(g) (xi-I—l - xl)
i=0
heiflit Untersumme von f zur Zerlegung Z.
c)

n—1
Of(Z) = Z sup §€[$i,zi+ﬂf(£) (xiJrl - xl)
=0

heiflt Obersumme von f zur Zerlegung Z.

A f(x)
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23.4 Bemerkungen

a) Fiir jedes feste Z gilt:
Us(Z2) < Ry(2) < O4(2).

b) Verfeinerungen vergroBern Untersummen und verkleinern Obersummen
Zy D Zy = Us(Zh) > Us(Zs)
Zy D Zy = O¢(Z1) < Of(Zy)
c¢) Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z;, 75 von [a, b] gilt stets:
Up(Z1) < Of(Zs) .
(U¢(Z,) unterhalb, O(Z,) oberhalb der Kurve.)

Die Untersumme ist stets nach oben, die Obersumme nach unten beschrankt.

23.5 Definition Riemannsches Unter/Ober-Integral, Integrier-
barkeit

a) Aufgrund der obigen Eigenschaften existieren die Grenzwerte

b b
/ @)z = sup yequyUs(Z). / f(2)dz == inf seqyOy(Z).

Sie heiBlen (Riemann’sches-) Unter- bzw. Oberintegral.

b) f(z) heifit (Riemann-)integrierbar iiber [a, b], wenn Unter- und Oberintegral iibereinstim-

men. Dann heif3t
/f dx—/f dx—/f

(Riemann-) Integral von f(x) iiber [a, b].

23.6 Beispiele

a) Sei f(z) = ¢ = constant

= U(Z) Zc Tiy1—x;) =c-(b—a).
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0
b) Sei& € [a,b]. Dannist f(z) = { wenn z 7 & integrierbar. Denn fiir jede Zerlegung Z
1, wennz =¢

gilt:
Ui(Z) =0,0< 0¢(2) <2|Z].

Also ist ff f(z)dz = 0, da die Feinheit von Z beliebig klein gewihlt werden kann.

0 wemnz € [0,1]NQ

¢) Betrachte die Dirichlet’sche Sprungfunktion f(z) =
) prine /(@) {1, wenn z € [0,1] \ Q

Fiir jede Zerlegung 7 ist
Up(2) =0,04(2) =1,

da wir in jedem Intervall [z;, x;,,] stets eine rationale und eine irrationale Zahl finden.
Damit ist f nicht Riemann-integrierbar. (Es gibt jedoch Integrierbarkeitsbegriffe, z.B., das
Lebesgue-Integral, nach denen solche Funktionen integrierbar sind.)

Welche Eigenschaften hat das Riemann-Integral?

23.7 Definition Fliache

Ist f : [a,b] — R eine nicht-negative, integrierbare Funktion, so wird die Zahl

/abf(x)da:

als Flache zwischen der Kurve f(x) und der z-Achse zwischen z = a und x = b bezeichnet.

23.8 Bemerkung

a) Ist f negativ, so kann man die Fliche durch fab | f (x)|dz bestimmen.

b) Istb < a, so definiert man f:f(a:)dx = — [, flz)dx

23.9 Lemma (Monotonie des Integrals)

Sind f, g integrierbar iiber [a, b] mit f(x) < g(z) Vx € [a, b], so gilt:
/ f(z)de < / g(z)dz .

U(Z) <U,(2),

Beweis: Zu jeder Zerlegung Z gilt
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04(2) < 0,(2).

Diese Ungleichungen iibertragen sich auf das Supremum (Unterintegral) bzw. Infimum (Oberin-
tegral).

g

23.10 Folgerung

Integration erhilt die Nichtnegativitit:
b
f(z) >0V € [a,b] = / flz)dz > 0.

Beweis: Lemma 23.9 angewandt auf f(z) und 0 ergibt

/abf(x)dxz/abde:O.

23.11 Folgerung

b b
[ twis| < [15@las
Beweis: Mit Lemma 23.9 folgt aus —|f(x)| < f(z) < |f(z)|

—/ab|f(x)|dx§/abf($)d$S/ab|f($)|d$7

/abf(x)dx /ab|f(x)|dx :/ab|f(x)|dx.

Ferner kann man zeigen:

und somit

<

23.12 Satz (Linearitat der Integration)

Seien f, g integrierbar iiber [a, b] sowie a, § € R. Dann ist auch o f (x) + (¢g(x) integrierbar und
es gilt:

/abaf(x) + Bg(z)dr = a/abf(x)dx + ﬁ/abg(m)dg:,

Integrale lassen sich zerlegen:
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23.13 Lemma (Zusammensetzung von Integrationsintervallen)

Ista < ¢ < b, soist f genau dann iiber [a, b] integrierbar, wenn f iiber [a, ¢| und iiber [c, b]

integrierbar ist. Dann gilt:
b c b
/ f(a;)d:c:/ f(x)der/ f(z)da

Beweis: Aussage folgt unmittelbar aus der Betrachtung von Ober- und Untersumme zu Zerle-
gungen, die c als Knoten enthalten (ggf. durch Verfeinerung erreichbar).

OJ

Man kann zeigen, dass viele wichtige Funktionen integrierbar sind.

23.14 Satz (Integrierbarkeit monotoner oder stetiger Funk-
tionen)

Sei f : [a,b] — R beschrinkt. Dann gilt:
a) Ist f monoton, so ist f integrierbar.

b) Ist f stetig, so ist f integrierbar.

23.15 Beispiele

Folgende Funktionen sind iiber ein Intervall [a, b] integrierbar
a) f(x) =/, fallsa >0
b) f(z) =e"
¢) f(z) =Inz,fallsa >0
d) f(z) =sinx
e) Polynomfunktionen f(z) = Y ;_, axz®

f) Stiickweise stetige Funktionen mit endlich vielen Sprungstellen (Induktionsbeweis iiber
Zahl der Sprungstellen)

In der Differentialrechnung waren Mittelwertsétze sehr wichtig (vgl. Paragraph 19). Es gibt
Ahnliches fiir die Integralrechnung:
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23.16 Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei f : [a,b] — R stetigund g : [a,b] — R stiickweise stetig und nicht negativ. Dann existiert
ein € [a, b] mit:

[ @ swe =1« [ gy,

Bemerkung: Fiir fab g(x)dz > 0 kann man

[ f@)gla)ds
fab g(z)dx

als Mittelwert von f im Intervall [a, b] mit einer Gewichtungsfunktion g ansehen.

f(€)

Beweis von Satz 23.16
Seien m 1= mingep ) f(x) , M 1= max,cpp (7).
Da ¢ nicht-negativ ist, gilt:

mg(z) < f(z)g(x) < Mg(z),

und damit nach der Monotonie (Lemma 23.9):

m/abg(x)dx < /abf(x)g(x)dx < M/abg(x)dx.

Somit existiert eine Zahl i € [m, M| ("Mittelwert”) mit

[ oyt = [ @t

Da f stetig ist existiert nach dem Zwischenwertsatz (16.10.b) ein £ € [a, b] mit f(£) = p. Somit
gilt hier

b b
£6) / o(w)dr = / Fo)g(a)de.
]

Mit g(x) = 1 Va € |[a, b] ergibt sich eine wichtige Folgerung, die oft auch schon als Mittel-
wertsatz der Integralrechnung bezeichnet wird:

23.17 Korollar (Intergralmittel)

Fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R gibtes ein £ € [a, b] mit

b
1€ =5 [ e,
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23.18 Veranschaulichung

Die Fliche unter der Funktion stimmt mit der Rechtecksfliche (b — a) - f(€) iiberein:

b
/ f(@)de = F(E)(b—a).



Kapitel 24

DAS UNBESTIMMTE INTEGRAL UND
DIE
STAMMFUNKTION

24.1 Motivation

* Gibt es eine Operation, die die Differentiation “riickgingig” macht?

* Gibt es einfache Regeln zur Berechnung von ff f(z)dz ohne miihsames Hantieren mit
Ober/Untersummen und ihren Grenzwerten?

24.2 Definition Stammfunktion

Gegeben seien Funktionen f, I : [a,b] — R. Ist F' differenzierbar auf [a, b] und gilt
F'(x) = f(x) V& € [a,b],

so nennt man F’ eine Stammfunktion von f.

Bemerkung: Ist F'(x) eine Stammfunktion von f(z), so ist auch F'(x) + ¢ mit einer beliebigen
Konstanten ¢ Stammfunktion von f(z). Umgekehrt kann man zeigen, dass sich zwei Stamm-
funktionen Fi(z) und Fy(z) von f(z) hochstens um eine Konstante unterscheiden.

Kommen wir nun zum Gipfel der Analysis:

24.3 Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

a) G(z):= [T f(t)dt ist eine Stammfunktion von f(z).
(“Integration als Umkehrung der Differentiation™)

149
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b) Ist F'(z) eine Stammfunktion von f(x), so gilt

b
[ Ha)ds = FO) - Fla) = P, = [Pla)l.
(“Stammfunktion als Mittel zur Berechnung von Integralen™)

Beweis:

a) Sei h # 0 (h < 0 ebenfalls zugelassen) so, dass x,x + h € [a, b].

() i / xf(ﬂ)/—f(%‘)

DeﬁnitiorT von G(x)

L(G(@) + ) - G) - ()
x+h
/ f(t)dt — f(x)

b
= [f(&) — f(z)]|
mit einem & zwischen z, x + h (Integralmittel 23.17)
— 0 fiir h — 0, da f stetig. Somit ist G'(x) = f(x).

SHES

b) Mit a) gilt fiir eine beliebige Stammfunktion F'(z) von f(z)

F(:c):/ F(#)dt+c.
Damit folgt:

F(b) :/bf(t)dt+c,
F(a) :/af(t)dt+c:c,

und somit

b
F(b) — F(a) = / F(t)dt.

24.4 Definition unbestimmtes Integral

Die Stammfunktion F'(z) einer Funktion f(x) bezeichnen wir auch als ”das” unbestimmte Integral

von ().
/ f(z)dz

geschrieben (d.h. ohne die Integrationsgrenzen).
Es ist jedoch nur bis auf eine additive Konstante cC' bestimmt.
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24.5 Beispiele von unbestimmten Integralen
[ardr = a4 C (n#—1)
J 3z =In(|z]) + C (z #0)
[sin(z)dz = — cos(z) + C
[ cos(z)dx = sin(z) + C

[ tan(z)dz = —In | cos(z)| + C (cos(z) # 0)

| womde = tan(z) + C (x# 2k + 1)1 k€ 7)

fe‘“”dx— e 4+ C (a #0)

[In(z)dz = z(In(z) — 1) + C (x> 0)

/ \/7 = arcsin(v) + C (2] < 1)
=Inlz+V22-1]+C (|| > 1)
=In(z+V22-1)+C

119;2 = arctan(z) + C
e =[O (Jz| # 1)

Weitere Beispiele siehe Formelsammlungen, z.B. Teubner-Taschenbuch zur Mathematik.

Unbekannte Integrale kann man durch (z.T. trickreiche) Umformungen in bekannte Integrale
tiberfiihren. Hierzu gibt es 2 Grundtechniken:

24.6 Satz (Integrationsregeln)

a) Partielle Integration
Seien u, v : [a, b] — R stetig differenzierbar, so gilt:
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b) Substitutionsregel

Zur Berechnung von f: f(x)dx setze man x = g(z) mit g stetig differenzierbar,
g(a) = ¢, g(b) = d, und formal:
dr = ¢'(2)dz

[ s [ g,

Beweis

a) Folgt aus der Produktregel der Differentiation:

() =u'v +v'u

b b b
:>/ (uv)’d$:/ u'vdx+/ v'udz .
a a a

uvl}
b) Folgt aus der Kettenregel fiir ' = f,

L(F(9() = Fla(2)) - 9(2) = Flo() - o)

nach Integration iiber z im Bereich [a, b]:

/fmww@wzF@@sz@@wwmmnz f(z)da

24.7 Beispiele zur partiellen Integration

a)
/\a;_/\ei/dm:xe”:—/l-e‘rd:p:xegg—ezﬁLC
b)
/ln(m)dx = /\17/1&(2(11‘ = xIn(z) —/xidx—xln(x) —z+C
9)

/sinQ(m)daz = /wwdm = sin(x)(— cos(x)) + /COSQ(SIZ)CZLE

'U,
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= —sin(z) cos(w) + / 1 — sin*(x)dx | + / sin®(z)dx
2/sin2(x)dx = —sin(z) cos(r) + x + ¢ |:2

1
/sinQ(x)dx =-3 sin(x) cos(x) + g +C

24.7.1 Beispiele zur Substitutionsregel

a)
/ eVeida

Substitution: z = \/x & — %\/LE = = dr=2zdz

/eﬁda: = /€Z2Zd2 — nach 24.7a) 2(ze* —e*)+C

= 2(VzeV® —eV®) +C
b) )
/ v1— z2dx
1

Substitution: x = cos(z) & — —sin(z) = do = —sin(z)dz

/:_11 VI atde = / ;0 VI=cos?(z) - (~sin(z))dz

0 T 1 1
= —/ sin?(2)dz = / sin? zdz = 247©) —3 sin(z) cos(z) + 52]3
T 0

1 s

Macht Sinn, denn dieses Integral beschreibt die Fliche einer Halbkreisscheibe mit Radius 1:

y_.

+1.257

+0:25¢

Cabs | T el T ugs T Tals [T
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24.8 Bemerkung

Nicht alle Itegrale lassen sich analytisch 16sen.

Beispiel: “Fehlerfunktion”
2 T e
erf(r) =— */ e tdt.
VIL Jo

In Formelsammlungen tabelliert oder numerisch approximierbar.

24.9 Integration rationaler Funktionen

Integrale iiber rationale Funktionen fiihrt man mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung auf bekannte
Integrale zurtick.

Beispiel
/ dz
22 —5x+6"
Wegen 22 — 5z + 6 = (x — 2)(z — 3) machen wir den Ansatz
1 A N B Alx—3)+ B(r—2)
2 —5r+6 -2 -3  (x—2)(z—23)
_ (A+B)x+(-3A-2B)
(x —2)(x — 3)
Koeffizientenvergleich:
A+B=0 (1)
—34-2B=1 2)
Addition des 3 fachen von (1) zu (2) ergibt B =1,d.h.in (1) = A = —1
1 —1 1
= +

$2—5x+6:x—2 Tz —3

/ dx __/ dx +/ dx
22—5x+6 T —2 z—3
=—Infz —2[+Infz-3[+C

r—3
Tz —2

Es ist dann

=lnzx

’—l—C (x # 2und x # 3).



Kapitel 25
UNEIGENTLICHE INTEGRALE

25.1 Motivation

Manchmal muss man Integrale berechnen,

* bei denen iiber ein unendliches Intervall integriert wird
Beispiele: [ f(z)dx, f_boo f(@)dz, [7 f(z)de.
* bei denen unbeschrinkte Funktionen vorliegen
d
Beispiel: fol 72 :

Solche Integrale heilen uneigentliche Integrale. Unter welchen Bedingungen ist deren Berech-
nung moglich?

Fall 1: Unendliche Integrationsgrenzen

25.2 Definition konvergentes Integral

Sei f : [a,00) — R iiber jedem Intervall [a, R mit a < R < oo integrierbar.

Falls
R
pis / f(w)de

existiert, heiBt faoo f(z)dz konvergent, und man setzt

/OO f(z)de = Blgn Rf(x)dx.

/_ boo F(a)dz

155

Analog definiert man
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fir f : (—o0,b] — R.

Ferner setzt man:

/Z fla)d = /OO flw)dw + /:o f(w)da fiir f: R — R.

25.3 Beispiele

a) Konvergiert [, % fiir p > 17

R
Cp—1 Re=1 )~

Mit limp_, # = ( folgt die Konvergenz von floo ;l—if firp > 1:

/Ood:c_ 1
. aPr p—1-

Bemerkung: Fiir p < 1ist [ % divergent.

*  dz i 0 dz i Rz dy
= lim + lim
14+22 Ri—oo ) p 1422 Romoo Jy 1+ 22

—0o0

b)

= lim arctan(x)|®
Ry—o00

. Rs
R+ RlQanoo arctan(z)|,

= — lim arctan(—R;)+ lim arctan Ry — 0

Ri—o0 Ro—00
T
=0—(—=)+=—-0=m7

( 2> 2

y&
+3.12
+07675

R 17 N Y P N ) = Y E T I '
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Fall 2: Integration unbeschrankter Funktionen

25.4 Definition konvergentes Integral

Sei f : (a,b] — R iiber jedem Teilintervall [a + £,b] mit 0 < € < b — a integrierbar und in a
nicht definiert (’singulér™).
Falls

lim ’ f(z)dz

e—0 ate

existiert, hei3t fab f(z)dz konvergent, und man setzt

/ f(z)dz :=lim f(z)dz

e—0 ate

Eine analoge Definition gilt, fall f : [a,b) — R in b nicht definiert ist:

[ sty [ o

Falls f : (a,b) — R in a und b nicht definiert ist, setzt man

/ab f(z)dz = /acf(:c)da:+ /cbf(x)dx mit ¢ € (a,b).

Falls Polstellen im Inneren das Integrationsbereiches liegen, spaltet man das Integral so in Teilin-
tegrale auf, dass die Polstellen an den Grenzen der Teilintegrale liegen.

25.5 Beispiele

Konvergiert [, % fiir 0 < p < 1?

)

€ ajp_l—p c
1

— 1—¢gl»p
)

— fiir e — 0 (Konvergenz).

Bemerkung: fgl % konvergiert nicht fiir p > 1:

1
d
p=1 —len]a:H;:lnl—lng
3 'rp 0
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— 00 fire — 0.

. Yde 1 T 1)1 1,
p> _oap 1—plar ] p—1\er !t

€

— oo fire — 0.

Fiir unendliche Integrale kann man @hnliche Konvergenzkriterien wie fiir Reihen zeigen (vgl.
Paragraph 12):

25.6 Satz (Konvergenzkriterien fiir uneigentliche Integrale)

Sei f : [a,00) — R integrierbar auf jedem endlichen Intervall [a, b]. Dann gilt:

22
|ty
b) Absolute Konvergenz:
Ist [*|f(z)|dz konvergent (d.h. [ f(x)dx ist absolut konvergent), so konvergiert auch

[ f(z)dz.

¢) Majorantenkriterium:
Ist |f(z)| < g(z) Va € [a,00), und konvergiert [ g(z)dz, so konvergiert [ f(z)dx
absolut.
Gilt umgekehrt 0 < g(x) < f(x) und divergiert [ g(x)dx, so divergiertauch [ f(x)dx.

a) Cauchy-Kriterium:

/ f(z)dx existiert < Ve >03c>a :

<eVz,20 >c

Bemerkung: Entsprechende Aussagen gelten auch beim nach unten beschrinkten Integrations-
bereich (—oo, b], sowie an Singularititen an den Enden eines beschrinkten Intervalls [a, b].

25.7 Beispiel

Das Dirichlet-Itegral [ Sinf”) dx

Cauchy-Kriterium ergibt fiir 0 < z; < 2z9:

/22 sin(:)s)dx _ /22 1 sin(z)da = Part Integration _ €0S(7)

i i T

z2 29
cos(z)
— / p dz
21 4l

%2 g 1 1 2 d
/ de’ﬁ—jL——i—/ —x—>0fﬁrzl—>oo
z z1

x z21 29 2

1

1

da loo i—”ﬁ nach 25.3 konvergent. Das Dirichlet-Integral tritt z.B. in der Signalverarbeitung auf

(vgl. sinc-Funktion).
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25.8 Beispiel

Die Gammafunktion (Euler, 1707 - 1783)

[(x) = /OO et t" 7 dt fiirz > 0.
Konvergiert dieses Integral? 0
Probleme:
a) Fiira < o < 1divergierte - t*"1int = 0.
b) Obere Integrationsgrenze ist oo.

Wir spalten daher auf:

1 00
() :z/ e—t-t“f—ldt+/ e t-t"ldt,
0 1

und behandeln beide Probleme getrennt:

a) Betrachte fol ettt ldtfir 0 < ¢ < 1:
Wegen 0 < e~* < 1 hat fol e~'t"~1dt die nach 25.5 konvergente Majorante [~ -

tl—x

b) Betrachte [~ e~ -t~ !dt.
Wir mochten dieses Integral durch die konvergente Majorante c ffo f—g abschitzen (vgl.
25.3.(a)).
Hierzu muss gelten: e ! < ¢t~*~! fiir ein ¢ > 0.
Dies ist erfiillbar: Da die Exponentialfunktion schneller wichst als jede Potenz (vgl. 17.4),

gibt es ein ¢ > 0 mit
t:r—‘rl

<c firallet > 1.
et

Somitist [ e~ - ¢"~'dt konvergent.

Also existiert I'(z) fiir alle x > 0.
Zwei wichtige Eigenschaften der Gammafunktion sind:

i)

(1) = /OOO e tdt = Jim — i =-0+1=1
ii)
z
=0 =T'(z+1)

['(z) = / e bttt = et ST|IE0 / et thdt
0 x 0

d.h.:
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Wegen (i) und (ii) interpoliert die Gammafunktion die Fakultit:

I'(n+1)=n!



Kapitel 26
KURVEN UND BOGENLANGE

26.1 Motivation

Der Begriff der Kurve in der Ebene oder im Raum spielt eine wichtige Rolle in der Physik
(Teilchenbahnen) und in der Informatik (Robotik, Computergrafik).

Um eine Kurve zu definieren, betrachten wir die Bewegung eines punktférmigen Teilchens
im Raum, die durch die Angabe seines Ortes zur Zeit ¢ beschrieben wird:

26.2 Definition: Kurve, Spur

Eine (parametrisierte) Kurve im R" ist eine Abbildung

¢ : [a,b] — R
t — (21 (), 2a(t), .. xa(t)

deren Komponentenfunktionen x1,...,z, : [a,b] — R stetig sind.

Eine Kurve c heift stetig differenzierbar (C!'-Kurve), wenn alle z; stetig differenzierbar sind.

d1(t) das(t) dm(t))T

Man definiert: é(t) ::( &t d

Das Bild ¢([a, b]) heifit Spur von c.

26.3 Bemerkungen
(a) Eine parametrisierte Kurve ist also eine vektorwertige Funktion einer Variablen.

(b) Verschiedene Kurvenparametrisierungen konnen zur selben Spur fiihren.

161
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Beispiel.

a(t) = (cost,sint)', t e [0,27]
e(t) = (cost,—sint)' , te[0,2n]

haben den Einheitskreis als Spur, unterscheiden sich aber im Durchlaufsinn.

26.4 Beispiele

(a) Ellipse mit Hauptachsen a und b:

z(t) = acost
y(t) = bsint, te€]0,2n]

Aus cos?t 4 sin? t = 1 folgt die Spurgleichung

$2 y2
@ et

Fiir a = b = r ergibt sich ein Kreis mit Radius r.

(b) Schraubenlinie

Uberlagerung einer Kreisbewegung mit Radius 7 in der -y-Ebene mit einer linearen Be-
wegung in z-Richtung:

c(t) = (rcost,rsint, ht)’ , t e R

26.5 Definition: Umparametrisierung

Ist ¢ : [a,b] — R" eine Kurve und h : [a, 3] — [a,b] eine stetige, bijektive und monoton
wachsende Abbildung, so hat die “neue” Kurve

é(r) == c(h(r)) mit 7€ [o,[]

die selbe Spur und den selben Durchlaufsinn wie c.

Man nennt ¢ = h(7) einen Parameterwechsel (Umparametrisierung).

Kurven, die durch einen Parameterwechsel auseinander hervorgehen, werden als gleich angese-
hen.

Ist ¢ stetig differenzierbar, werden nur stetig differenzierbare Funktionen A : [«, 5] — [a, b] mit
B (1) > 0 V7 € [, 3] als Parameterwechsel zugelassen (C'-Parameterwechsel).
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26.6 Lange einer Kurve

Interpretiert man eine C''-Kurve c(t) als Bewegung eines Teilchens, so beschreibt die Ableitung
¢(t) den Geschwindigkeitsvektor zur Zeit ¢.

Wihrend des Zeitintervalls [a, b] legt das Teilchen den Weg

b
L) = / é(t)] dt

zuriick. Dieses Integral definiert die Linge einer C'!'-Kurve ¢ : [a,b] — R™.

26.7 Beispiel

Wir wollen den Umfang eines Kreises

mit Radius r berechnen:

Mit

o - (1) - ()

le(t)] = Vr2sin2t 412 cos? t = \/r2 (sin®t 4 cos?t) = r

erhilt man

2w
L(c) = / rdt = 2nr
0

Warum ist die Kurvenlidnge wichtig?

Mit Hilfe der Substitutionsregel kann man zeigen:

26.8 Lemma (Invarianz der der Kurvenlange)

Die Linge einer C!'-Kurve éndert sich nicht unter einer Umparametrisierung.

Betrachten wir nun die zuriickgelegte Wegstrecke als Funktion der Zeit:
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26.9 Definition: Bogenlange

Sei ¢ : [a,b] — R" eine C''-Kurve. Dann nennt man die Funktion

st = [ letr)lar

die Bogenldngenfunktion von c.

Reparametrisiert man eine Kurve mit ihrer Bogenlidnge, so nennt man dies Bogenldngenparametrisierung.

26.10 Beispiel

Betrachte Kreis mit Radius r und der Parametrisierung

ot) = (TCOS“)) . telo,2q]

7 sin(t)

Mit |¢é(t)| = r (vgl. 27.7) lautet die Bogenldngenfunktion

t
s(t) = / rdr = rt

Somit hat der Kreis die Bogenldngenparametrisierung

ofs) — ( r cos(s/r) )

rsin(s/r)

26.11 Bedeutung der Bogenlingenparametrisierung

Bei Bogenldngenparametrisierung wird als “Zeit” der zuriickgelegte Weg gewihlt. Somit ist die
Geschwindigkeit gleich 1: |¢(t)| = 1.

Damit vereinfachen sich viele Formeln.

26.12 Definition: Kriimmung

Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Kurve ¢(s) in Bogenlidngenparametrisierung bezeichnet
man den “Betrag der Beschleunigung” |¢(s)| als Kriimmung  von c.

26.13 Beispiel

Kreis mit Radius r in Bogenldngenparametrisierung:

o) = (1ol



26.14. BEMERKUNG 165

Dann ist:

- (‘5332527) )= (S0

r

S 1
s)| = \/—C082 —sm2— = -
r r

26.14 Bemerkung

Allgemein gilt: Die Kriimmung gibt den inversen Radius des Kreises an, der sich an der Stelle s
an die Kurve c(s) anschmiegt (Schmiegekreis).
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