Mathematik fir Informatiker 1

Skript von Prof. Dr. Joachim Weickert

Pdf von Jan Hoinka

Uberarbeitung von Dr. Michael BreuR

19. Februar 2007



Inhaltsverzeichnis

1 Mengen 2
1.1 Motivation. . . . . . . . e e e e 2
1.2 DefinitionMenge. . . . . . . . .. 2
1.3 Anmerkung. . . . . o o e e e e e e 2
1.4 Definition Teilmenge. . . . . . . . . . . . e e 3
1.5 Bemerkung. . . . . . . . . e e e 3
1.6 Definition Potenzmenge. . . . . . . . . . . 3
1.7 Beispiele . . . . . .. e 3
1.8 OperationenaufMengen . . . . . . . . . . . e 3
1.9 Satz (RechenregelarfDurchschnitt und Vereinigung). . . . . . . .. ... .. 4
1.10 Satz (RechenregélfKomplementbildung). . . . . . . . ... ... ... ... 5
1.11 Unendliche Durchschnitte und Vereinigungen . . . . . . . .. ... ... .. 5
1.12 Beispiel . . . . . . . e e 6
1.13 Definition Kartesisches Produkt . . . . . . . .. ... ... ... ....... 6
1.14 Beispiele . . . . . . e 7

2 AUSSAGENLOGIK 8
2.1 BedeutunginderInformatik . . .. .. ... ... ... . L. 8
2.2 Definition Aussage. . . . . . . . 8
2.3 Beispiele . . . .. 8
2.4 \Verkripfungvon Aussagen. . . . . . . . . .. e e 8
2.5 Anmerkungen . . . . .. e e e 9
2.6 Definition Tautologie. . . . . . . . . . . . . 9
2.7 Beispiel . . . .. 9
2.8 Satz (Wichtige Tautologien). . . . . . . . . . . . .. 9
2.9 Bemerkung. . . . . . . e 10
2.10 Beispieleiner Tautologie . . . . . . . . . . . . . e 10
2.11 Quantoren . . . . . .. e e e e e e e e e e 11
2.12 Negation VON AUSSAJEN. . . . . . .t o v v et e e e 12

3 BEWEISPRINZIPIEN 12
3.1 Bedeutunginderinformatik . . . ... .. ... ... . o oL 12
3.2 DirekterBeweis. . . . . . . .. e 12
3.3 Beispiel. . . . . e e e 12
3.4 Beweis durch Kontraposition (indirekter Beweis). . . . . . . .. ... .. .. 13
3.5 Beispiel . . . . .. e 13
3.6 Widerspruchsbeweis. . . . . . . . ... 13
3.7 Beispiel . . . . .. 13
3.8 BeweisVOrAQUIVAlENZ . . . . . . . o i 14
3.9 Beweis durch vollgindige Induktion. . . . . . .. .. ... .. L oL 14
3.10 Beispiel . . . . . .. 14



3.11 Anmerkungen . . . . .. e 15

RELATIONEN 16
4.1 Motivation. . . . . . . e e 16
4.2 DefinitionRelation. . . . . . . .. L L 16
4.3 Beispiele . . . . . e 16
4.4 Definition Reflexiv, Symmetrisch, Transitikquivalenzrelationen) . . . . . . . 16
4.5 Beispiele . . . .. e 17
4.6 DefinitionAquivalenzklassen . . . . . . . . ... 17
4.7 Beispiel . . . . . . e e e 18
4.8 Definition Patition . . . . . . . . ... 18
4.9 Satz (Partitionseigenschaften vaquivalenzklassen) . . . . . . ... ... .. 19
4.10 Definition Teilordnung. . . . . . . . . . . 19
4.11 Beispiele . . . . . .. e 20
ABBILDUNGEN 21
5.1 Motivation. . . . . . . . . 21
5.2 Definition Abbildung. . . . . . . . .. . 21
53 Beispiel . . . . . . 21
5.4 Wichtige Begriffe. . . . . . . . . 21
5.5 Reellwertige Funktionen. . . . . . . . . . ... ... 22
5.6 Definition Injektiv, Surjektiv, Bijektiv . . . . . . .. ... L o000 23
5.7 Beispiele . . . . . .. e 23
5.8 Definition Umkehrfunktion. . . . . . . ... ... ... o L oL 23
5.9 Beispiel. . . . . 24
5.10 Definition Verkiiipfung (Komposition) . . . . . . . ... ... .. ... .. 24
5.11 Satz (Assoziativdt der Verkmipfungen) . . . . . .. ... .. ... ... ... 24
5.12 Vorsicht!. . . . . . e 24
5.13 Satz (Kriteriumir Injektiviat, Surjektivat , Bijektivitat. . . . . . . .. .. ... 25
5.14 Definition Machtigkeitvon Mengen. . . . . . . . . . . . .. ... 25
5.15 Beispiele . . . . . . . 25
5.16 Satz (AbahlbarkeitvorQ) . . . . . . . . . . .. .. 26
5.17 SatzAquivalenz von Surjektivét und Injektivieit) . . . .. ... ... L. L. 26
5.18 Folgerungen . . . . . . . . e e e 27
5.19 Satz (Schubfachprinzip). . . . . . . . . . . 27
5.20 Beispiele . . . . . . L 27
PRIMZAHLEN UND TEILER 29
6.1 BedeutunginderiInformatik . . ... ... ... ... ... .. ... .. ... 29
6.2 DivisionmitRest. . . . . . . . 29
6.3 Definition”bteilta”. . . . . . . . . 29
6.4 Beispiele . . . . . . 29
6.5 Satz (Teilbarkeitsregeln). . . . . . . . . . . . 30



6.6 Satz (Fundamentalsatz der Zahlentheorie). . . . . . ... ... ... .... 30

6.7 Primzahlfaktorisierung groRer Zahlenistaafdig. . . . . . .. ... ... .. 30
6.8 Beispiel . . . . .. e e 30
6.9 Definition (gbf3ter) gemeinsamer Teiler . . . . . . . . . .. ... ... ... 30
6.10 Beispiel. . . . . . . 31
6.11 Lemma (EigenschaftendesggT). . . . . . . . . . . . ... 31
6.12 Satz (Euklidischer Algorithmus zur Bestimmung desggT) . . . . . . .. .. 32
6.13 Beispiel. . . . . . e e 32
6.14 Beweisvon Satz6.12 . . . . . . . ... e 32
MODULARE ARITHMETIK 33
7.1 BedeutunginderiInformatik . . .. .. .. ... ... .. .. .. .. 33
7.2 Definition kongruentmodulom. . . . .. ... L L o 33
7.3 Beispiele . . . . .. 33
7.4 Satz (Zusammenhang Kongruenz — Division mitRest) . . . . . ... .. .. 33
7.5 Interpretation alfquivalenzrelation. . . . . . . . ... ... ... .. .. ... 34
7.6 Definition Restklassen véamodulom . . . . . .. ... ... ..o 34
7.7 Lemma (Addition von Elementen zweier Restklassen) . . . . . .. ... .. 34
7.8 Definition Modulare Addition . . . . . . . . ... L 34
7.9 Beispiel . . . . .. e 35
7.10 Satz (Eigenschaften der modularen Addition) . . . . .. ... ... .. ... 35
7.11 Lemma (Multiplikation von Elementen zweier Restklassen) . . . . . . . .. 36
7.12 Definition modulare Multiplikation . . . . . . . ... ... ... L. 36
7.13 Beispiel. . . . . 36
7.14 Satz (Eigenschaften der modularen Multiplikation). . . . . . . .. .. .. .. 37
7.15 Bemerkung. . . . . . . e e e 37
7.16 Satz (Multiplikative inverse Elementef,) . . . . ... .. .. .. ... ... 37
7.17 Folgerung. . . . . . . e 37
AXIOMATIK DER REELLEN ZAHLEN 38
8.1 Motivation. . . . . . . .. 38
8.2 Definition kommutative (abelsche) Gruppe . . . . . . . . .. ... ... ... 38
8.3 Beispiele . . . . ... e 38
8.4 Definition KOrper . . . . . . . . e e e 39
8.5 Beispiele . . . . . 39
8.6 Definition angeordnetedfper . . . . . . . .. .. 39
8.7 Definition<,<,>,> . . . . . .. e 39
8.8 Folgerungen . . . . . . . e 40
8.9 Satz (Eigenschaften angeordnetérper) . . . . . . . . ... 40
8.10 Konsequenzen. . . . . . . . . e e 41
8.11 Definition Maximum, Minimum. . . . . . . . . . . . o o o 41
8.12 Satz (Eindeutigkeit von Minimum und Maximum) . . . . .. .. ... .. .. 41
8.13 Beispiele . . . . . .. e A2



10

11

8.14 Definition (kleinste) obere Schranke, Supremung(§tgg) untere Schranke, Infi-

MUM . .o e e e e e e e e e e e e e e 42
8.15 Beispiele . . . . . .. e A2
8.16 Definition vollsandig angeordnetedper . . . . . . . . . . . . .. ... .. .. 43
8.17 Satz (Axiomatische Charakterisierung¥n. . . . . . . . .. . .. ... ... 43
8.18 Satz (Eigenschaften derreellenZahlen) . . . .. ... ... ... ...... 43
8.19 Definition (Absolut-)Betrag. . . . . . . . . . .. ... . 43
8.20 Satz (EigenschaftendesBetrages) . . . . . . . . . . .. .. .. ... ..., 43
KOMPLEXE ZAHLEN 45
9.1 Motivation. . . . . . ... e e e e 45
9.2 Grundidee. . . . .. ... ... ... e e e 45
9.3 Definition Addition, MultiplikationinC . . . . ... .. ... ... ....... 45
9.4 KONSEqUENZEN. . . . . . i e e e e e e e e 46
9.5 Satz (Krpereigenschaft der komplexen Zahlen) . . . . . .. ... ... ... 46
9.6 Praktisches Rechnen mit Komplexen Zahlen. . . . . ... .. ... ..... 46
9.7 Definition Realteil, Imagiarteil, komplex konjugiertes Element, Betrag. . . . 47
9.8 Geometrische Interpretation . . . . . . .. ... ... ... ... .. .. ... 47
9.9 Wozu ist das konjugierte Element noditziich? . . .. ... ... ... .. .. 47
9.10 Satz (FundamentalsatzderAlgebra) . . . . .. .. ... .. ... ...... 47
9.11 Beispiel. . . . . . e AT
9.12 Bemerkungen: . . . . . . . . e e e 48
FOLGEN 49
10.1 Motivation. . . . . . . . . .. e e e e A9
10.2 Definition Reellwertige Folge. . . . . . . . . . . . . .. oo 49
10.3 Beispiele . . . . . . . ... . e A9
10.4 Definition (streng) monoton wachende / fallende Folgen . . . . . . .. . .. 50
10.5 Definitions-Umgebung, Konvergent, Grenzwert, Limes, Divergent. . . . . . 50
10.6 Beispiele . . . . . . L 50
10.7 Definition bestimmte Divergenz, uneigentliche Konvergenz. . . . . . . . .. 50
10.8 Beispiel. . . . . . . e 51
10.9 Satz (Besclnktheit konvergenter Folgen). . . . . . .. .. ... ... .. .. 51
10.10Satz (Eindeutigkeit des Grenzwertes). . . . . . . . . . . . . . . 51
10.11Satz (Konvergenzkriterien) . . . . . . . . . . ..o 51
10.12Beispiel. . . . . . . e e 52
10.13Satz (RechenregelirfGrenzwerte). . . . . . . . . . . . ... .. ... 52
10.14Beispiele . . . . . . . e e 53
10.15Der Grenzwettm, .o (1+2)" . . .. ... 53
LANDAU - SYMBOLE 54
11.1 Motivation. . . . . . . . o e e e 54
11.2 DefinitionO(n) ,o(n) . . . . . . . . 54



12

13

14

15

11.3 Beispiele . . . . . . 54
11.4 Mehrdeutigkeit. . . . . . . . . . e 54
11.5 Satz (RechenregelarfLandau-Symbole). . . . . . ... .. ... ... .. .. 55
11.6 VergleichbarkeitvonFolgen . . . . . . . .. .. ... ... ... ..... 55
11.7 DefinitionO(A) = O(B),0(A) < O(B) . . . . . . .o i i it 55
11.8 Haufig verwendete Prototypen von Vergleichsfunktionen . . . . . . . . . .. 56
11.9 Vergleichvon Ordnungen. . . . . . . . . . . . .. . ... 56
REIHEN 57
12.1 Motivation. . . . . . . . . e e e 57
12.2 Definition Reihen, Partialsumme. . . . . . . . . ... ... o oL 57
12.3 Satz (KonvergenzkriteriedfReihen) . . . . . . . . . .. ... ... ... 57
12.4 Beispiele . . . . . . 59
12.5 Definition Absolute Konvergenz . . . . . . . . . . . .. ... .. .. ..., 60
12.6 Zusammenhang zwischen Konvergenz und absoluter Konvergenz . . . . . 60
12.7 Satz (Kriterieniir absolute Konvergenz) . . . . . .. ... .. ... ... ... 61
12.8 Bemerkungen . . . . . ... 61
12.9 Beispiele zu Satz 12.7. . . . . . . . .. 62
12.10Satz (Umordnungssatz). . . . . . . . . o v o i e e 63
12.11Cauchy-Produkt absolut konvergenter Reihen. . . . . . . .. .. ... ... 63
POTENZREIHEN 64
13.1 Motivation. . . . . . . . . . e e 64
13.2 Definition Potenzreihe, Entwicklungspunkt. . . . . . . ... ... ... ... 64
13.3 Beispiele . . . . . . . 64
13.4 Satz. . . . . e 64
13.5 Bemerkung. . . . . . . . e 65
13.6 Satz (Berechnung des Konvergenzradius) . . . . . .. .. ... ... .. .. 65
13.7 Beispiele . . . . . . . e e 65
DARSTELLUNG VON ZAHLEN IN ZAHLSYSTEMEN 66
14.1 Motivation. . . . . . . . . . e e e 66
14.2 Satz (Darstellung nadicher Zahlen in Zahlsystemen). . . . . . .. ... ... 66
14.3 Definition Ziffern, SystemzurBashs . . . . . . . .. .. ... ... ... 66
14.4 Beispiel . . . . . . e e 66
14.5 Definitionb-adischerBruch . . . . . . . .. ... . oo Lo 67
14.6 Beispiel. . . . . . 67
14.7 Satz (Darstellung reeller Zahlen in Zahlsystemen). . . . . . ... ... ... 67
14.8 Bemerkungen . . . . . . . . e 69
BINOMIALKOEFFIZIENT UND DIE BINOMIALREIHE 70
15.1 Motivation. . . . . . . . . e e e 70
15.2 Definition Binomialkoeffizient. . . . . . . . . . .. ... . o o L 70



16

17

18

15.3 Satz (Rekursive Beschreiburig Binomialkoeffizienten). . . . . . . . ... .. 70

15.4 Pascal'schesDreieck . . . . . . . . . . . 71
15.5 Satz (Direkte Formelif Binomialkoeffizienten) . . . . . .. ... .. ... .. 71
156 Beispiel . . . . . . . . e e
15.7 Satz (Binomialsatz) . . . . . . . . . ... 71
15.8 Beispiele . . . . . . 72
15.9 Beweis des Binomialsatzes. . . . . . . . . . .. ... o oo 72
15.10Binomialreihe Motivation . . . . . . . . . . . ... o 73
15.11Satz (Binomialreihe). . . . . . . . . . . e 73
15.12Konvergenz der Binomialreihe . . . . . . . . . . ... . oo 0oL 74
15.13Beispiele . . . . . . 74
STETIGKEIT 75
16.1 Motivation. . . . . . . . . e 75
16.2 Definition Konvergendlrx — £gegeny . . . . . . . . . oo e e 75
16.3 Beispiele . . . . . . e 75
16.4 Satz (Grenzwemrtze fir Funktionen) . . . . . . . ... ... .. 75
16.5 Definition (punktweise) Stetigkeit . . . . . . . ... .o oL 76
16.6 Satz{ — J-Kriterium der Stetigkeit). . . . . . . .. .. ... .. ... 76
16.7 Veranschaulichung. . . . . . . .. . .. ... .. .. .. 76
16.8 Bemerkungen . . . . . . . . e e e e 76
16.9 Beispiel . . . . . . . e e T
16.10Satz (Eigenschaften stetiger Funktionen). . . . . . . .. .. ... ... ... 77
16.11GleichrmaBige Stetigkeit . . . . . . . . . . L 78
16.12Beispiel. . . . . . . .. e e e e T9
16.13Satz (Stetigkeit auf einem abgeschlossenen Intervall). . . . . . . .. .. .. 79
WICHTIGE STETIGE FUNKTIONEN 80
17.1 Motivation. . . . . . . . . e e 80
17.2 Die Potenzreihen . . . . . . . . . . . . . . 80
17.3 Wurzelfunktionen . . . . . . . . . . 81
17.4 Exponentialfunktionen. . . . . . . . . .. ... ... 82
17.5 Logarithmusfunktion. . . . . . . . . . . .. .. .. 83
17.6 Trigonometrische Funktionen. . . . . . . . . . . .. .. ... .. .. ..... 84
17.7 Trigonometrische Umkehrfunktionen . . . . . . . ... ... ... ... ... 86
DIFFERENZIERBARKEIT 87
18.1 Motivation. . . . . . . . . . e e 87
18.2 Definition Differenzierbarkeit i, Ableitung, Differentialquotient. . . . . . . . 87
18.3 Bemerkungen . . . . . . . e e e 87
18.4 Beispiel . . . . . . . e 38
18.5 Ableitung elementarer Funktionen. . . . . . . . .. ... ... ... ... 88
18.6 Satz (Differenzierbarkeitsregeln). . . . . . . . . . .. ... oL 88

Vi



19

20

21

18.7 Beispiele . . . . . . 89

18.8 Bemerkung. . . . . . . .. e 90
18.9 Definition zweite, n-te Ableitung, n-mal stetig differenzierbar. . . . . . . .. 90
18.10Beispiel. . . . . . . e 90
MITTELWERTS ATZE UND REGEL VON LHOSPITAL 92
19.1 Motivation. . . . . . . . . e e e 92
19.2 Satz (Mittelwerttze). . . . . . . . . . . 92
19.3 Satz (L'Hospital'scheRegel) . . . . . . . . . .. .. . .. .. ... ..., 93
19.4 Beispiele . . . . . . e 93
DER SATZ VON TAYLOR 94
20.1 Motivation. . . . . . . . L e e 94
20.2 Satz (SatzvonTaylor). . . . . . . . . .. 94
20.3 Bemerkungen . . . . .. 95
20.4 Beispiele . . . . . .. 95
20.5 Definition Taylor-Reihe . . . . . . . . . . . .. 96
20.6 Bemerkungen . . . . . . e 97
20.7 Beispiele . . . . .. 97
20.8 Satz (Differentiation von Potenzreihen) . . . . . . . . .. ... ... ... .. 97
20.9 Beispiel . . . . . .. e 98
GEOMETRISCHE BEDEUTUNG DER ABLEITUNG 99
21.1 Motivation. . . . . . . . 99
21.2 Definition (streng monoton wachsend, fallend). . . . . . . .. ... ... .. 99
21.3 Satz (Monotonie differenzierbarer Funktionen). . . . . . . .. ... ... .. 99
21.4 Beispiele . . . . . . 100
21.5 Definition (streng) konvex, konkav. . . . . . ... ... o oL 100
21.6 Veranschaulichung . . . . .. .. .. ... .. ... .. . 100
21.7 Satz (Konvexit / Konkavitit vonC!-Funktionen). . . . . . .. ... ... ... 101
21.8 Satz (Konvexit, Konkavitit vonC!-Funktionen). . . . . . .. ... ... ... 101
21.9 Beispiele . . . . . . L 101
21.10Definition (strenge) lokale Extrema (Minimum, Maximum) . . . . . . . . .. 101
21.11Satz (Notwendige Bedingunigflokale Extrema). . . . . . .. .. ... .. .. 102
21.12Beispiele . . . . .. e 102
21.13Satz (Hinreichende Bedingung fokale Extrema) . . . . . . .. ... ... .. 102
21.14Beispiele . . . . .. 103
21.15Definition Wendepunkt . . . . . . . . ..o 103
21.16Bemerkung. . . . . . .. e 103
21.17Satz (Notwendige BedingungrfiWendepunkte) . . . . . . .. ... ... ... 104
21.18Satz (Hinreichende Bedingung #Wendepunkte). . . . . . . . .. ... .. .. 104
21.19Beispiel. . . . . e e 104
21.20Kurvendiskusion. . . . . . . ... e 104

vii



22

23

24

25

BANACH'SCHER FIXPUNKTSATZ 108
22.1 Motivation. . . . . . . . e e 108
22.2 Beispiel. . . . . e e 108
22.3 Satz (Banach'scher Fixpunktsatz) . . . . . .. .. .. ... ... ...... 109
22.4 Bemerkungen . . . . . ... e e e e 111
DAS BESTIMMTE INTEGRAL 112
23.1 Motivation. . . . . . . . . e e 112
23.2 Definition Zerlegung, Partition, Knoten, Feinheit, Feinere Zerlegung . . . . 112
23.3 Definition Riemann-Summe, Untersumme, Obersumme . . . . . . . . . .. 112
23.4 Bemerkungen . . . . . . e e e 113
23.5 Definition Riemannsches Unter/Ober-Integral, Integrierbarkeit. . . . . . . . 114
23.6 Beispiele . . . . .. 114
23.7 DefinitionFache . . . . . . . . .. 115
23.8 Bemerkung. . . . . . . e e e 115
23.9 Lemma (MonotoniedesIntegrals). . . . . . . . . ... ... . .. 115
23.10Folgerung. . . . . . . e 115
23.11F0Igerung. . . . . . . . e 116
23.12Satz (Lineardtt der Integration) . . . . . . . . .. ... ... ... 116
23.13Lemma (Zusammensetzung von Integrationsintervallen). . . . . . . . . .. 116
23.14Satz (Integrierbarkeit monotoner oder stetiger Funktionen). . . . . . . . .. 116
23.15Beispiele . . . . .. e 117
23.16Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung) . . . . . . . .. ... ... ... 117
23.17Korollar (Intergralmittel). . . . . . . . . . ... o 118
23.18Veranschaulichung . . . . . . . . .. ... .. ... . 118
DAS UNBESTIMMTE INTEGRAL UND DIE STAMMFUNKTION 119
24.1 Motivation. . . . . . . .. e 119
24.2 Definition Stammfunktion. . . . . . .. ... L L oo 119
24.3 Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). . . . . . . . .. .. 119
24.4 Definition unbestimmtes Integral. . . . . . . . . ... ... oL 120
24.5 Beispiele von unbestimmten Integralen. . . . . . . ... ... ... .... 120
24.6 Satz (Integrationsregeln) . . . . . . . . . ... L L 121
24.7 Beispiele zur partiellen Integration. . . . . . .. ... L o oL 122
24.8 Beispiele zur Substitutionsregel . . . . . . ..o 123
24.9 Bemerkung. . . . . ... 123
24.10Integration rationaler Funktionen. . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 124
UNEIGENTLICHE INTEGRALE 124
25.1 Motivation. . . . . . . .. 124
25.2 Definition konvergentesiIntegral . . . . . . . ... ... ... ... ... 125
25.3 Beispiele . . . . .. 125
25.4 Definition konvergentesIntegral . . . . . . . .. ... L oL 126



255 Beispiele . . . . .. 126

25.6 Satz (Konvergenzkriteriefuneigentliche Integrale). . . . . . . .. .. ... 127
25.7 Beispiel . . . . . e e 128
25.8 Beispiel: Die Gammafunktion (Euler, 1707 -1783) . . . . . . .. .. .. .. 128



TEIL A: DISKRETE MATHEMATIK

1 Mengen

1.1 Motivation

Der Mengenbegriff ist von grundlegender Bedeutung in vielen Bereichen der Informatik, z.B.
bei Datenbanken.

1.2 Definition Menge

Unter einer Meng@ verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmten wohl unterscheid-
baren Objekten der Anschauung oder des Denkens, welche die Elemente von M genannt werden,
zu einem Ganzen.

1.3 Anmerkung

a) Dieser Mengenbegriff geht auf Georg Cantorimk (1845-1918). Er begndete die mo-
derne Mengenlehre.

b) Der Mengenbegriff ist nicht unumstritten und wiederspruchsfreifigefedoch unseren
Anwendungen. BeispieDer Barbier rasiert alle Menschen, die sich selbst nicht rasieren
kdnnen. Getirt der Barbier zu der Menge, die sich rasieren keannnen?

c) Elemente einer Menge werden in geschweiften Klammern eingeschlossen. Béisgigl}

d) Die Reihenfolge der Elemente spielt keine Rolle. Wir unterscheiden also nicht zwischen
{4,1,5} und{1,4, 5}. Ebenso spielen Wiederholungen keine Rolle. Wir identifizieren also
{1,4,5} und
{1,1,4,5}

e) Symbole fir wichtige Mengen:

N := {z|z ist natirliche Zahl} = {1,2,3...}
No := {0, 1,2, 3, ...} natirliche Zahlen mif{0}
Z:={0,1,-1,2, -2, ...} Ganze Zahlen

Q = {z|x = g,p € Z,q € N}

R : Reelle Zahlen

0,{} : Leere Menge (en#it kein Element)



1.4 Definition Teilmenge

a) A heildt Teilmengeon B (A C B oderB D A), wenn jedes Element vaa auch Element
vonBistx € A=z € B

b) In diesem Fall nennt mafR auch Obermengeon A
c) Zwei MengenA und B sind gleich(A = B) fallsA Cc BundB C A

d) FallsA C BundA # B, dann schreibt man auch & B und sagt: A ist echt enthalten
inB”

e) Ist A nicht Teilmenge von B, schreibt mah¢ B

1.5 Bemerkung

a) Beziehungen zwischen Mengen kann man durch sog. Venn-Diagraemayeschaulichen

b) 0 ist Teilmenge von jeder Menge. Warum? Es existiert kein Element aus der leeren Menge
das nicht zu A gebrt.

1.6 Definition Potenzmenge

Ist M eine Menge, so heist
P(M) :={X|X c M}

die Potenzmengeon M.

1.7 Beispiele
a) M = {1,2} P(M) ={0,{1},{2},{1,2}}
b) M ={a,b,c} P(M) ={0,{a},{b},{c} {a, b}, {a,c},{b,c},{a,b,c}}
c) M=0P(M)={0}

Algemein gilt: Die Potenzmenge einer n-elementigen Meng@’hBlemente.

1.8 Operationen auf Mengen
Durchschnitt (Schnittmengeyeier MengenV/ und V:
MNON :={z|x € Mundx € N}

M und N heil3en disjunkfalls M N N die Leere Menge ist.

Bsp:M = {1,3,5} N ={2,3,5} S = {5,7,8}
MNON={3,5},(MNN)NS={5}



Vereinigungzweier MengenV/ und V:
MUN :={z|x € M oderz € N}

Dabei darfz auch in beiden Mengen sein. ("oder” ist kein "exklusives oder”)

Differenzmenge

M\N: =M — N :={z|]xr € Mundx ¢ N}

M \ N heist auch Komplement vaN in M.

. . =—=M
SchreibweiseN o
Wenn die Grundmenge klar ist schreibt man maissder N¢

1.9 Satz (Rechenregelniir Durchschnitt und Vereinigung)
SeienM,N und S 3 Mengen. Dann gelten folgende Gesetze:

a) Kommutativgesetze:

) MUN=MUN
iy MAN=NNM

b) Asoziativgesetze:

) (MUN)US=MU(NUS)
i)  MNN)NS=MnN(NNS)

c) Distributivgesetze

) (MUN)NS=(MnNS)U(NNS)
i)  MNN)US=(MUS)N(NUS)

Ferner gilt fir jede Menge M

) MUup=M
i)y MNnO=10
iy M\0=M
Beweis von (c)(i):
Zu Zeigen:
\Mﬂ(NUS)J:(MﬂN)U(MﬂS)I
—A -B



Um A = B zu zeigen, zeigen wir, dassC BundB C A

"AC B":Sei
r€A=x€ Mund(z € N oderz € S)

Fallste N:ze NN M=z (MNN

JUMnNnS)=18
Fallsze S:xeSNM=zec (MnNS)U(

MAN)=B

"B C A”: Sei
r € B=x¢e€MnNN oder(z € M NS oderz € 5)

Fallste MNN = x € Mundz € N

=z e NUS (wegenzt € N)=z€ MN(NUS)= A (wegenz € M)
Fallste MNS=x€ Mundz € S
=zxeNUS(wegenz € S)=ze€ MN(NUS)=A(wegenr € M)[]

1.10 Satz (Rechenregelir Komplementbildung)
Bei MengenM, N innerhalb einer Grundmendge gilt:
a) M\N=MnN
b) De Morgan'sche Regeln
) MUN=MNN
i) MON=MUN
c) AusM C N folgt N ¢ M
* b) und c): "Komplementbildung kehrt die Operatoren um”

Beweis:Ubungsaufgabe

1.11 Unendliche Durchschnitte und Vereinigungen

Definition: SeiM eine Menge von Indizes (zBY = N). Fur allen € M sei eine Menged,,
gegeben. Dann ist

| Ak == {z|z € A; fur (mindestens) eine M}
keM

() A = {z|z € A; furallei € M}

keM



Fur eine endliche Indexmengdé, zB. M = {1, ...,n} stimmt diese Definition mit der bisherigen
Definition 1.8uberein. Man schreibt dann:

UJ=4u4u..ua,
k=1

ﬁ:AmAm..ﬂAn

k=1
(Wegen der Assoziativdt (1.9b) ist keine Klammerungtig)

1.12 Beispiel
M=N,A4,={zcR|0<z<}

* endlicher Schnitt:

* unendlicher Schnitt:

(Es gibt keine positive Zaht , die0 < x < % fur allek € N erfullt.)

1.13 Definition Kartesisches Produkt
SeiM;, M,, ..., M, nicht leere Mengen. Dann heist die Menge der geordneten n-Tupel
My x My X ... x My, := {(x1, 22, ..., x,)|21 € My, 29 € My, ...,x,, € M, }

das kartesische Produéier Mengeni/,, M, ..., M,,. (Nach Rei Descartes (cartesius), 1596-
1650, Philosoph und Begnder der Analytischen Geometrie.) Stakf, Ms, ..., M,, schreibt man
auch

X£:1Mk
oder .
1124
k=1
Ist M, = My = ... = M,, =: M dann schreibt man
M statt | [ M,
k=1



1.14 Beispiele

a) M ={1,2} , N ={a,b,c}
M x N ={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢)}
N x M ={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2),(c,1),(c,2)}
Im allgemeinen giltalsd/ x N £ N x N

b) MleQIMng
RxRxR=R3



2 AUSSAGENLOGIK

Mein teurer Freund, ich rat Euch drum,
Zuerst Collegium Logicum.
(Goethe, Faust I)

2.1 Bedeutung in der Informatik
» Schaltkreisentwurf
» automatisiertes Beweisen, Verifikation
» Anfrage an Suchmaschinen im Internet

e u.v.m.

2.2 Definition Aussage

Eine Aussageést ein Satz einer menschlichen odénktlichen Sprache, dem eindeutig einer der
Wabhrheitswerte
wabhr (1)

oder
falsch (0)

zugeordnet werden kann.

2.3 Beispiele

a) "Saarbiicken liegt am Rhein” (falsch)

b) "3 < 5” (wahr)

2.4 \Verkniupfung von Aussagen

Wir definieren die Verkiapfungen:

* = A :"nicht A’ (Negation)

A A B :"Aund B” (Konjunktion)

AV B :"A oder B” (Disjunktion)

A = B:"Aimpliziert B” (Implikation)

A < B :"Aist aquivalent zu B” Aquivalen?



mittels der Wahrheitswertetafel

A|B|-|AANB|AVB|A=B| A& B
1110 1 1 1 1
1/0]|0 0 1 0 0
0|11 0 1 1 0
0|01 0 0 1 1

2.5 Anmerkungen

a) AV B istauch wahr, wenal und B wahr sind. (kein “entweder oder”)

b) Die Implikation A = B ist immer wahr, wenn die Bmisse (Aussagd) falsch ist. Aus
falschen Aussagen Kfnnen auch wahre Aussagen folgen.
Beispiel: "—1 = 1" ist falsch. Quadrieren liefertl’= 1" wahr

C)A=B#B=A
Beispiel:
A: "Schnulffi ist ein Dackel” B: "Schnuffi ist ein Hund”
A = B ist wahr abeB impliziert nicht notwendigerweisd.

2.6 Definition Tautologie

Ein logischer Ausdruck ist eine Tautologfalls sich fir alle Kombinationen der Argumente eine
wahre Aussage ergibt.

2.7 Beispiel
(A= B) & (-B = —-A4)
ist eine Tautologie, denn es gilt:

A|B|(A=)B|-A|-B|(-B=-A) | (A= B) < (-B = -4)
1|1 1 0 0 1 1
1,0 0 0 1 0 1
0|0 1 1 1 1 1
0|1 1 1 0 1 1

2.8 Satz (Wichtige Tautologien)

a) A Vv —A Satz vom ausgeschlossenen Dritten
b) —(A A —A) Satz vom Widerspruch

c) ~(—A) = A doppelte Verneinung



ANB& BANA

d) AV B BvY A} Kommutativgesetze

AN(BVC)< (AANB)V(ANC)

€) 4v (BAC) o (AV B) A (A )} Distributivgesetze

-(AAB) & (mAV -B)
f) LAV B) < —|A/\ ~B) De Morgansche Gesetze
0) (A= B) < (-B = —A) Kontrapositionsprinzip
h) (A= B) < (mAV B)

ANB
AV B

ANC & AN (BAC)

i) V(o AV (BVY C)} Assoziativgesetze
AV A

ANA) &

s A

A

(
(
8 (
J)(

~— — ~— —

} Idempotenz

Dabei wird definitionsge#? zuerst- dannA , vV und schiel3lich= ,< ausgefihrt.
Beweis:Nachpiifen durch Wahrheitswertetafel 2.4

Haufige Konvention der Prioaten: 1% 2)A 3)V 4)= 5)<
Gleichrangige Verkapfungen werden von links nachs rechts ausgewertet. Klammerung erlaubt
eine andere Reihenfolge und ist im Zweifelsfall stehts empfehlenswert!

2.9 Bemerkung

Man kann zeigen, dass sich Resultate der Mengenlehre, (zB. 1.9, 1.10) und der Aussagenlo-
gik (zB. 2.8) ineinandeiiberfihren lassen, wenn man folgendéersetzung vornimmt\( =
Grundmenge):

c

Mengenlehre| 0 M N U
Aussagelogik 0 1 A V - &

Das liegt daran, dass in beideallen die gleiche algebraische Grundstruktur zu grunde liegt
(die Boolsche Algebra).

2.10 Beispiel einer Tautologie

Mit Satz 2.8 zeigen wir:
(A=B)A(B=C))= (A=)

Beweis:
(A=B)AN(B=0C))=(A=0))

R

10



(-(A=B)AN(B=C))V(A=0)
PN
(-(A=B)vV~(B=C)Vv(A=(0))

PREND
(7(mAVB)V(=BVC)V(-AV())
D)

((AN=B)V (BA-C)V (mAV(O))
R
((AN-B)V—-AV (BA-C)VC)
=)

(AV =A) A(=BV =A) V (BV C) A (=C'V O))
Y Y

=
(IN(=BV-A)V(BVC)A1)
=
(=BV-A)V(BV())
e ),d)

(-BV B)V-AVC

———
1

S
1Vv-AvVC
—

1

2.11 Quantoren

Dienen zur kompakten Schreibweise logischer Auiske
v fur alle
3 es existiert ein
J!': es existiert genau ein

7 : es existiert kein

11



2.12 Negation von Aussagen

Negation vertauscht und 3, und sie geniert die Aussagen
—(3x : A(x)) & Va(—A(x))
~(VzA(z)) & Jz(-A(z))

Beispiel: "Alle Radfahrer habe krumme Beine.”
Negation: "Es gibt einen Radfahrer, der keine krummen Beine hat.”
Bei komplizierteren Aussagen geht man sukzessive vor:
Beispiel:
~(FyvaA(z,y))

Vy~(VrA(z,y))
Vy3z(—A(z,y))

3 BEWEISPRINZIPIEN

3.1 Bedeutung in der Informatik

Informatiker beweisen &nhdig, sie nennen es nur oft nicht so.
Beispiel:

Arbeitet mein Algorithmus in allen#&len korrekt?

Terminiert er in endlicher Zeit?

Einige Tautologien aus 2.8 eiiglichen entsprechende Beweisprinzipien.

3.2 Direkter Beweis
* Man mbchteA = B zeigen
* Hierzu zerlegt maml = B in eine Reihe von einfacheren Implikationen

 verwendete Tautologi¢A = B) < (A= C) A (C = B)

3.3 Beispiel

Satz: Ist eine nétliche Zahl durch 6 teilbar, dann ist sie auch durch 3 teilbar.
Beweis: Sein € N durch 6 teilbar

=3JkeNsdn=6xk
=>n=3x2xk=3pmitp=2xkeN
= nist durch 3 teilbar

12



3.4 Beweis durch Kontraposition (indirekter Beweis)
 Beruht auf der Tautologied = B) < (=B = —A)

» StattA = B zu zeigen, zeigt man alseB = - A

3.5 Beispiel

Satz: Sein € Z undn? gerade, dann ist auch n gerade.
Beweis: Annahmen ist ungerades dm € Z : n =2m + 1

= n?=(2m+1)* = 4m® +4m +1 =2 (2m* 4+ 2m) +1
Z
S

= n? ungerade

3.6 Widerspruchsbeweis

* Wir wollen Aussaged beweisen

Wir nehmen anA ist nicht wahr

folgert Widerspruch

also istA wahr

Beruht auf Tautologie:x(A A —A)

3.7 Beispiel

Satz:v/2 ¢ Q. V2 ist irrational, dhy/2 kann nicht als Bruch/2 = 2 mit n,m € N dargestellt
werden.
Beweis: Annahmey/2 = - mit gekirztem Bruch™ (dh. n, m sind teilerfremd).
Aus dem Satz von Pythagoras folgt:
2m* = n? *)
n? gerade=">° n gerade= 3k € N sd. n = 2k
Einsetzen in (*)
2m? = (2k)? = 4k*
m? = 2k2 = m?2 gerade 22 m gerade

Da alsom undn gerade sind, waf: nicht gekirzt. Somit isty/2 nicht rational.

13



3.8 Beweis vorAquivalenz
* Um A < B zu zeigen, zeigtmad = BundB = A
 Verwendete Tautologi€A < B) < ((A= B) A (B = A))

« Um Aquivalenz von vielen Aussagen zu zeigen, bietet sich ein zyklisches Beweisverfahren
an.

A Bs CsD

zeigt man durch
A=B,B=C,C=D,D=A

3.9 Beweis durch vollsandige Induktion

Grundidee:
* Fur jede nairliche Zahln € N sei eine Aussagd(n) gegeben.
» Es gelte:

1) InduktionsanfangA(1) ist wahr
2) Induktionsschlussd(n) = A(n + 1)

» Dann gilt die Aussageif allen € N

3.10 Beispiel
Definition: .
Z Uk = Qm + Gyt + ... + a, Summenzeichen

k=m
n

H Ak = Qm * Qi1 * ... * a,, Produktzeichen

k=m

n(n+1)

Satz:) )  k=14+2+3+... +n= ,Vn e N

Beweis durch vollsindige Induktioruiber n:

1) Induktionsanfang: & n=1 ist

1%x2
Y k=1= :

1
k=1

14



2) Induktionsschluss: Annahme(n) sei wahr fir ein bestimmtes € N

“~ n(n+1)
Zk— 2
k=1

Dann gilt
an u n(n+ 1)
k= E+n+1= +n+1

2n+1)+n(n+1)
2

(n+2)(n+1)
2

, dh. A(n+1) ist wahr

3.11 Anmerkungen

a) Induktionsbeweise sinddufig bei Summen und Produktformeln

b) Induktionsanfang muss nicht beibeginnen. Beginnt er béi, so gilt die Aussagel(n)
furallen > k

15



4 RELATIONEN

4.1 Motivation

Wir mochten:
» Die Elemente zweier Mengen in Beziehung setzen.
» Eine Menge in Klassenghnlicher” Beziehungen zerlegen

» Die Elemente innerhalb einer Menge ordnen

4.2 Definition Relation

SeineA, B nichtleere Mengen. Eine Relatiauf A x B ist eine Teilmenge
RCAxB:={(z,y)lxr € A,y € B}

Furz,y € R sagt man "x steht in Relation R zu y” und schreibt auch

TRy

4.3 Beispiele

a) Ry := {(z,y) € R?*|z = ¢y}
Ry = {(z,y) e R’z <y}
Sind Relationen auRk?.

b) SeiS die Menge der Studierenden der UdS undei die Menge der Studiedgge. Dann
ist:

B = {(s, f)|s belegt den Studiengany f

eine Relation aufS x F'. In relationalen Datenbanken werden Datdne durch solche
Relationen beschrieben.

4.4 Definition Reflexiv, Symmetrisch, Transitiv Aquivalenzrelationen)
Eine Relationk? C A x A heist:

o reflexiv: FallsxtRx Vr e A
e symmetrischFallszRy = yRx Vz,y € A
* transitiv. Falls aust Ry undy Rz stetsz Rz folgt

Ist eine Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv, so heisfsjeivalenzrelatiorauf A.
Stattx Ry schreibt man in diesem Falle auch~ y

16



4.5 Beispiele
a) Sei A die Menge aller Einwohner Deutschlands. Wir definieren die Relation
xRy < xund y haben ihren Wohnsitz in der selben Stadt

Dann ist R einé\quivalenzrelation

b) A = Z Betrachte die Relation

Rs := {(z,y) € Z*|x — y ist (ohne Rest) durch 5 teilbjr
Dann gilt:
i) Reflexivitat:
xRsx Vx € 7, dax — z = 0 durch 5 teilbar

i) Symmetrie: Ser Ry
= dk e Zsd.x —y=>5k
=y—x=>5x*(—k) = yRsz
Z
€

iil) Transitivitat: Seiz Rsy undyRs5z
= dk,l€Z:x—y=>5kundy — z =5l

=v—z=@—-y)+(y—2) =5k+5l=5(k+1) dhzRsz
N——"
€Z
Somit istR; eineAquivalenzrelation auf.
c) A:=RundS := {(z,9)|r <y}
S ist keineAquivalenzrelation: nicht reflexiv und nicht symmetrisch.

Aquivalenzrelationen erlauben eine Zerlegung in Klassen:

4.6 Definition Aquivalenzklassen

Sei- eineAquivalenzrelation aufl unda € A
Dann heil3t

la] :={z € Alz «~ a}
die Aquivalenzklasseon a.
Die Elemente voria] heil3en die zu aquivalenten Elemente

17



4.7 Beispiel
Sei R; wie in 4.5 b) definiert. Dann ist
la] := {z € Z|z — aistdurch 5 teilbaf

Insbesondere gilt:

« [0] :={0,5,10,15, ..., =5, —10, —15, ...}

e [1]:={1,6,11,16,...,—4, -9, —14, ...}

e 2] :=1{2,7,12,17,...,—3,-8,—15, ...}

« [3]:={3,8,13,18,...,—2,-7,—12, ..}

e [4] :={4,9,14,19,...,—-1,—6,—11,...}

Offenbar gilt:
* [B]=[0]
* [6] = 1]
* [7=12]

Man nenntZs := {[0], [1], [2], [3], [4]} die Restklassewon Z modulo5
Esqgilt:Z = [0] U [1] U ... U [4] und[0]...[4] sind disjunkt.
Ist dies Zufall?

4.8 Definition Patition

Eine Partitioneiner MengeA ist eine MengeP = {A;, A, ...} von nichtleeren Teilmengen von
A mit:

b)

Man schreibt auch

18



4.9 Satz (Partitionseigenschaften voAquivalenzklassen)

Sei~ eineAquivalenzrelation aufl. Dann bildet die Menge dekquivalenzklassen eine Partition
von A
Beweis

a) SeienB undC Aquivalenzklassen vod
Durch Kontraposition zeigen wir:
Falls B # C so sindB und C' disjunkt. Seien als@ undC' nicht disjunkt:

BNC#0
Seien[b] = Bund[c] = C'undy € BN C.Um B = C zu zeigen, beweisen wis C C'
undC C B.
"BCC"

Seire B=x~1b trags
Daye B=y~b"=2"b~y "2y ~cdhz e C
Wegeny e C' =y ~c
"C c B” : Geht auf die selbe Weise

b) Fur jedesr € Aistz € [z] (wegen Reflexiviit)

= A= Jz]

z€A

Eine Aquivalenzrelation verdit sich im Prinzip wie=.

Wie lassen sich Relationen charakterisieren, die sichimerhalten, dh als Ordnungsrelationen
wirken?

4.10 Definition Teilordnung

Sei A # (). Eine Relation? C A x A heif3t Teilordnunguf A wenn gilt:
a) Ristreflexiv.xRx Vo € A
b) RisttransitivicRy ,yRz = xRz Vx,y,z € A

c) Ristantisymmetrischc Rz, yRr = v =y Vr,y € A

Ferner heil3tR total, wennz Ry oderyRx Vz,y € A gilt, dh wennx undy stets vergleichbar
sind.
Eine totale Teilordnung nennen wir auch Totalordnung
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4.11 Beispiele

* Die Relation '<” definiert eine Teilordnung auR:

1) reflexivic <yVx e R
i) transitiviz <yundy <z=x<zVzr,y,z € R
i) antisymetrischz <y,y<z=zrz=yVr,yeR

Dax < y odery < x Vz,y € R gilt, ist ”<” sogar eine Totalordnung.

b) SeiM eine Menge: Betrachte Relatiorr” auf Potenzmengé(M).
Dann ist das eine Teilordnung abf{ M ):

i) reflexiviA C AVA e P(M)
i) transitiv:A C BundB C C = AC CVA,B,C € P(M)
iif) antisymmetrischA C BundB C A= A= BVA,B e P(M)

Allerdings ist "C” keine Totalordnung. Betrachte zB/ = {1,2,3,4}. Dann sind die
Teilmengen{1} und{2, 3} nicht vergleichbar.
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5 ABBILDUNGEN

5.1 Motivation

Wir wollen nun spezielle Relationen betrachten, die in der Praxis sehr wichtig sind. Bei ihnen
wird jedem Element einer Menge ein eindeutiges Element einer anderen Menge zugeordnet.

5.2 Definition Abbildung

Eine Abbildung (Funktiongwischen zwei Menget/ und N ist eine Vorschriftf : M — N,
die jedem Element € M ein eindeutiges Elemerftx) € N zuordnet. Schreibweise:

r— f(z)

M ist der Definitionsbereichind IV ist der Wertebereickion f.

5.3 Beispiel
M ={a,b,c,d} , N ={1,2,3,4}
a - ]
E—
— 2
- 3
d - 4

a— fla)=1

5.4 Wichtige Begriffe
Fur eine Teilmengel C M heiBtf(A) := {f(x)|z € A} das Bildvon A. Fur B C N heift
f~YB):={z € A| f(z) € B} das_Urbildvon B.
Im Beispiel 5.3:
f({a,b}) = {1}
f({aac}) = {1’3}
{3 = {c}
1 {2h =10}

Hat B nur 1 ElementB = {y}, dann setzt mai—*(y) = f~*({y}).
Ist f : M — N eine Abbildung undd C M, dann heif3t

flai:A—= N A>a— f(a) €N
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die Einschénkungvon f auf A.
Die Relation

Ip={(z,y) e M x N|y=f(z)}
heil3t Graphvon f.
Beispiel:f : R — R,z + 22

5.5 Reellwertige Funktionen

Funktionen vom Typf : D — R mit einer nichtleeren Teilmeng@ C R zahlen zu den wich-
tigsten Abbildungen.

Beispiele:

a) identische Abbildung

idp  R—=R,z— 2z

v //’/
e
+1.25] -
10251
-125 0355 4075 | +1.25 X
,»/’
T 1
/// 1.25
4,'// ]
-

b) entier-Funktion

entier : R — Z C R : entier(x) := grof3te ganze Zah x
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T

f:D—=R, f(x)=

S mitD =R\ {-1,1}

5.6 Definition Injektiv, Surjektiv, Bijektiv

Eine Abbildung
f:M— N

heifdt:

* surjektiv, wenn es iir jedesy € N enx € M gibt, mit f(z) = y (d.h. f(M) = N,
"Abbildung auf N”)

* injektiv, wenn keine 2 verschiedenen Elemente woauf M abgebildet werden.

* bijektiv, wennf surjektiv und injektiv ist.

5.7 Beispiele
a) f:R—R,x+ z?ist

— nicht surjektiv, da z.B—1 kein Urbild hat
— nicht injektiv, da z.B.f(2) = 4 = f(-2)

b) f:R—Ry :={reR|z>0},r— z?ist
— surjektiv aber nicht injektiv

c) f:Rf »R:={zeR|z>0},z+— z?ist
— nicht surjektiv aber injektiv

d) [ R =Ry :={z €R|z>0},z— a?ist
— injektiv und surjektiv, also bijektiv.

Bijektive Abbildungen kann man umkehren.

5.8 Definition Umkehrfunktion

Ist eine Abbildungf : M — N bijektiv, so heilt die Abbildung= : N — M,y — z mit
y = f(z) die Umkehrabbildungon f.
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5.9 Beispiel
R =R, o 2?

hat die Umkehrabbildung
TR =Ry o= Va2

Abbildungen lassen sich miteinander veifkifen.

5.10 Definition Verkntpfung (Komposition)
Seienf : A — Bundg : B — C Abbildungen, dann heif3t die Abbildung
gof:A—C,z—g(f(z))

die Verknipfungoder Kompositior{oder Hintereinanderschaltungon f undg.
Sprechweise: "g verkipft mit f” oder "g Kringel f”

5.11 Satz (Assoziativiit der Verkn tipfungen)

Seienf: A— B,g: B— C,h:C — D Abbildungen.
Dann qilt:

(hog)of=hol(gof),
d.h. Verknipfungen sind assoziativ.
BeweisSeiz € A, so gilt

(hog)o f(x) = (hog)(f(z)) = h(g(f(x))) = h((go f)(x)) = (ho(ge f))(z).

5.12 Vorsicht!

Die Verknipfung von Abbildung ist im allgemeinen nickbmmutativ.
Beispiel:
f T R=R,z—az+1

fR—=R,z— a?

= (fog)(@) = f(a?) =% +1
(oD@ =gl +1) =(@+1)* ="+ 20+ 1,

_ dh.fog#gof . TS o
Die Verknipfung kann auch als Nachweis von InjekttjtSurjektiviait und Bijektiviét dienen.
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5.13 Satz (Kriterium fur Injektivi at, Surjektivi at , Bijektivit at
Seif : X — Y eine Abbildung zwischen den nichtleeren Mengen X,Y. Dann gilt:
a) fistinjektive dg: Y — X i go f =id,
b) fistsurjektive dg:Y — X @ fog=id,
c) fistbijektive dg:Y — X :go f=id,, fog=1id,

In diesem Fall isyy die Umkehrabbildung .
Beweis

a) "=" Sei f injektiv. Dann existiert zu jedem € f(X) genau eint € X mit f(x) = v.
Setzey(y) := z. Fur alley € Y\ f(x) setzen wirg(y) := x¢ mit 2o € X beliebig.
Dannistg: Y — xmitgo f = id,.

"<"Seig:Y — X mitgo f =id,. Seifernerf(z,) = f(z2).
=11 = g(f(x1)) = g(f(z2)) = 2, d.h. fistinjektiv.

b) "=" Sei f surjektiv. Zu jedeny € Y wahlen wir einz € X mit f(z) = y und setzen
g(y) := z. Dann hay : Y — X die Eigenschaff o g = id,,.
"«<"Seig:Y — X mit f o g =1id, gegeben. Sgj € Y.
=y = f(g9(y)),d.h.y € f(z). Alsoist f surjektiv.

c) folgt direkt aus a) und b) sowie der Definition der Umkehrabbildung.

5.14 Definition Machtigkeit von Mengen

Eine nichtleere Meng#/ heil3t endlichfalls einn € N existiert und eine Bijektiorf : {1,...,n} —
M.

n ist eindeutig bestimmt und heif3t dieddhtigkeit(Kardinalitat, Kardinalzah) von M .
SchreibweisefM | = n (in anderen Bchern z.T#M = n).

Der leeren Menge ordnet man die Kardiralit zu.

Man kann die Elemente vall aufzahlen:A := {my,...,m,,} mit f(i) = m, ,furi € {1,...,n}.
Ist M nicht endlich, so heifl3/ unendlich

2 Mengen sind gleichéchtig wenn eine bijektive Abbildung zwischen ihnen existiert.

Wir nennen eine Menge allalbar falls eine bijektive Abbildungf : M — N existiert. Als
Symbol fir die Machtigkeit|N| benutzen wiR, ("aleph 0”)

5.15 Beispiele
o |{5,7,2,9} = 4
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* |Z| =Ny, denn mitZ = {0,1,—1,2,-2, ..., } ergibt sich eine Aufahlung mit der Bijek-
tion
f " N—=Z,

fn) = 5, furn gerade
—2=1 firn ungerade

5.16 Satz (Abahlbarkeit von Q)

Q ist abzahlbar, insbhesondere hatdie Kardinaliat X,.

Beweis:(Cantor)
Wir beschénken uns zuichst aufQt := {g € Q| ¢ > 0}.
Die Elemente au®* lassen sich folgendermaRen anordnen:

it i i
LAY A
et
1/2/3/4 5 G 7 8
YRR
LA
PR o BB

Durch Weglassen doppelter Elemente entsteht die Anordiuhg;, ,3,4,3, 2, 1,.. ., die sich

bijektiv auf N abbilden &sst. Analog zu 5.15(b#sst sich der Beweis auf gafizausdehnen.

BemerkungNicht alle unendlichen Mengen sind gleichomtig, z.B. istR Uberabahlbar(d.h.
nicht ab&hlbar).

5.17 Satz Aquivalenz von Surjektivit at und Injektivit at)

Seif : X — Y eine Abbildung zwischen endlichegleichmachtigenMengenX undY. Dann
sindaquivalent:

a) f istinjektiv,
b) f istsurjektiv,

c) f ist bijektiv.
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Beweis:
Wegen der Definition der Bijektivdtt geriigt es,a) < b) zu zeigen.

* "a) = 0b)": Sei f: X — Y injektiv
= |fYy)| < 1Vy €Y (einigey € Y konnten kein Urbild haben)

= [X| =2, e [T W # X ev 1=1Y1.
Wegen| X| = |Y| muss|f~!(y)| =1 Vy € Y sein
= f ist surjektiv, da jedes Element albiszu f(X) getort.

* "b) = a)”: Sei f : X — Y surjektiv
= |f~'(y)| > 1 Vy € Y (mehrere Urbilder raglich)
= Y[ =2, 1< /7 (W) = 1X].
Wegen=- |X| = |Y| muss|f~!(y)| = 1 Vy € Y gelten
= f ist injektiv, da keine zwei Elemente ansauf dasselbg € Y abgebildet werden.

O

5.18 Folgerungen
Aus dem Beweis von 5.17 folgiif endliche MengerX, Y:

e Istf: x — Y injektiv, dannisiX| < |Y]|.
o Ist f: 2 — Y surjektiv, dannistX| > |Y]|.

Die Kontraposition zu a) ergibt:

5.19 Satz (Schubfachprinzip)

SeienX undY endliche Mengen. Dann ist eine Abbildurfg: X — Y mit | X| > |Y| nicht
injektiv.

Anders formuliert:Seienm Objekte inn Kategorien (“Schulicher”) eingeteilt. Wenm > n
ist, gibt es mindestens eine Kategorie, die mehi &bjekt entlalt.

5.20 Beispiele

a) Unter 13 Personen gibt es mindestens 2, die im selben Monat Geburtstag haben.

b) Fur beliebigen? + 1 Punkte im Quadrat
Q={(r,y) eR*|0<z<n0<y<n}

gibt es mindestens zwei Punkte mit Abstand,/2.
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Beweis: Betrachte Teilquatrade

Qij={(z,y)|i-1<z<i,y—1<y<j.}

Nach dem Schubfachprinzipimesen in einem det? Facher (Teilquadrate) mindestens 2
Punkte liegen. Der Maximalabstand in einem solchen Teilquadrgfist

In einer Gruppe von mindestef$ersonen gibt es 2, die die gleiche Anzahl von Bekann-
ten innerhalb dieser Gruppe haben.
Dabei sei "bekannt” eine symmetrische, nicht reflexive Relation.

Beweis:

Objekte: allem Personen der Gruppe.

Kategorien: Personen mit gleicher Anzahl von Bekannten.
Ky, Ky, ..., K,,_1: Personen mib, 1..., m — 1 Bekannten.

Das Schubfachprinzip ist jedoch nicht direkt anwendbar, da Objektzabdentisch mit
Kategorienzahl ist.

Es gibt jedoch eine Kategorie, die nicht auftritt. Denn: Angenomrmé&wgrson ist ink,,,_;

= Sie kennt alle anderen.
= Alle anderen haben mindestens 1 Bekannten.
= K, istleer.

Falls keine Person Ik, ist, ist K,,_; leer.
Also ist das Schubfachprinzip anwendbar und die Behauptung bewiesen.
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6 PRIMZAHLEN UND TEILER

6.1 Bedeutung in der Informatik

Wichtige Algorithmen in der Kryptographie (z.B. RSA-Algorithmus) beruhen auf grundlegen-
den Ergebnissen der Zahlentheorie: Es ist einfaairofRe Primzahlen zu multiplizieren, aber
schwierig, eine grof3e Zahl schnell in ihre Primfaktoren zu zerlegen.

6.2 Division mit Rest
Zu jeder Zahk € Z und jeder Zahb € N gibt es eindeutig bestimmte Zahlen- € Z mit

a=qxb+r, 0€r<hb.

Wir nennery den Quotientemindr den_ Restler Division vona undb.
a heist Dividend undb ist der Divisor

Beweis Betrachte Falt > 0. Seiq die giolite ganze Zahl mit x b < a. Dann gibt es eim > 0
mit ¢ x b+ r = a. Ferner giltr < b, denn andernfalls &req nicht maximal gewesen.
Den Falla < 0 zeigt man analog.

Besonders interessant ist der Fa# 0 und die Erweiterung € Z \ {0}.

6.3 Definition "b teilt a”

Seiena, b € Z. Wir sagen 4 teilt b, a|b, wenn es eig € Z gibt mita = ¢b. In diesem Fall heif3t
b Teiler vona.

Fallsb kein Teiler vona ist, schreiben wir 1 b.

Eine natirliche Zahlp > 1 heil3t Primzah(“ist prim”), wenn sie nur die trivialen Teilet-p und
+1 hat. Zahlen, die nicht prim sind, heiRen zusammengesetzt

6.4 Beispiele
a) —7/63, da63 = (—9) * (—7)
b) 11ist prim

c) 35 ist zusammengesetas = 5 * 7

Folgende Teilbarkeitsregeln sind leicht zu zeigen.
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6.5 Satz (Teilbarkeitsregeln)

a) Ausalb undb|c folgt c|a.
(Bsp.: Aus3|12 und 12|24 folgt 3|24.)

b) AUSb1|a1 Unde‘CLQ fOlgt by * bg‘al * Ay,
(Bsp.: Aus2|4 und 7|21 folgt 14/84.)

¢) Ausb|a; undblas folgt bja * a; + 5 % as Vo, 5 € Z.
(Bsp.: Aus3|6 und3|9 folgt 3|(2 % 6 4+ 3 % 9).)

d) Ausa|bundb|a folgt |a| = |b].

6.6 Satz (Fundamentalsatz der Zahlentheorie)

Jede nairliche Zahln > 1 ist als Produkt endlich vieler (nicht notwendig verschiedener) Prim-
zahlen darstellbar (PrimfaktorzerlegynBiese Zerlegung ist bis auf die Reihenfolge der Fakto-
ren eindeutig.

Beweis:z.B. im Buch Brill: Mathematik @ir Informatiker, Seite 60-63.
Beispiel:84 = 22 x 3 * 7 ist eine Primzahlfaktorisierung.

6.7 Primzahlfaktorisierung grol3er Zahlen ist aufwandig

Ein einfaches (nicht sehr effizientes) Verfahren zur Primzahlfaktorisierung ist das Sieb des Erathostenes

« Um zu piifen, obn prim ist, geniigt es, @ir jede Primzahp < /n zu testen, ob sie teilt.

* Findet man einen Teiler, setzt man das Verfahren rﬁ;itfort.

6.8 Beispiel

Zur Primzahlfaktorisierung vof4 geriigt es, alle Primzahlex /84 ~ 9.17 zu testen, d.h.
2,3,5,7. Wegen7|84 fahrt man mit = 12 fort.

Hier miissen nur noch und3 getestet werden.

=4

4=2%2

= 84 = T%3 %22

6.9 Definition (grol3ter) gemeinsamer Teiler

Sinda, b, ¢ € Z und giltd|a undd|b, so heil3l gemeinsamer Teilaron « undb. Wenn fir jeden
anderen gemeinsamen Teilewon « und b gilt: ¢|d, dann heil3t f giBter gemeinsamer Teiler
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(ggt englisch: gcdiir “greatest common divisor”):

d = ggT(a,b).

6.10 Beispiel

997 (84,66) = 6, denn84 und66 haben die Primfaktorzerlegung
84 =22%3%7und2%3x11.

ggT ist das Produkt der gemeinsamen Fakt@rand 3.
Gibt es einen schnellen Algorithmus zur Berechnung des ggT? Hierzdigen wir einen Hilfs-

satz (Lemma

6.11 Lemma (Eigenschaften des ggT)
Seiena, b, ¢ € Z. Dann gilt:

a) d=ggT(a,b) < d=ggT(b,a— qb)

b) Ista = gb, so giltb = ggT'(a, b)
Beispiele:

zua)b=ggT(84,66) < 6= ggT (66,84 —1x66) = ggT'(66,18)
zub) 84 =7%12 = 12 = ggT(84,12)
Beweis des Lemmas

» Wir zeigen nur =" (" <=” gehtahnlich).
Sei alsod = ggT(a,b).
Ausd|a undd|b folgt mit 6.5 c):d|a — qb.
Also istd gemeinsamer Teiler vanunda — ¢b.
Um zu zeigen, das$ auch gbldtergemeinsamer Teiler ist, betrachten wir einen weiteren
gemeinsamen Teilerund zeigerr|d :

clb = c|qb} c|(a — gb) + gb, dh¢la,

cla — gb cld, dad = ggT(a,b).
nach \Vor.c|b

b) Prufe Definition des ggTir b nach:
Ausa = ¢b folgt b|a.
Wegenb|b ist b gemeinsamer Teiler vanundb (nach 6.5 c)).
Seic ein weiterer gemeinsamer Teiler varundb: c|a , c|b.
Wegenc|bistb = ggT'(a,b).

Dieses Lemma bildet die Grundlage des Euklidischen Algorithmus.
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6.12 Satz (Euklidischer Algorithmus zur Bestimmung des ggT)

Fur die natirlichen Zahlerm: undb mit a > b setzen wir := a , 7, := b und berechnen folgende
Division mit Rest:

o = qoT1 + T2 (0<T’2<T1)

1= qire + 13 (0 <713 <79)

Tn—2 = Qn-2Tn-1 1 rn( 0< Tn < rnfl)

Tre1 = Qn_1Tn (Verfahren terminiert ohne Rest)

6.13 Beispiel

GesuchtygT'(133,91)
Euklidischer Algorithmus:
133 =1%91 442

91 =242+ 7

42 =6x*"7

Alsoist7 = ggT'(133,91).

6.14 Beweisvon Satz 6.12

Die Rester; werden in jedem Schritt echt kleiner.
= Der Algorithmus terminiert nach endlich vielen Schritten mit Rest

Fur ggT(a,b) = ggT(rg,r1) gilt nach Lemma 6.11(a):

99T (ro,71) = 99T (r1,70 — qor1) = ggT'(r1,72)
—_——

T2

ggT'(r1,72) = ggT'(ra, 71 — qura) = ggT' (12, 13)
—_——

T3

ggT<7nn727 rnfl) = ggT(rnsznan - Qn72rn71> = ggT(ﬁ’Lfla 7“”)

und somitggT'(a,b) = ggT (rp_1,75) -

Dar,_1 = q,_17x, folgt nach Lemma 6.11(b):

rn = 997 (rp—1,, und daher, = ggT'(a,b).
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/ MODULARE ARITHMETIK

7.1 Bedeutung in der Informatik

Rechnen mit Kongruenzen ist u.A. wichtigrf

» Suche von Datefdgzen in grof3en Dateien (Hashing)
» Prufziffern (ISBN , Barcodes)
» Kryptographie

» Generierung von Pseudozufallszahlen

7.2 Definition kongruent modulo m

Zwei Zahlena, b heil3en kongruent modute, wennm € N ein Teiler von a-b istm|a — b. Wir
schreiberv = r,,b modm und nennenr. Modul.

7.3 Beispiele
e 7=22mod5, da5|7 — 22
* 8 #£22modb5, dab 18 — 22

7.4 Satz (Zusammenhang Kongruenz — Division mit Rest)

Es gibta = b mod m genau dann, weniundb bei Division durchm den selben Rest besitzen.

Beweis:
"=:"Seia = b mod m. Seien ferney, gz, 1,72 € Z mit

a=qgm-+rmr
b=qm+ry
und0 < r,,ry < m (ex. nach 6.2).
= a—b= (g1 —q@)m+(ri—r).
Wegena = b mod c gilt: m|a — b
= 7r—r9o=0d.h.ry =7ry.

"«<" Sei umgekehrt
a=qm-++r
b=qgm—+r
= a—b=(@p—qg)mdhmia—>.
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7.5 Interpretation als Aquivalenzrelation
Kongruenz modulen definiert eineAquivalenzrelation (vgl. Kapitel 4) au#, denn es gilt:
* Reflexivitat « = a mod m , dam|0

* Symmetriea =b mod m = mla—1b
= mlb—a = b=a modm

e Transitiviat Seiena = b mod m undb = ¢ mod m
= m|a —bundmlb — c.
Mit 6.5 c) folgtm|(a — b) + (b — ¢), d.h.m|a — c.
Somitista = ¢ mod m.

7.6 Definition Restklassen vor¥, modulo m

Die Aquivalenzklasserb] := {a € Z|a = b mod m} mitb € {0,1,....,m — 1} heiRen
Restklassemon Z modulom. Wir schreiben

Lo, = A{[0], [1],...,[m — 1]}
fur die Menge aller Restklassen vdrmodulom.
Konnen wir in der m-elementigen Mengg, ahnlich rechnen wie i.?

7.7 Lemma (Addition von Elementen zweier Restklassen)
Seien[a], [b] € Z,, und seier’ € [a],V’ € [b] beliebig. Dannist’ + V' € [a + b).
Beweis:Furad' € [a],V € [b] existiererp, ¢ € Z mit
ad—a=pxm
V—b=qgxm
= d+b=@p@xm+a)+(gm+b) =((p+q) xm-+(a+Db)
= d+b—(a+b)=@p+qgm,dnd +b €la+1].

Dieses Lemma motiviert:

7.8 Definition Modulare Addition

Seien[a], [b] € Z,,. Wir definieren (modulare) Additiowon [a], [b] durch

[a] + [0] = [a+b].
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7.9 Beispiel
Additionstafel inZg

+ [ [0] 1] [2] [3] [4] I[5]
[0] | [0] [1] [2] [3] [4] [5]
[1] | [1] [2] [3] [4] [5] [O]
[2] | [2] [3] [4] [5] [0] [1]
[3] | 8] [4 [58] [0] [1] [2]
[4] | [4 [5] [0] [1] [2] [3]
[51 | (3] [0] [1] [2] [3] [4]

denn es gilt z.B.[3] + [5] = [8] = [2].

7.10 Satz (Eigenschaften der modularen Addition)
Die Addition inZ,, hat folgende Eigenschaften:

a) Kommutativgesetz:

b) Assoziativgesetz:

c) Inverses Element: Zu jedefun| € Z,, 3 [b] € Z,, mit [a] + [b] = [0].

Beweis:

a) [a] + [b] = [a + 8] = [b + a] = [8] + [a]

b) ([a] +[b]) +[d = la+b] +[d = la+ b+ = [a] + [b+ o = [a] + (8] +[c])
¢) la] +[0] = [a + 0] = [a]

d) Das inverse Element Zu) ist[m — a] , denn
[a] +[m —a] = [a+m —a] = [m] = [0].

Kann man aufihnliche Weise auch eine Multiplikation eirffren?
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7.11 Lemma (Multiplikation von Elementen zweier Restklassen)
Seien[a], [b] € Z,, und seieny’ € [a],V’ € [b] beliebig. Dann ist
a b € [ax]

. Beweis:Fir
a €lal,b €b] Ip,g € Zmita —a=pm,b —b=qgm
= dxb = (pm+a)x(gm+D)
= pgm? + pmb + gma + ab
= (pgm + pb + qa)m + ab

= dxb elaxb|.

Dieses Lemma motiviert

7.12 Definition modulare Multiplikation

Seien[a], [b] € Z,,. Wir definieren die (modulare) Multiplikationon [a] und [b] durch

[a] * [b] := [a*b] .

7.13 Beispiel
Multiplikationstafel inZg

* 0] [ [2] [3] [4] [9]
[0] | [0] [0] [0] [O] [O] [O]
[1] | [0] [1] [2] [3] [4] [9]
[2] | [0] [2] [4] [0] [2] [4]
[3] | [0] [3] [0] [3] [O] [3]
[4] | [0] [4] [2] [0] [4] [2]
[511[01 [5] [4 3] [2] [1]

denn es gilt z.B[2]  [5] = [10] = [4].
Beachte:

a) Es kommen im allgemeinen nicht alle Elemente in jeder Zeile/Spalte vor. Manche fehlen,
manche treten mehrfach auf.

b) Aus|a] * [b] = 0 folgt im allgemeinen nichfa] = 0 oder[b] = 0.
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7.14 Satz (Eigenschaften der modularen Multiplikation)
Die Multiplikation in Z,,, hat folgende Eigenschaften:

a) Kommutativgesetza] « [b] = [b] * [a] V[a], [b] € Z,,

b) AssoziativgesetZu) = ([b] * [c]) = ([a] * [b]) * [] V[a], [b], [c] € Z

c) Existenz des neutralen Elementes der Multiplikatidhist neutrales Element, d.fL] x
la] = [a] Va € Zy,.

Beweis:Ahnlich elementar wie Beweis von Satz 7.10.

7.15 Bemerkung

Offensichtlich findet man nicht zu jedem Elemédite Z,, \ {[0]} ein inverses Elemenk] bzgl.
der Multiplikation (d.h.[a] * [0] = [1]).
Beispiel 7.13 zeigt, dag8], [3] und[4] kein Inverses haben. Gibt es einen Grundidaf

7.16 Satz (Multiplikative inverse Elemente inZ,,)

la] € Z,, \ {[0]} hat genau dann ein inverses Element bzgl. der Multiplikation, weand m
teilerfremd sind (d.hggT'(a,m) = 1).

Beweis:
"=" Sei[b] ein multiplikatives Inverses zla] € Z,, \ {[0]}
= [1] = [a] * o] = [ax V]
= 3JgeZsdaxb—1=qm. (¥

Um zu zeigen, dasggT'(a, m) = 1 ist, zeigen wir, dassif jeden Teilerc von a und m
gilt: ¢|1.

FUr c|a undc|m folgt mit Satz 6.5 c)c|ab — gm.

Wegen (*) bedeutet dies1.

"«<" Siehe z.B. Beutelsbacher / Zschiegner: Diskrete MathemiatiEihsteiger, Vieweg, 2002
(Satz 5.3.4).

OJ

7.17 Folgerung

Fallsp eine Primzahl ist, so igt teilerfremd zu jedema € {1,2,...,p — 1}. Wegen Satz 7.16 hat
dann jedes Element i, \ {[0]} = {[1], [2], ... [p — 1]} ein multiplikatives Inverses.
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TEIL B: EINDIMENSIONALE ANALYSIS

Bedeutung in der Informatik
» Analysis beschftigt sich mit Grenzwerten, Differentiation, Integration.

* Viele Erscheinungen in den Natur- und Ingenieurswissenschaften lassen sich mit Hilfe der
Analysis beschreiben.

* In der Informatik sehr wichtig z.B. bei Komplegisabschtzungen und in physiknahen
Bereichen wie Visual Computing.

8 AXIOMATIK DER REELLEN ZAHLEN

8.1 Motivation
* Analysis verwendet grundlegende Eigenschaften der reellen Zahlen.
» Reelle Zahlen bilden die Grundlage allen Messens.
* Mit Messergebnissen kann man rechnen, Vergleiche anstellen und Grenzwerte betrachten.

Wir wollen diese Eigenschaften zawhst formalisieren, um zu sehen, was die reellen Zahlen
gegebiiber anderen Zahlenbereichen (wie ZBoder(Q) auszeichnet. Die Rechenregeln &uf
lassen sich durch die Gruppen undrderstruktur formalisieren.

8.2 Definition kommutative (abelsche) Gruppe

Eine kommutative (abel'sche) Grupp@, o) besteht aus einer Mengeéund einer Verkipfung
o : G x G — G mit folgenden Eigenschaften:

a) AssoziativgesetzZia ob)oc=ao (boc) Va,b,c € G
b) Neutrales Elementie € G s.d.eoca=aVa € G
c) Inverse Elemente: Zu jedeme G existierteinb € G mitaob=e

d) Kommutativgesetzzaob =boa Va,b e G

8.3 Beispiele

Z, +) ist eine kommutative Gruppe miitals neutralem Element.

+) ist eine kommutative Gruppe niitals neutrales Element.

a) (

b) (Z,,,+) ist eine kommutative Gruppe (vgl. 7.10).
c) (R,

d) (R

\ {0}, *) ist eine kommutative Gruppe mitals neutralem Element.
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8.4 Definition Korper

Ein Korper(engl: field) (K, +, x) besteht aus einer Mendg€ und zwei Verkripfungen+, x :
K x K — K mit folgenden Eigenschatften:

a) (K,+) ist eine kommutative Gruppe. Wir bezeichnen das neutrale Element ot das
Inverse zw € K mit —a.

b) (K \ {0}, %) ist eine kommutative Gruppe. Oft setzt mart := K \ {0}. Das neutrale
Element wird mitl bezeichnet und das Inversez K* mita™' = 1.

c) Es gilt das DistributivgesetZu + b) x c = a x ¢ + b *x ¢ Va,c,b € K. (Wir gehen davon
aus, dali3 * strker bindet als +).

8.5 Beispiele
a) (Q,+, ) und(R, +, %) sind Korper.

b) (Z,+, x) ist kein Korper, da es nichtir jedesz € Z* ein multiplikatives Inverses ifZ*
gibt.

C) (Z,,+,*) ist ein Korper g.d.wp prim ist. (Vgl. 7.10, 7.14 und 7.17.)

Neben Addition und Multiplikation gibt es ifR auch die Myglichkeit, Vergleiche durch-
zufuhren. Wie &sst sich dies formalisieren?

8.6 Definition angeordnete Korper
Ein Korper(K, +, %) heil3t angeordnewenn es eine Teilmenge (den_Positivbereichgibt mit:

a) P,{0}und—P := {z € K| — x € P} bilden eine Partition (vgl. 4.8) voA'.

b) P istabgeschlossenbzgl.+:z,y € P = z4+y € Pundz xy € P.

8.7 Definition <, <, >, >

Sei (K, +, %) ein angeordneter &per mit PositivbereictP. Dann sind @ir z,y € P folgende
Ordnungen definiert:

cr<y & rx—yePlP
e r <y & r=yoderr <y
cr>y & y<cw

cr>2y <o y<c
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8.8 Folgerungen

Der Positivbereich en#ilt die positiven Zahlent € P = = > 0

Beweis:Seiz € P.
0 ist neutrales Element voii, +) = 04+ 0=0

=0=-0

= —0 € P ,da-0=0 neutrales Element

=z > 0 (nach 8.7).

Welche Eigenschaften haben angeordndigpkér?

8.9 Satz (Eigenschaften angeordneter &per)
Sei(K, +, x) ein angeordneter &per, dann gilt:
a) Vergleichbarkeit: Seiem,y € K. Dann ist entweder < y,x = y oderx > y.
b) Transitivitat: x <y, y < z = = < zVz,y,z € K.
c) Vertraglichkeit der Anordnung mit der Addition: Sei< yundz < w =z + 2z < y + w.
d) Vertraglichkeit der Anordnung mit der Multiplikation:
r<yundz >0 = x*xz<yx*z
r<yundz <0 = x*xz>yx*xz
d) - Invertierung bzgl. Addition:
r>0 = —2<0
r<y = —xr>—y
— Invertierung bzgl. Multiplikation

O<z<y = 0<yl<alt.

f) Positivitat der Quadratst 4 0 = z xx > 0.

Beweis:Ubungsaufgabe.
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8.10 Konsequenzen

a) In einem angeordnetendfper (K, +, *) ist1 > 0.
Beweis:Da (K™, %) eine Gruppe mit neutralem Elemehist, ist1 # 0. Nach 8.9 f) folgt:

0<1x1=1.
O
b) Jeder angeordnetedikper K enthalt N als Teilmenge.
Beweis:Aus 0 < 1 folgt mit 8.9 c):
I<l+1l<li+14+1<...
=:2 =:3
O

Endliche Korper wie z.B(Z,, +, *) konnen nicht angeordnet sein.

Offensichtlich sind @, +, *) und (R, +, x) angeordnete &rper. Worin unterscheiden sich
undR?

8.11 Definition Maximum, Minimum

Sei (K, +, %) ein angeordneter &per, undM C K. Ein Elementz € M hei3t Maximumvon
M (r =max M)fallsx >y Vy € M.
x € M heil3t Minimumvon M (z = min M) fallsz <y Vy € M.

8.12 Satz (Eindeutigkeit von Minimum und Maximum)

Hat M eine Minimum oder Maximum, so ist dieses eindeutig bestimmt.
Beweis Seienz;, x5 zwei Maxima. Dann gilt:

x1 > x9 (dax; Maximum),

r9 > w1 (daxy Maximum).
Wegen der Vergleichbarkeit 8.9a) folgt = .
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8.13 Beispiele
SeiK = Q.
a) M, ={xeQ|zx <2} = maxM; =2,da2 € M, undzx < 2Vz € Q.

b) M, :={z € Q|z < 2} hat kein Maximum, denn zu jedeme M, Jy € M, mity > :
Wahle z.By = 2. Dannistz < y < 2.

c) M3 := {x € Q|z* < 2} hat kein Maximum. Denn ist Maximum, so istz? = 2 oder
2% < 2. Fura? = 2istx ¢ Q (vgl 3.7). Rir 2% < 2 findet mamahnlich wie in b) eine Zahl
y € Q mitz < yundy? < 2.

8.14 Definition (kleinste) obere Schranke, Supremum, (@f3te) untere Schran-
ke, Infimum

Sei (K, +, %) ein angeordneter &per undM C K. M heildt nach oben besémnkt wenn es
einz € K (nicht notwendigerweise < M) gibt mity < z fur alley € M. Dann heil3tx
obere Schrankeon M. Ein Elements € K heil3t kleinste obere Schrankupremurvon M
(s = sup M) wenn fur jede andere obere Schrankgilt: x > s.

Analog definiert man nach unten besmhkt, untere Schrankénfimum, » = inf M.

8.15 Beispiele
Wir betrachten wiedeK = Q und die Beispiele 8.13.
a) My ={zeQ|z <2}

— hat viele obere Schranken, z.B. 10000, 7, 2.
— Kleinste obere Schrankeup M; = 2.
— M, ist nicht nach unten bescimkt.

b) My :={z € Q|z <2}

— hat die gleichen oberen Schranken Wig.
— Obwohl kein Maximum existiert, gibt es ein Supremusmp M, = 2.

c) M3:={reQ|z*<2}

— hat viele obere Schranken, z.B. 1000, 7, 1.43.
— Es gibt jedoch kein&leinste obere Schranke @, da+/2 keine rationale Zahl ist.

Diese Beispiele illustrieren:

a) Wenn eine Menge ein Maximum hat so ist dieses auch Supremum.
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b) Es gibt Mengen, die kein Maximum besitzen, jedoch ein Supremum.

c) In Q gibt es Mengen, die obere Schranken besitzen, jedoch keine kleinste obere Schranke.

8.16 Definition vollstindig angeordnete Korper

Ein angeordneter &per heildt vollsindig wenn in ihm jede nach oben bes&hkte Menge ein
Supremum besitzt.

Man kann zeigen:

8.17 Satz (Axiomatische Charakterisierung vorR)

Es gibt genau einen volBndigen angeordneterdiper: Der Korper der reelle ZahleR.
Mit der Unbeschiinktheit der naitrlichen Zahlen zeigt man:

8.18 Satz (Eigenschaften der reellen Zahlen)
Furz,y € R qilt:
a) Zux,y > 03n € Nmitnx >y (Archimedisches "Axiom”).
b) Zua:>05|n€Nmit%<:c.

C) Zux € RIm =max{z € Z|z < z}.

8.19 Definition (Absolut-) Betrag

Fur z € R heif3t
2] x, fallsz > 0
x| =
—x, fallsx >0

(Absolut-) Betragvon .

8.20 Satz (Eigenschaften des Betrages)
Furz,y € Rqilt

a) |z] =0
lz] =0 & =0

b) |z *y| = |z| * |y|

C) v +y| < x|+ |yl
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e) ||z — [yl| < |z -y

Beweis:Ubungsaufgabe.
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9 KOMPLEXE ZAHLEN

9.1 Motivation

Neue Zahlenbereiche entstehen oft aus dem Wunsch, bestimmte Gleichungserzu |
Beispiele:

a) r+ 3 =2 hatkeine Ibsung inN, aber inZ.
b) 5x = 2 hat keine lbsung inZ, aber inQ.
c) z2 = 2 hat keine Ibsung inQ, aber inR.

Die Gleichungr? = —1 hat keine lbsung inR.

Ein neuer Zahlenbereich, die komplexen Zaht&rerlaubt es uns, auch solche Gleichungen zu
losen. Komplexe Zahlen sinditzlich in der Elektrotechnik und in der technischen Informatik
zur Beschreibung von Schwingungen in Schaltkreisen, und im Audiobereich und im Visual-
Computing-Bereich zur Frequenzanalyse von Bildern.

9.2 Grundidee

Wir bettenC in R?* = {(a,b)|a,b € R} ein, indem wirR als diez-Achse{(a,0)|a € R}
interpretieren.
Wir suchen eine Erweiterung der Addition und der Multiplikation Wwauf C, so dass

a) ihre Einschénkung aufR die bisherige Multiplikation / Addition liefert:
(a,0) + (b,0) = (a +b,0),
(a,0) % (b,0) = (a*b,0).

b) Die Gleichungz? = —1 in C losbar ist, d.h. es existiert ein= (a,b) € C mit

(a,b)(a,b) = (—1,0).

c) (C,+, %) ein Korper ist.

9.3 Definition Addition, Multiplikationin C

Auf C = R? = {(a,b) | a,b € R} sind folgende Verkiaipfungen definiert:

a) Addition: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d) Va,b,c,d € R
b) Multiplikation: (a, b) * (¢, d) = (ac — bd, ad + bc) Va,b,c,d € R
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9.4 Konsequenzen
Mit Definition 9.3 gilt:
a) Einschankung aufc-Achse liefert Addition/Multiplikation der reellen Zahlen:
(a,0) 4 (¢,0) = (a + ¢,0),
(a,0) % (¢,0) = (a*¢,0).
b) Das neutrale Element der Multiplikation @ist (1, 0):
(1,0) % (¢,d) = (¢,d) .
c) In C existierty/—1, denn:
(0,1) % (0,1) = (—1,0).

Fur (0, 1) schreiben wir (imagirare Einhei}.

9.5 Satz (Korpereigenschaft der komplexen Zahlen)

(C, +, %) bildet einen Korper, den Krper der komplexen Zahlen

Beweis elementar, abgesehen von der Existenz des multiplikativen Inversen:

. H . - a _b
Fur (a,b) # (0,0) gilt: (a,b)~" := <a2 Y CLCIN 52)'
Denn:

(0. b)( a —b ):( a’ b? —ab ab )

b + ) b)
a? + b2 a? + b? a?+b  a?2+b% a4+ b2 a? 4 b?

= (1,0).
O
9.6 Praktisches Rechnen mit Komplexen Zahlen
Statt(a, b) schreibt mar + ib, verwendet? = —1 (vgl 9.4.c)), und rechnet ansonsten wie mit

reellen Zahlen. So edft man beispielsweise direkt Definition 9.3:
a) Addition: (a + ib) + (¢ +id) = (a +¢) +i(b+ d)

b) Multiplikation (a + ib)(c + id) = ac + iad + ibc + i*bd = (ac — bd) + i(ad + bc)
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9.7 Definition Realteil, Imaginarteil, komplex konjugiertes Element, Be-
trag
Bei einer komplexen Zahl = a+ib heil3ta Realteil(a = Re(z)) undb Imagirarteil (b = Im(z2)).

Ferner nennt mak = a —ib das (komplex) konjugierte Element zuxen Betrag/on z definiert
man durch

12| = V22 = \/(a +ib)(a — ib) = Va2 + 2.

9.8 Geometrische Interpretation

Betrachtet man = a + ib als Vektor(a, b) € R?, so istz der an dern-Achse gespiegelte Vektor,
und|z| = va? + b? ist die Lange des Vektors.

9.9 Wozu ist das konjugierte Element noch dtzlich?
a—+1b

Z.B. um bei komplexen Brchen
c+1

man mitc — id:

den Nenner reellwertig zu machen. Hierzu erweitert

a—l—z’b*c—id ac—l—bdjﬁbc—ad

= ] .
c+id c—id A+d? 2+ d?
Welche Bedeutung hat digdsbarkeit vorz? = —1 in C?

Man kann zeigen:

9.10 Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes komplexwertige Polynoptz) = >, ax2" vom Gradn > 0 hat (mindestens) eine
Nullstelle in C. Man kannp(z) in n Linearfaktoren zerlegen: Es existieren komplexe Zahlen
Z1,...,2n, SO dass

p(z) =an(z —21) % (2 — 29) % ... % (2 — 2,) .

(Ein Linearfaktor hatiir Polynome einé@hnliche Bedeutung wie ein Primfaktairfeine ganze
Zahl.)

9.11 Beispiel
p(z) = 222 — 3z + 5 hat die Nullstellen: (abc-Formel)

3+v32—4%2x5 3++/=31 3+V3lxy-1 3 31
4 4 N 4

2= 2% 2 1E
=
3 31 3 31
p(z)z?(z—zl)(z—22)22(z—z—\/4_i> (z—1+§z> .
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9.12 Bemerkungen:

a) Wegen Satz 9.10 sagt mart: ist algebraisch abgeschlossen

b) Im Gegenteil zWQ undR kann manC nicht anordnen.
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10 FOLGEN

10.1 Motivation
In der Informatik gibt es zwei Nglichkeiten, Objekte zu repsentieren:
a) Explizit als Datenstrukturen im Speicher. Bsp2 = 1,4142...
b) Implizit als Berechnungsvorschrift. Bsp.: Programm, ¢f@sterativimmer genauer aéhert.

In den Situationen, wo b)imstiger ist, bedtigt man Kenntnisséber Folgen und ihre Grenzwer-
te.

10.2 Definition Reellwertige Folge

Eine Abbildung (Abb)
f N>R n— f(n):=a,

heilt (reellwertige) FolgeéNir nenneru,, das n-te Gliedler Folge, und wir krzen die Folge mit
(@n)nen » (a,) oder einfach nue,, ab.

Bemerkung Viele (jedoch nicht alle) der folgenden Resultate lassen sich auch auf andere Wer-
tebereiche (z.BC oderR™) Ubertragen.

10.3 Beispiele

a) Konstante Folges,, = a Vn € N

b) (1),cn ist die Folgel, 4.4, 4. ...
€) (725 )nen ergibt}, 2,44, .

d) Die Fibonacchi-Folgést rekursiv definiert durch

ap:=1,aq :=2,

Qp = Qp_1+ ayp_o fOUr n > 3.

Dies ergibt die Folgé, 1,2,3,5,8,13,21, ...
Sie spielt eine fundamentale Rolle in vielen NatunZgen, insbesondere bei Wachs-
tumsprozessen.
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10.4 Definition (streng) monoton wachende / fallende Folgen

Eine reellwertige Folgéa,,) heiRt monoton wachserfdlls (a,.1) > a, Vn € N gilt. Gilt sogar

(any1) > a, Vn € N, soist sie streng monoton wachseAdalog definiert man (streng) monoton fallend
(a,,) heist nach oben / unten beséhkt wenn{a, |n € N} nach oben / unten besé@mkt ist.
Entsprechend werdesup, ., undinf,cy,, als das Supremum / Infimum vofu,, |n € N}

definiert.

Wie kann man das Konvergenzverhalten einer Folge beschreiben?

10.5 Definitione-Umgebung, Konvergent, Grenzwert, Limes, Divergent

Seia € Runde > 0 eine reelle Zahl. Dann nennen Wit (a) := {x € R||z — a|] < €} die
e-Umgebungrona. Eine Folgg(a,) heil3t konvergengegern:, wenn in jedee-Umgebung vor
fast alle (d.h. alle bis auf endlich viele) Folgeglieder liegen:

Ve > 03dng(e) €N : Ja, —al < eVn >ng(e).

Man schreibt

"lim,,_. an, = a” oder "a,, — a fUrn — oo”.

Die Zahl a heil3st Grenzwer{Limes) der Folge(a,). Eine reellwertige Folge heif3t divergent
wenn sie gegen keine reellwertige Zahl konvergiert.

10.6 Beispiele

a) Die konstante Folge ist konvergent:

a,=aVneN = lima,=a.

n—oo

b) lim, ..ot = 0 denn:
Seie > 0. Dann existiert nach 8.18 b) einy(¢) € Nmit .- < e. Wegen) < - < .- Vn >
ngistL € U.(0) Vn > ny.

Bemerkung: Folgen, die gegérkonvergieren, heiRen Nullfolgen

c) Die Folge((—1)"),en ist divergent.

10.7 Definition bestimmte Divergenz, uneigentliche Konvergenz

Sei(a, ) eine Folge. Dann strelt, gegenco (lim,, . a, = 00), falls fur jedes- > 0 einngy(r) €
N existiert mita,, > r Vn > ny. In diesem Fall spricht man auch von uneigentlicher Konvergenz

oder bestimmter Divergenz
Analog definiert mariim,,_...a, = —oo, falls fur jedesr < 0 einny(r) € N existiert mit

an, <1 ¥n > mny(r).
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10.8 Beispiel
e lim,, o n? = 00

Konnen unbeschnkte Folgen konvergieren?

10.9 Satz (Beschiinktheit konvergenter Folgen)

Eine konvergente Folge ist beséhkt (d.h. sie ist sowohl nach oben als auch nach unten be-
schiankt).

Beweis:Seia = lim,, ., a,,. Dann existiertio mit a,, € U;(a) Vn > ny. Damitist{a, |n € N}
in der besctiankten Mengday, . .., an,—1} U U;(a) enthalten.

0J

Kann es mehrere Grenzwerte geben?

10.10 Satz (Eindeutigkeit des Grenzwertes)

Konvergiert eine Folgéa,, ), so ist der Grenzwert eindeutig bestimmt.

Beweis:Annahme:(a,,) habe zwei Grenzwerteb mit a # b. Wahlee so, dasx < @ Dann
istUc(a) NU(b) = 0.
Daa, b Grenzwerte voria,,) sind, existieremg, n; € N mit:

a, € Uca) Vn > ng,
a, € Ue(b) Yn > ny,

d.h.a, € (Uc(a) UU(D)) ¥n > max(ng, ny).
Dies wiederspricht/.(a) N U.(b) = 0.

Gibt es Kriterien zum Nachweis von Konvergenz?

10.11 Satz (Konvergenzkriterien)

a) Vergleichskriterium

Seien(a,), (b,), (c,) reelle Folgen mita, < b, < ¢, ¥Yn € N undlim, ., a, =
lim,_. ¢, := b. Dann konvergiertb,,) und es giltlim,,_,. b, = b.

b) Cauchy-Kriterium

Eine reelle Zahlenfolgéa,,) ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist,
d.h.

Ve > 0 3ng(e) : |a, — am| < eVn,m >mnyg.

(Fur hinreichend grofRen Index, weichen die Folgenglieder untereinander beliebig wenig
ab.)
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c) Jede monoton wachsende, nach oben béasie Folge konvergiert. Jede monoton fallen-
de, nach unten besdmnkte Folge konvergiert.

Beweis:Wir zeigen nur a):
Seie > 0. Dann existieremg, n; € N, so dass:

a, € U(b) VYn > ng,

cn € U (D) Yn>ny,
= b—e<ap,<b,<c,<b+e Vn>ny:=max(ng,n).
Also istb,, € U (b) Yn > ny, d.h.lim,_o.b, = b.

10.12 Beispiel

. 1
Die Folge (—2)
n
konvergent.

; .. o 1
ist monoton fallend und von unten duréhbeschankt. Somit |st<—2>
n

neN

Man kann zeigen:

10.13 Satz (Rechenregelrif Grenzwerte)
Seien(a,), (b,) reelle Folgen mitim,, ., a,, = a undlim,,_, b, = b, dann gilt:
a) Fallsa, <b, Vn € N, soista < b.

b) Fallsa,, < b, Vn € N, soista < b.
(a < bistim allgemeinen falsch!)

c) lim, .o (a, £b,) =a=+b.
d) lim, .o (a, *b,) = (a xb).
e) Istb # 0, dann existiert,y mit b,, # 0 Vn > ny. Dann sind aucr(i> und (Z—")
n>ng n
konvergent mit Limeg bzw. ¢.

f) (Jan|)nen konvergiert gegetu.

g) Seim € Nunda, > 0 Vn € N, dann istlim,,_.., t/a, = %/a. (Dabei bezeichnet man
y/a, die eindeutig bestimmte Zahl > 0 mit w™ = a,,.)
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10.14 Beispiele

1
a) lim, o —7
n

1
=b 17 % lim,,_,o, — =20119 17%x0=0
n

n n 1 1
b) lim,,_ —7 = lim, o | — * i =D lim, oo 1 * limpy_eo | —— | =9
n+ noyq 4+ 14+ =
) n n
. lim,, o 1 1
lim,, o 1 * =1x% =1
1 140

lim,_oo 1 + lim,, oo —
n

o 1 st -2’ +1 5— %+
My —o00 : = 11m,, .~ = = —
Tnd + 1103 + 1 THY+ L TH0+0 7

10.15 Der Grenzwertlim,, ., (1 + 2)"
AnwendungsbeispieEin Geldbetrag, wird mit einem Jahreszinsjahrlich, halbahrlich, vier-
teljarlich, monatlich, usw. verzinst. Dann ergibt sich nach einem Jahr:

a; = ag * (14 p) beijahrlicher Verzinsung
P\ 2 . L .
as = g * <1 + 5) bei halbahrlicher Verzinsung

4
ay = ag * (1 + g) bei viertelghrlicher Verzinsung

12
Q19 = Qg * (1 + 1%) bei monatlicher Verzinsung

Konvergiert die Folge,, = (1 + £)" furn — oo?

Man kann zeigen:
* (a,) ist monoton wachsend

* (b,) ist nach oben beschnkt
Somit konvergierta, ) nach Satz 10.11.c).lffp = 1 ist der Grenzwert die Euler'sche Zahl

1 n
lim (1 + —> = e~ 2,7182...,
n

n—oo

und fur allgemeine® gilt: lim,, . (1 + %)" =eP
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11 LANDAU - SYMBOLE

11.1 Motivation
* Wir suchen kompakte Notatiotif eine Aufwandsabsétzung von Algorithmen.

* Algorithmus soll von der Problemgsse ab&ngen, die durch eine Zahl beschrieben
wird.

(Bsp.:n = Zahl der zu sortierenden Objekte einer Liste.)
* Laufzeitist Abbildungf : N — R* = {z € R|z > 0} mit f(h) = a,, d.h. eine Folge.
* Meist ista,, monoton wachsend und unbesihkt, d.hlim, ., a,, = co.
* Interessant ist wie schnell, gegenco strebt. Hierzu vergleicht maga,,) mit Prototypen
von anderen Folgen.
11.2 DefinitionO(n) , o(n)

Qn
by
Folge A ist "Klein O” von B, wenn % eine Nullfolge ist. Wir schreibenl = O(B) bzw.

Eine FolgeA = a, ist "Gro3 O von B = b,, wenn der Quotien( > beschankt ist. Die

A = o(A) und nenner® undo Landau-nSymboIe

11.3 Beispiele
a) 2n% + 3n + 4 = O(n?), denn
22 +3n+4 nP2+34 %) 3 4
2 - 2 =2+—-+
n n n n

Dies ist eine konvergente Folge und somit be&okt.

. 2n? 4+ 3 4 ..
b) 2n? + 3n + 4 ist aucho(n?), denn% =24+ 35 +%5 - 0furn — .
n

11.4 Mehrdeutigkeit

Die Angabend = O(B) oderA = o(B) sind nicht eindeutig:
Fir A = (n+2)sind z.B.A = O(n*), A = O(n), A = O(%) korrekte Aussagen.
Generell gilt:

» Konstante Faktoreandern die Ordnung nicht:
O(B) = O(cB)Vx € R\ {0}.
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» Terme niedriger Ordnung sind unwichtig:
Z.B. habem? + 3n + 4 undn? + 17n die gleiche Ordnun@(n?).

Man zeigt leicht:

11.5 Satz (Rechenregelniir Landau-Symbole)
Fur reelle Zahlenfolgent, B, C gelten folgende Regelin:
a) A=0(A)

b) cx O(A) = O(A)
cxo(A) =0(A),ce R\ {0}

c) O(A) +0(A) = ( )
o(4) +o(A

)
d) O(A)«O(B) = O(A* B)
o(A) *xo(B) = 0o(A x B)

e) AxO(B) =0O(Ax* B)
Axo(B) =o0(Ax*B)

f) Transitivitat:
A=0(B),B
A=0o(B),B=0(C) = A =0(C)

11.6 \Vergleichbarkeit von Folgen
Nicht alle Folgen sind vergleichbar: Betrachte zB= a,,, B = b, mit

n%, ngerade
A, =
" In, nungerade

b {n, n gerade

n%, nungerade

Flr gerades: sieht man, dasd # O(B), und fur ungerades sieht man, das® # O(A).

11.7 DefinitionO(A) = O(B) ,O(A) < O(B)

Wir sagen:



11.8 Haufig verwendete Prototypen von Vergleichsfunktionen

Ordnung Laufzeitverhalten

O(1) konstant

O(log,n),a > 1 logarithmisch
O(n) linear

O(n xlog,n),a > 1 nlogn
O(n?) quadratisch
O(n?) kubisch
O(nk) polynomial
O(a™),a > 1 exponentiell

Haufig ista = 2. Die Wahl der Basis ist jedoch unwichtig, da sich Logarithmen zu unterschied-
lichen Basen nur um einen festen Faktor unterscheiden:

ldn

1 -2
%8 = 104

11.9 Vergleich von Ordnungen

O(1) < O(log n) < O(n) < O(nx*logn) < O(n

mit ld := log, .

N <O0mM) <. <03 < ...<O0(a”)

——
. k>3
Beispiel:
n ldn | ninn n? n3 on
10 3,32 | 33,22 100 | 1000 1024
100 6,64 | 664,4 | 10000| 106 1,27 1030
1000 | 9,97 9966 106 107 10301
10000| 13,29| 132877| 108 1012 103010

Fur groRe Problem@f3enn sollte man daher nicht auf Fortschritte auf dem Rechnersektor
hoffen, sondern einen Algorithmus suchen, der eine niedrige Ordnung besitzt.
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12 REIHEN

12.1 Motivation

* Reihen sind spezielle Folgen, die z.B. als Potenzreihen wichtige Anwendungen in der Ap-
proximation klassischer Funktionen, wie Sinus und Cosinus, Logarithmus oder Exponen-
tialfunktion haben.

* In der Informatik haben sie zudem Bedeutung in der Zahlendarstellung.

12.2 Definition Reihen, Partialsumme

Sei(a,) eine Folge. Bildet man hieraus die neue Falgg mit

n
Sp 1= E ap, mneN,
k=1

so nennt maxs,,) eine Reiheind schreibt hietfr Y ";° | a,. Die Glieders,, heiRen Partialsummen
der Reihe. Ist die ReihE ;" | a;, konvergent, so wird ihr Grenzwert

n

s = lim s, = lim g a,

n—oo n—o0

k=1

ebenfalls mity ", | a; bezeichnet.

Bemerkungfolgen und Reihen unterscheiden sich also lediglich dadurch, dass man bei Reihen
versucht, Konvergenzaussagen nicht in abgigkeit vons,,, sondern von den Summandepn
Zu gewinnen.

Wann konvergiert eine Reihe?

12.3 Satz (Konvergenzkriterien fir Reihen)

a) Cauchy-Kriterium(vgl. 10.11 b))
> neq i, ist konvergent
< es gibt zu jedena > 0 einng(e) € N mit

|ZZ:nak‘ < eVn,m > ng(e) mitm >n.

b) Notwendige Konvergenzbedingungen

> re | ay ist konvergents (ay) ist Nullfolge.
(Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch!)
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c) Linearitat
Fallsy "~ , a, und)_;° b, konvergieren, so konvergieren auch

oo

Zak:tbk und ic*acheR.

k=1 k=1

Es gelten

d) Leibniz-Kriterium
Sei(a;) eine monoton fallende Nullfolge nichtnegativer ZahignDann konvergieren die
alternierenden Reihen

> (=DFa und > (-1
k=1 k=1

Ihr Grenzwert liegt zwischen zwei aufeinanderfolgenden Partialsummen.

Beweis:

a) Folgt direkt aus Cauchy-Kriteriunuf Folgen (10.11 b)).
b) Folgt aus a) mitn = n.

c) Folgt aus den RechenregelirfFolgen (10.13).

d) Betrachtg(s,) mit s, := >_,_,(—1)*a;. Dann gilt:
Sopy2 — Son = A2p42 — Q2p41 S0,

Son41 — Sop—1 = —Q2p4+1 + A2y > 0,

d.h. (s2,).y ISt monoton fallend, (*)
(S2n—1)nn ISt monoton wachsend. (**)
Wegen

Som = Son_1 + Gon > Son_1 > sy YneN
~—
>0
ist (s2,, )y, NACh unten beschnkt.

Nach 10.11.c) existiert sonmit:= lim,, . (s2,).
Analog zeigt man, das&.,,_1).eny Nach oben beschnkt ist unds’ = lim,, .o (S2,-1))
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existiert.
Wegen

, . .
s—s = lim sy, — lim $9,_1
n—oo n—oo

2n _
= lim Z(—l)kak — lim Z(—l)kak
= lim as, =0
haben(s,,) und(s2,—1) den selben Grenzwert, d.fx,,) konvergiert gegen. Ferner gilt:
Sonp_q <U%) s <) g ¥Yn eN.

Der Beweis @ir s, := >_,_,(—1)F*'q;, verlauft analog.

O

Bemerkung:Das Cauchy-Kriterium impliziert, dass das Konvergenzverhalten einer Reihe sich
nichtandert, wenn man endlich viele Summandearatert. In diesem Fadindert sich bchstens
der Grenzwert.

12.4 Beispiele

a) Geometrische Reihe
S =1+q+¢+ ... (Hier ist es sinnvoll, mit = 0 zu beginnen!)

Wie sehen die Partialsummen aus?
Sy = 1—|—q—|—q2—i—...—|—q”

g sn=q+@+..+q¢"+¢""
(1—¢q)*s, =1—¢""!

1— n+1
= Flirqg#1: sn:—q
1—¢q

Fur |q| < 1 ist daher E ¢" = lim s, = T2
n—oo —(q
k=0

d.h. die geometrische Reihe konvergiert.

Far |g| > 1ist (ax) = (¢*) keine Nullfolge. Nach 12.3b) kank_,, ¢* in diesem Fall
nicht konvergieren.
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b) Harmonische Reihe

i Tyl iyl

ko2 3 4 7
k=1

Diese Reihe ist divergent, denn

zm: i%:L—HﬁlfUrméoo.
k=n k=n

T =
AV

SomitistUr0 < e < 1 das Cauchy-Kriterium verletzt.

c) Alternierende harmonische Reihe

[e.e]

1 1 1
k+1 1t 4
Z 2+3 4+

k=1

konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium, c(a—) eine monoton fallende Nullfolge ist.
neN
Wegens; = 1 unds, = 1 — 3 = 1 gilt die EinschlieBung

<>

k=1

l\DI»—
??'Ir—k

(Man kann zeigen, dass der Grenzwer? ~ 0.69 betiagt.)

Bei endlichen Summen darf man die Reihenfolge der Summation vertauschen. Bei unendlichen
Summen (Reihen) ist dies nur in besonderahen erlaubt.

Hierzu bertigen wir den Begriff der absolut konvergenten Reihe.

12.5 Definition Absolute Konvergenz
Eine Reihe) ;| a; hei3t absolut konvergenwenn die Reih&_;° | |a,| konvergiert.

12.6 Zusammenhang zwischen Konvergenz und absoluter Konvergenz

a) Jede absolut konvergente Reihe ist auch konvergent.

Beweis:Sei 220:1 aj absolut konvergent.
Nach dem Cauchy-Kriteriunuf "% | |a;| existiert zu jedena > 0 einny(e) € N mit

<e Vn,m >ng(e) mitm>n.

e lak]
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Wegen|>7 ax| < D000 |ax] gilt:

m
D

k=n

<€ VYn,m >ng(e) mitm >n,

d.h.> 2 | a; erfullt das Cauchy-Kriterium 12.3.(a) und ist somit konvergent.

b) Es gibt konvergente Reihen, die nicht absolut konvergieren.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe (12.4(c)) konvergiert. Sie konvergiert je-
doch nicht absolut, da die harmonische Reihe (12.4.(b)) divergiert.

Man kann folgende Kriterierif absolute Konvergenz zeigen:

12.7 Satz (Kriterien fur absolute Konvergenz)
a) Die Reihe} ;" | a; ist absolut konvergent- Die Folge(>_;_, |ax|) ist beschankt.

b) Majorantenkriterium
Seilag| < by furallek > ko, ko € N, und> ;7 b, konvergent
= > oo, a; ist absolut konvergent.
(> "r; by, heildt dann Majorantfir "2 | ay.)

c) Quotientenkriterium

Seia;, # 0 furallek > ko, ko € N. Gilt fur allek > k, die Ungleichung*“’;—*k'1
einem festery < 1, soist)_,- , a; absolut konvergent.

< ¢ mit

d) Wurzelkriterium

Gilt fur allek > k, die Ungleichungl/|ax| < ¢ mit einem festery < 1, soist) .- | ax
absolut konvergent.

12.8 Bemerkungen

a) Um nach Quotienten- bzw. Wurzelkriterium absolute Konvergenz zu zeigeiigges,
wenn gilt:

Qr+1

3

lim
k—o0

<1 bzw. klim Vl]ag| < 1.

Af41

b) Gilt limy_..

> 1 oder lim,_,« {/|ax| > 1, soistd "~ a; divergent.

A1

c) Furlimy_. = 1 oder lim,,_,», v/|ax| = 1 ist kein Schluss auf das Konvergenz-

k
verhalten naglich.
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12.9 Beispiele zu Satz 12.7

a) Seik! :==1%2%3x*...x (k— 1) * k. (Fakultaitvon k.)
Fur jede reelle Zaht konvergiert

> Zk d Zk
Do Sty
k=0~~~ k=1
a
absolut, dennifr z # 0 gilt:
k+17.)
g1 2N || .
a zk(k—i—l)!‘ k+1 %

Somit ist das Quotientenkriterium étk.
Fur z = 0 liefert die Reihe den Wert 1.
BemerkungEs giltubrigens) ;- Z—f = e¢* Vz € R (e: Euler'sche Zahl, vgl 10.15).

1
b) Betrachted .-, b
n
——r

ak

Wegeny/|a,| = — — 0furk — oo konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium
absolut.

C) Dot T T k+1 konvergiert absolut und” ;| - k+1 =1, denn

k(k+1) —

- 1 " /1 1
~ k(k+1)_z(ﬁ_k+1)
B 1_1 N 11 N 11 - 11
N 2 2 3 3 4 n n+1
=14+ —1+1 + —1+1 + .+ —l+l -
o 2 2 3 3 non n+1

=1- — 1firn — .
n—+1

Die Folge(_;_, |ax|), .y iSt also besclémkt und konvergiert somit absolut gaf12.7(a).

d) Furjedesr e R,r > 2ist> 7, ki absolut konvergent:

i%g <1+Z 914+1=2.
k=1 k=

Absolut konvergente Reihen haben den Vorteil, dass man Sie umordnen darf. Man kann zeigen:
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12.10 Satz (Umordnungssatz)

Ist die Reihe,” | a;, absolut konvergent und ist: N — N eine beliebige Umordnung (bijek-
tive Abbildung), so ist auch -, a, ) absolut konvergent und es gilt:

o0
D=

k=1

ag(k) .

00
k=1

BemerkungFir konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihen gilt dies nicht.

Absolut konvergente Reihen lassen sich auch gut miteinander multiplizieren. Mit Hilfe des Um-
ordnungssatzes kann man zeigen:

12.11 Cauchy-Produkt absolut konvergenter Reihen

Seien) ;- a, und )" ,° b, absolut konvergent (der Einfachheit halber beginnen wir hier mit
0). Ferner sei,, := > 7", apb,_g.
Dann konvergiert die Reihg_ > ¢, absolut, und es gilt:

BemerkungDas Cauchy-Produkt summiert also folgendermal3en auf:

(5] (320) -

+(aoby + a1bo)
+(aoby + a1by + asby)
+(a0b3 + albg + CLle + agbg)
+...
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13 POTENZREIHEN

13.1 Motivation

Potenzreihen sind wichtig bei der Darstellung und Approximation von Funktionen (Tailor-Reihen;
erzeugende Funktionen).

13.2 Definition Potenzreihe, Entwicklungspunkt

Eine Reihe der Form

o

Z a;i(r — )’

=0
mit o, x € R heil3t Potenzreiher, heil3t Entwicklungspunkim folgenden sei stets, = 0.

13.3 Beispiele
1) Die Exponentialreih® ">, f—, Sie konvergiertiir allex € R gegenre”.
2) Die Geometrische Reihg ;°, z".

, , , . o 1 : , ’
Sie stellt fir |z| < 1 eine Funktion dar) .~ z* = 1o Sie konvergiert absolutif
i

|z| < 1 und divergiert@r || > 1.

Es scheint eine "Grenze” zu geben, die die Bereiche trennt, in denen eine Reihe divergiert oder
konvergiert.

13.4 Satz

Fur eine Potenzreihe, die nichirfalle reellen Zahlen konvergiert, gibt es étn> 0 derart, dass
sie

» fur|z| < R absolut konvergiert und
* fur|z| > R divergiert.

Beweis:Siehe z.B. Hartmann, Seite 303.
Bemerkungfir z = + R lasst sich keine allgemeine Aussage treffen.

Definition: Die Zahl R heif3t Konvergenzradiusind] — R, R[ heif3t Konvergenzintervall

Man legt fest:
* R = oco: Die Potenzreihe konvergierif allex € R.

* R = 0: Die Potenzreihe konvergiert nuirfx = 0.
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13.5 Bemerkung

Man darf in eine Potenzreihe auch komplexe ZahlenC einsetzen; Satz 13.4 gilt analog. Die
Menge{z € C||z| < R} istin der komplexen Zahlenebene eine offene Kreisscheibe.

13.6 Satz (Berechnung des Konvergenzradius)

a) (D’Alembert’'sches Kriterium)
Sind fir eine Potenzreih®">° a2’ alle a; ab einem gewissen Index unglei¢tund exis-

tiert der Grenzwert

Qn

,Soist R = lim

n—oo

lim

n—oo

Ap+1 Ap+1

(Inbesondere gilt dies auch, wenn der Grenzweritt.)

b) (Satz von Cauchy-Hadamard)
Besitzt die Potenzreih® ;° a;2' den Konvergenzradiu® und konvergiert die Folge

<W> __ sogilt

1

R = )
lim,, oo /||

(Das gilt auch, wenn der Grenzwertoder oo ist. In diesem Fall mus% als oo und é als0
interpretiert werden.)

13.7 Beispiele

a) Geometrische Reihg ;2 2 (allea; = 1):
=1 = R =1nach 13.6(a). & x = +1 liegt Divergenz vor.

an

an+1

lim,, o

b) Die Reihe) >°, ””7 hat den Konvergenzradius = 1, denn es gilt
limy, oo /2 = limy, oo #ﬁ =1 = R=1nach13.6b).

x =1 : Divergenz (harmonische Reihe);
x = —1 : Konvergenz (alternierende harmonische Reihe).
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14 DARSTELLUNG VON ZAHLEN IN ZAHLSYSTEMEN

14.1 Motivation

» Zahlsysteme eriyglichen effiziente Darstellung riaticher (und aller reeller) Zahlen mit
einem endlichen Zahlenvorrat.

» Die Wahl von10 als Basis ist (mathematisch gesehen) wiitlich.
Fur Anwendungen in der Informatik sind Darstellungen z.B. im Hexadezimalsystem (Basis

besonders aber im Dualsystem (Baxjisvichtig.

14.2 Satz (Darstellung naiirlicher Zahlen in Zahlsystemen)
Seib € N, b > 2. Dann Bksst sich jede natliche Zahln € N eindeutig in der Form
n=anb™ + am_10™"1 + ... + apb®

schreiben, mitn € Ny unda; € {0,1,...,0 — 1}, a,, # 0 darstellen.
Anstelle vona,,,b™ + .. + aob® schreibt man

(Qm@m—1---G0)p

Beweis:Hartmann, Seite 48.

14.3 Definition Ziffern, System zur Basish

Die moglichen Koeffizienten, ..., b — 1 nennt man Zifferrdes Systems zur Badigb-adisches
System).

14.4 Beispiel

b= 2,10
(256)10 = 2% 102 + 5 % 10" + 6 % 10°
=1%25+0%2"+0%2°+ ...+ 0% 2% = (100000000)5 .

Wie findet man die Zifferniir die Zahldarstellung®urch wiederholte Division mit Rest (vgl
6.2).

(@mb™ + ... + agh®) b = ™+ 4+ @b’ Restag
)
*) (amb™ .+ ad®) b = @b i+ sz(j Resta,
(+4)
: b = : :
(**) (and®) b = 0 Rest,,



14.5 Definitionb-adischer Bruch

Es seiz € Z, und fur allen > z seia,, € {0,...,b — 1}. Eine Reihe der Form

e}
an

[

n==z

(Reihe mit negativen Indizes)

mit a, # 0 heil3tb-adischer Bruch
Man schreibt dafr (a,,a,.1 ... E — 2),.
Man spricht von:

» Einem endlichem-adischen Bruch und schreift,, a.1a, E — 2),, fallsa; = 0 fur alle
1> 1.

» Einem periodischei-adischen Bruch und schreibt
(ayyGypt - apPpr-DrE — 2)p = (s, Qog1 - .- Q1o DD Dr - B — 2),

falls eine Folgep; ...p, von Ziffern sich sandig wiederholt.
Alternative Schreibweisen:

(aza2+1...a0, aias . . -)b furz < 0,

(0, 0..0 ,a,a,1...)y fUrz>0.

z—1 Nullen

14.6 Beispiel

2 ) 1685
1 0

14.7 Satz (Darstellung reeller Zahlen in Zahlsystemen)

Es seib € N,b > 2. Dann gilt:
a) Jedem-adische Bruch konvergiert gegen eire R, z > 0.
b) Zu jedemx € R,z > 0 gibt es einer-adischen Bruch, der gegerkonvergiert.
c) Jeder periodischiadische Bruch konvergiert gegen eire Q, z > 0.

d) Zu jedemz € Q,x > 0, gibt es einen periodischen oder endlictheadischen Bruch, der
gegenc konvergiert.

Beweis:

* Zu a),b),c): z.B. Hartmann, Seite 251.
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e Zud): O.B.d.A. seir = § < 1, p € Ny, ¢ € N. Wir suchemuy, as... mit§ =) > o

n=1 b, "

— Berechnung deti; durch folgenden Divisionsalgorithmugrfnatirliche Zahlen:

(bxp) : q = a; Restr; 0<r<gq
(bxry) : q ay Restry 0<ry<gq

|

(bx1y,) any1 REStr, 1 0<r,11 <q

» Hierbei ist stets;; < b;:
Ware ramlicha; > bfuri > 1,s0bxr,_y = g*xa; +7r;, > ¢xb+0=1r,—1 > ¢im
Widerspruch zw < r;_; < ¢
Fur: = 1 ergibt sich analog ein Widerspruch g« gq.

* Die a; sind die gesuchten Koeffizienten, denn der Divisionsalgorithmus ist

ay 1

p_?*qu?
_ G2 T2 Einsetzen <a1 az) T
= —%xq+— = =(—=+—= + =
& b ¢ b N b b2 g b2

n+1
a T a T
r, = nb+1*q+ nl;i-l = p= ( _k) *q+ n+1

bk: pn+1
k=1
k+1
Tl _ PN
pntlg bk
q 7 =

7 flr n—oo 0 =— flr n—oo a
Wann endet der Divisionsalgorithmus?
e Giltr,, =0, so§ = (0, ay...a,), — endlicherb-adischer Bruch.

* Gilt r,, # 0 fur allen € N, so muss sich ein Rest wiederholen. Damit wiederholen sich ab
dort alle Divisionen und Reste:

Ist namlich z.B.r,, = r, fir einn > s, so folgt

Apt+1 = Ag11 Uﬂd?“n+1 = Ts+1, usw.

Also: P

= =(0,a1...a50511---a5,)p — perdiodischeb-adischer Bruch.
q
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14.8 Bemerkungen

1) Ein periodischeb-adischer Bruch der Form (**)a., a,41...a,p E — z), mitp = b— 1 und
a, < b— 1 stellt dieselbe Zahl dar wie der endlichadische Bruch

(as,a,01...a, E—2) mita, =a, +1.

Z.B. Sind(O,g)lo =1, (23, 482@)10 = (23, 483)10
Es ist dahefiblich, den Fall (**) als Zahldarstellung auszuschliel3en, um zu jeder reellen
Zahl eine eindeutige Darstellung zu haben.

2) Die Darstellung aus Def. 14.5 zur Basis= 2 entspricht der Speicherung von Zahlen im
Computer. Die fihrende Ziffer ist hier stets dig also

(1,a,41...a,+m E — 2)2 (nur endlich viele Ziffern).

Die endliche Folge det; € {0,1}, 2+ 1 < i < z + m hei3t Mantisse
Die sogenannte Gleitkommadarstellung umfasst das Vorzeichen, die Mantisse und den Ex-
ponenten:

| Vorzeichen| Exponent + Offset Mantisse|
1 bit e bits m bits

Z.B. Datentyp floatm = 23, e = 8, Offset= 127
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15 BINOMIALKOEFFIZIENT UND DIE BINOMIALREI-
HE

15.1 Motivation

Binomialkoeffizienten spielen eine grol3e Rolle:

* In der Kombinatorik, wenn man in einerelementigen Menge die Zahl der Teilmengen
mit & Elementen sucht.

* Bei der Berechnung vofu + b)", n € N (binomischer Satz).

* Bei der Potenzreihenentwicklung voh+ x)« fur |z| < 1.

15.2 Definition Binomialkoeffizient
Seiemn, k € Ny = N U {0}, dann heif3t

n\  [Anzahl derk-elementigen Teilmenggn
k) einern-elementigen Menge

der Binomialkoeffizient. Uberk.
BemerkungOffensichtlich gilt
* (o) =) =1
F () =n
. (Z):Ofl]rk>n

Der folgende Satz liefert eine rekursive Beschreibung der Binomialkoeffzienten.

15.3 Satz (Rekursive Beschreibungirr Binomialkoeffizienten)

Seiemn, k € Ny undk < n, dann gilt:
(n> 1 furk =0 oderk =n
k) (M + (77 sonst.
Beweis:

Aussage Klariir k = 0 oderk = n. Sei alsd) < k < n.
SeiM = {x,...,z,}. Die k-elementigen TeilmengeN von M zerfallen in 2 Typen:

1) MengenN mit z,, ¢ N. Diese entsprechen dérelementigen Teilmengen vaf \ {z,, }.
Davon gibt es nach Definition 15.2. gen@lf ') Stiick.
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2) MengenN mit z,, € N. Sie entspechen in ihrer Anzahl dgn— 1)-elementigen Teilmen-
genvonM \ {z,}. Davon gibt es nach Definition 15.2 gendi;) Stiick.

Insgesamt gilt dahe(?!) = (*.") + (7).

15.4 Pascal'sches Dreieck

Satz 15.3 erlaubt die Berechnung des Binomialkoeffizienten mit Hilfe eines Dreiecks, in dem
jeder Koeffizient als Summe der beiden sghdaiiber stehenden Koeffizienten berechnet wird:

H-1 ©-3 Q-3 (-

Fur grof3en ist diese Rekursionsvorschrift ineffizient. Gibt es eine direkte Formel?

15.5 Satz (Direkte Formel fir Binomialkoeffizienten)

Seienk,n € Ny undk < n. Dann gilt

(+)

Dabei bezeichnet! = k x (kK — 1) x (k — 2) % ... x 1 die Fakul&tvon k. Man setz0! = 1.
Beweis:Vollstandige Induktioriibern.

15.6 Beispiel
Wieviele Moglichkeiten gibt es beim Lott®, aus49 Zahlen auszuahlen?
49 49! 49! 49 % 48 x 47 x 46 * 45 x 44
= = = = 13983816 .
(6) 6!(49 — 6)! 6! 43! 6x5x4x3*%2x1

Was hat das alles mit Analysis zu tun?

15.7 Satz (Binomialsatz)

Seiena, b € R undn € Ny. Dann gilt

(a+b)" = (Z) atbnr

k=0
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15.8 Beispiele

a) (a+0b)?
= () xa® x4+ (3) xal x b+ (3) xa® * V°
=1%1%b0*+2ab+1%a®*1
= b + 2ab + a®

b) (a + b)*

S s s (e (e (o
=1x1*xb>+3ab?>+3a’b+1xax1
= b3 + 3ab? + 3a%b + &®

15.9 Beweis des Binomialsatzes

Um den Binomialsatz mit vollgindiger Induktion zu beweisen, verwenden wir das Prinzip der
Indexverschiebung

n n+1
Zak:ao+a1+...+an22ak_1 (*)
k=0 k=1

Induktionsanfangn = 0

0
Z <Z)akbn_k = (g)aobo =1%x1x1=(a+b)°.
k=0

Induktionsannahme®iir ein festes: ausN, gelte: (a +b)" = >}, (})ab"*.

Induktionsschluss) — n + 1

(a+0)"" = (a+b)"* (a+0b)

*
:I.A. ( kbn k> a—l—b

abspalten (( n ) ( )) aFprR (n) a0 4 (n) a0yt
k — n 0
~——
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15.3 ~ (n+1 kpn—k+1 n+1\ 110 n+1\ o1
= b b b
;( 1 )a +(n+1 a + 0 a

15.10 Binomialreihe Motivation

Aus dem Binomialsatz 15.7 folgiif n € Ny:
n __ n __ - n nqin—k __ - n k
(14+z)"=(z+1)" = (k>x1 —Z(k>x :
k=0 k=0

Kann man einéihnliche Beziehung auclirf (1 + x)* gewinnen, wenmy keine naiirliche Zahl
ist?
Hierzu missen wir den Binomialkoeffizienten

n n! 1 1 =

verallgemeinern zu

k-1
1 .
(Z) ::E*H(a—j) mita c R,k e Np.

J=0

Dann kann man zeigen:

15.11 Satz (Binomialreihe)

Seic € Rund—1 < z < 1. Dann hat(1 + x)* die Potenzreihenentwicklung

(1+2)* = i (Z):p’f

k=0

Bemerkungfur a = Ny bricht die Reihe wegen

(;)zo VEk > a
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15.12 Konvergenz der Binomialreihe
Seia ¢ Ny undz # 0. Dann gilt nach dem Quotientenkriterium 12.7.(@) f

o it o= (1) 2
Zak mit a; := I S A

k=0
« 1 k .
Af+1 (k+1)$k+1 (k+1)! * Hj:()(a B ‘7> % ‘SU| = k % ’QZ‘
= = — - = )
a 4 i * [ (a =) k1
—k . o .
Wegenlimy,_, i? = listlim;_ “’;:1 = |z| < 1. Damit ist die Reihé /7, a; hach

dem Quotientenkriterium absolut konvergent und somit auch konvergent, vgl. 12.6.(a).

15.13 Beispiele

a) o= —1
1 s LT
<’f) - E*HO(—l—ﬁ
1
- 1%2% ... *k(_1>(_2)(_3) * .. % (—k:)
= (_1)k
= (1 +$)—1 - 1_|1_x — i(_l)kxk _ i(—x)k fire] < 1.

Die geometrische Reihe ist also eine spezielle Binomialreihe.

b)a::%

1 1
\/1+$:1+§*x—§x2+0($3) fur|z| <1.

D=

= (1+x)
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16 STETIGKEIT

16.1 Motivation

* In technischen Systemen erwartet maufig, dass sich das Resultat nur weaigert,
wenn man die Eingabedf8en nur gering variiert. Erst dann werden sie rechnerisch hand-
habbar (Rundungsfehler!).

» Mathematisch wird dies durch das Konzept der Stetigkeit formalisiert.

16.2 Definition Konvergenz fir x — £ gegenn

Seif : R — R eine Funktion und € R. Wir sagen f(x) konvergiert fir = — £ gegen den Grenzwent
falls fur jede (!)Folge(x,,)neny Mit z,, # £ Vn € N gilt:

lim z, =¢ = lim f(z,) =7.

n—oo

In diesem Fall schreiben witm, . f(z) = 7.

16.3 Beispiele

a) f: R — Rmit f(z) = 22 hat fur jedest € R einen Grenzwert, denn:
Sei(z,) eine beliebige Folge mitm,, .., z, = & Dann konvergierfz?) gegeng?; vgl.
10.13.d).

fu . :
b) f(z) = 0 _L_M <0 hat in0 keinen Grenzwert.
1, furx>0

Sei(zx,) eine Folge mitr,, < 0 Vn € Nundlim,, .., x, =0 = lim, ., f(z,) = 0.
Fur eine Folggx,,) mit x,, > 0 ¥n € Nist jedochlim, ., f(x,) = 1.

Die fur Folgen bekannten Grenzweitze (vgl. 10.13) lassen sich auf Funktionsgrenzwigvist-
ragen:

16.4 Satz (Grenzwertatze fur Funktionen)
Existieren fir die Funktionery, g : R — R die Grenzwerte im Punkt € R, so gilt:
f(x) £ g(x)) = f(§) £ 9(£)
b) lim,_¢(f(z) * g(x)) = f(£) * g(&)
) lim,—¢ (£5) = £8.9(5) #0
d) lim,.¢ c* f(x) = 2 * f(S)

€) lim, ¢ 2] = [¢]

a.) llmw_f(
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16.5 Definition (punktweise) Stetigkeit

Eine Funktionf : R — R heil3t stetig ir¢ € R, wenn dort Funktionswert und Grenzwétier-
einstimmen:

i (0) = 7 (lim0) = £(6)
Ist f in allen Punkten stetig, so heil3t f stetig

Der folgende Satz zeigt, dass kleiAaderungen im Argument einer stetigen Funktion nur zu
kleinenAnderungen der FunktionswertéHfren.
Man kann zeigen:

16.6 Satz € — -Kriterium der Stetigkeit)
Fur eine Funktionf : R — R sindaquivalent:
a) fist stetig ing, d.h. f(¢) = lim,_¢ f(z).

b) Zu jedeme > 0 existiert eind(e) > 0 mit

[z =&l <6 = [f(z) = f(E)] <e.

16.7 Veranschaulichung

Man kann erreichen, dass die Funktionswerte sich beliebig nahe kommen, wenn sich die Argu-
mente nur hinreichend wenig unterscheiden.

“Stetige Funktionen kann man zeichnen, ohne abzusetzen.”

16.8 Bemerkungen

a) Satz 16.4 impliziert, dasdif in ¢ stetige Funktionery(z), g(x) auch die Funktionen
fz) £ g(x), f(z) * g(x) , % (falls g(¢) # 0) undc * f(z) stetig sind. Ebenso ist die
Betragsfunktionf(z) = |z| stetig.

b) Die Komposition (Verkiipfung) stetiger Funktionen ist ebenfalls stetig. Denn:
Seienf, g : R — R stetige Funktionen, ung:,,) eine beliebige Folge mitm,, .., z,, = ¢
= lim,, ¢ f(z,) = f(£), da f stetig
= limg, ¢ g(f(zn)) = g(f(S)), dag stetig.

O
c) Die Grenzwert -und Stetigkeitsbegriffe sind sinngd&rauch auf Funktionep: D — R

ubertragbar, wenn der Definitionsbereich eine echte Teilmeng&®vish In diesem Fall
mussen die betrachteten Folgen,) in D liegen.
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16.9 Beispiel

f(x) =523 — 7w + 12 st stetig, denn
g1(x) =12 st stetig,
go(z) = —T7x ist stetig,
g3(r) = 5z ist stetig,

f(@) = g1(x) + g2(z) + g3(x).

16.10 Satz (Eigenschaften stetiger Funktionen)
Seif : [a,b] — R stetig. Dann gilt:

a) Nullstellensatz
Ist f(a) % f(b) < 0, so existiert eirt € [a,b] mit f(£) = 0.

b) Zwischenwertsatz
Zu jedeme mit f(a) < ¢ < f(b) existiert ein € (a,b) mit f(§) = c.

c) Stetigkeit der Umkehrfunktion
Ist f(z) stetig und streng monoton wachsend gub|, (d.h.z < y = f(z) < f(y)), so
ist auch die Umkehrfunktiori— : [f(a), f(b)] — R stetig und streng monoton wachsend.

d) Maximum-Minimum-Eigenschaft
Es existieren,, x5 € [a,b] mit f(x1) = mazcey f(x) und f(x2) = mingepp f ().

Beweis von a)Sei 0.B.d.A. (ohne Bescinkung der Allgemeinheitf(a) < f(b). Wir konstru-
ieren induktiv eine Intervallschachtellun@olge von Intervallena,, b,,]) mit folgenden Eigen-
schaften:

a) f(a,) <0, f(by) >0,

b)agan—lgan<bn§bn—1§bvnENa

C) by — ayp = 3=(b— a).

Initialisierung:ag := a, by := b

Annahme: Die Intervallschachtelung sei bis zum Inde&onstruiert, und eiflle a) bis c).
Seic := %.

Ist f(c) < 0, setzen, .1 := ¢, byyq :=b.

Ist f(c) > 0, setzea,, 11 := ap, by == c.

=
a) f(ans1) <0, f(bny1) >0,
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b) (07% S an+1 < bn+1 S bn1
C) bpi1 — Gpy1 = %(bn —a,) =4 2n%(b —a).
Nach Konstruktion ist:

* (a,) monoton wachsend, nach oben begdlt durchb, und f(a,,) < 0.
= Jamitlim, ... a, = aundf(d) < 0 (vgl. 10.11, 10.13).

* (bn,) monoton fallend , nach unten besghkt durcha, undf(b,) > 0
= Jb mitlim,, .., b, = bundf(b) > 0.

Wegenlim,, .o, (b, — a,) = lim,, o 5 (b — a) = 0 ist alsob = &=: ¢

Wegenf(¢) = f(&) < 0und f(€) = f(b) > 0ist f(¢) = 0
|

BemerkungDieser konstruktive Beweis beschreibt ein numerisches Verfahren zur Nullstellen-
bestimmung, das Bisektionsverfahrér» Ubungsaufgabe)

16.11 Gleichn@fRige Stetigkeit

Nach dem—§-Kriterium der Stetigkeit (16.7andern stetige Funktionen bei hinreichend kleinen
Anderungen des Arguments den Funktionswert nur beliebig wenig. Allerdings kann zu vorge-
gebenerr > 0 (Funktionswernderung) das entsprechenie) (Argumentnderung) an jeder
Stelle¢ anders seind = d(e, £). Manchmal ist es wichtig, dagsnur vone ablangt, d.h. dass
man in einem ganzen Intervall zu einerdasselbé (¢) wahlen kann.

Definition Gleichn@f3ige Stetigkeit
Eine Funktionf : D — R mit DefinitionsbereichD C R heil3t gleichmf3ig stetigauf D, wenn
zu jedenx > 0 eind(e) existiert mit:

|v1 — 22| <0 = |f(21) — f(22)| < eVay, 19 € D.

78



16.12 Beispiel

+10

+10 X

DZ(O,OO),y:f(I):%.

- - - - 1 1 _ 1
Zu jedemd > ( existiertn € Nmit - — —5 = D < J.

Esistabetf(;) — f(7) =In— (n+ 1)| = 1.

Damit gibt es ze < 1 kein §(e) mit der geforderten Eigenschatt.ist also nicht gleichralig
stetig aufD (wohl aber stetig!).
Dieses Beispiel zeigt, dass Stetigkeit nicht immer gleigBige Stetigkeit impliziert.

Gibt es Rlle, in denen Stetigkeit auch immer gleicaBge Stelligkeit nach sich zieht?
Mann kann zeigen:

16.13 Satz (Stetigkeit auf einem abgeschlossenen Intervall)
Jede stetige Funktiofi: [, b] — R ist gleichmafig stetig aufa, b].

Bemerkungim Bsp. 16.12 war der Definitionsbereith oo) nicht abgeschlossen.
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17 WICHTIGE STETIGE FUNKTIONEN

17.1 Motivation

 Es gibt stetige Funktionen, die so wichtig sind, dass sie einen eigenen Namen tragen.

» Wir wollen diese Funktionen und ihre Umkehrfunktionen genauer betrachten.

17.2 Die Potenzreihen

Potenzfunktionen haben die Struktfz) = 2" mit n € Ny. Fir n = 0 definiert mam® = 1.
Wie alle Polynomfunktionen sind Potenzfunktionen stetig.

Es gelten die Rechenregeln:

(g =am -y
" yn — xm—‘rn

(xn)m — In*m

Beispiele:f (z) =z, f(z) = 22, f(x) = 23, f(x) = 2*
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17.3 Wurzelfunktionen

Schiankt man die Potenzfunktionen atfr) = 2™, n € N, aufR; ein, so sind sie dann nicht nur
stetig, sondern auch streng monoton wachsend. Nach 16.9 c) existiert daher eine stetige, streng
monoton wachsende Umkehrfunktion.

Die Umkehrfunktion zur n-ten Potenzfunktion ,
[ R =R : z+— 2"

nennt man n-te Wurtelfunktion

g: Ry =Ry : x+— Yz

firn = 2 schreibt man stat{/z meist,/x.
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Beispiele:

J f(z) = 2% und Umkehrfunktion

f(z) = 23 und Umkehrfunktion

Setzt mane» = {/z, xm = Y/a", xm = ;%% so geltenifir z= die gleichen Rechenre-
geln wie 1r die Potenzfunktionen in 17.2

17.4 Exponentialfunktionen

Seia > 0. Dann bezeichnet man mit
[R—=R, f(z)=ad",a e RT

die Exponentialfunktion zur Basis a

Exponentialfunktionen sind stetig. Es gibt die Rechenregjel = a* - a¥ (*).

Besonders wichtig ist die Exponentialfunktionen, bei der die Euler'sche Zahlim,, (1 +
1)n ~ 2,7182 als Basis dient (vgl 10.15). Man bezeichnet siecals(z) = ¢”.

Fur alle allez € C hatexp(z) die Potenzreihendarstellung
k

22 1 1
:§ =142+ 2B
exp(z) 27 + +2z +6z+
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Sie konvergiert absolutif allez € C (vgl 12.9 und 13.3)exp wachst schneller als jede Potenz:

T

, e
limg_—oo— =00 Vn €N
xn

Seiz =x+ iy € Cmitz,y € R. Dann gilt:

a) e* = e%e™. Denne® = et = e% - iy

b) e* > 0:
Furz > 0iste” =7, % > (.
N
>0

Fur = > 0 gilt sogare” = 1+ Y52 20 > 1.

, 1
Firz <0gilte” = — > 0.
<~

>0
c) le¥|=1:
Dennje|> = e . el = ¢ . ¢7W = W = 0 = 1,
d) |e*| =e*:
Denn|e?| = |e® - €| = |e?] - [e¥]| = e®.

~—~—
=1

17.5 Logarithmusfunktion

Die Exponentialfunktionf(z) = o (fur a > 1) ist stetig, streng monoton wachsend und bildet
R aufR* bijektiv ab.

lhre Umkehrfunktion
log, : R* - R

bezeichnet man als Logarithmusfunktion zur Basis a

Fur a = e ergibt sich der ndirliche Logarithmusén.

Es gelten die Rechenregeln
log,(z +y) = log, = + log, y
log,(a?) = p-log, x
Logarithmusfunktionen wachsen langsamer als Potenzfunktionen:

. log,x
lim

r—o00 I

=0 (fura>1)VneN.
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17.6 Trigonometrische Funktionen

Die Koordinaten eines Punktésaud dem Einheitskreis werden in Afrigigkeit vom Winkelp
mit

Yy =sinp

T = COS
bezeichnet.
Hierdurch werden die Sinusfunktiein ¢ und die_Cosinusfunktionos ¢ definiert. Dabei misst
man den Winkelp im Bogenmaf}
Lange des Kreissegments van0) bis zum PunkiP.

Der Umfang des Einheitskreises l#gt27. Daher bezeichnet die Kreiszahl

T~ 3,14159.

Da das Bogenma®r einem Gradmal3 voB60° entspricht, gilt:

Gradmald Bogenmalf3
0° 0
45° T
90° 5
Q T80s " O

Sinus (rot) und Cosinus (gn) haben die folgende Gestalt :
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Es qilt:

a) sin? p + cos? p = 1

b) sin(—p) = —sinp
cos(—y) = cos ¢

c) 2x Periodizi@t:
sin(p + 27) = sinp
cos(p + 2m) = cos

d) 27 Additionstheoreme
cos(a + f3) = cos acos 3 — sin asin 3
sin(a + ) = sin acos 3 + cos asin 3

e) Potenzreihendarstellung

00 E p2k—1 3 x?

. Z, _

sine =) - (—1) R =TT gy + = +...
2k 2 gt

cosz =3 7 o(—1) 20! =1- o T Tt

Diese Reihen konvergieren absolit fllez € R. Sinus- und Cosinusfunktion sind stetig,
und es gilt die Moivre-Formel

s =cosx +i*sinx.

Die Tangensfunktioman ¢ ist definiert durch

sin @

tanp = cos
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m-Periodiziit tan(p + m) = tan ¢

Die Tangensfunktion ist definiert und stetig &if, {27 | k € Z}.

17.7 Trigonometrische Umkehrfunktionen

Wenn wir die trigonometrischen Funktionen auf ein Intervall eindcken, auf dem sie jeweils
streng monoton sind,danen wir dort Umkehrfunktionen definieren.

a) cos istin [0, | streng monoton fallend mit Wertebereighl, 1]. Die Umkehrfunktion
arccos : [—1,1] — [0, 7]
heil3t Arcus-CosinusSie ist stetig.

b) sin istin [-7, 7] streng monoton wachsend mit Wertebereicl, 1].

Die Umkehrfunktion
T

arcsin : [—1,1] — [—=, =]
2°2
heil3t Arcus-SinusSie ist stetig.

c) tanistin (—7, 7) streng monoton wachsend mit Wertebereich
Die Umkehrfunktion

arctan : R — (—g, g)

heil3t Arcus-Tangensie ist stetig.
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18 DIFFERENZIERBARKEIT

18.1 Motivation

» Wird durch eine Funktion beschrieben, wie sich ein®&r abhngig von einer anderen
verandert, so stellt sich die Frage:

"Wie schnell” andert sich die alingige Golie?

Beschreibt z.B. die Funktion den Ogtnes Massenpunktes d@bigig von der Zeit (Be-
wegung entlang eine Linie), so ist dies die Frage nach der Geschwind(gkeiedem
Zeitpunkt).

e Betrachtet man eine Funktion in der unmittelbareihi einer Stelle, dannduohte man sie
dort durch eine einfachere Funktiordglichst gut anahern, z.Bf(x) durchf(z) = ax+b
mit (a,b) € R (affin-lineare Funktion).

Diese undahnliche Fragen beantwortet die Ableityagich Differenzierungenannt.

Diese undahnliche Fragen beantwortet die Ableityagich Differentiatiorgenannt.

18.2 Definition Differenzierbarkeit in &, Ableitung, Differentialquotient
Es sei eine Funktiori : R — R und ein¢ € R gegebenf(z) heil3t differenzierbar ig, falls der

Grenzwert
i 7@ =€)
existiert.
In diesem Fall heist der Grenzwert Ableiturgn f(x) in £ oder auch Diffentialquotienton

f(z) in & und wird mit f'(x) oderj—f(g) bezeichnet.

Ist f in allen¢ € R diffbar (diffbar = differenzierbar), so heif§tdiffbar.

18.3 Bemerkungen

a) Der Ausdruck%g(g) =: ﬁ—z heil3t Differentialquotienfz # &). Er gibt die Steigung der
Sekantezwischen den Punktef, f(x)), (&, f(£)) des Graphen von f an.
Furx — £ (alsoAzx — 0) geht die Sekantensteigung in die Tangentensteigung im Punkt

(&, f(€)) Uber:
_ &

- dx

Ay

() = lim 32

£ =2 tim 2.

Cdx
b) Gleichung der Tangentean f in (&, f(£)):

flx) = fE)+ (&) (x—-&).
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groRer alsg

c¢) Schiankt man bei der Grenzwertbildungauf Werte{kleiner alst

} ein, so er@lt man

die einseitigen Grenzwerte

: ) = f(©)
F1E€7) xlgg Ta—e
=\ 1: f(m) B f(g)
f(€ )xlg?_ T
die als rechtsseitigef’ (1)) bzw. linksseitigd f/(£~)) Ableitungvon f(x) in £ bezeichnet

werden.

d) Wie im Falle der Stetigkeitibertragen sich die Begriffe sinngéafh auf Funktionen mit
DefinitionsbereichD & R.

18.4 Beispiel

Esseif(z) =2",n € N,z € R.
Fur beliebiger, ¢ € R gilt dann

f@)=f@)=a"—€"=(z = (a" " +a" %+ ..+ 7,
f(x) = f(§) — et

n—¢& xTr — f
Alsoist f(z) = 2™ Uberall inR diffbar mit f'(z) = nz"1.

18.5 Ableitung elementarer Funktionen

f(x) f'(z)
%2 >0,aeR ax® !
er er
sin x CoS T
COS & —sinx
1
tanz,x # 5 +km ke R | —5
Inz,z >0 i

Um aus diesen Ableitungen die vieler weiterer Funktionen "zusammensetzediaark, beatigt
man die Ableitungsregeln:

18.6 Satz (Differenzierbarkeitsregeln)
a) Ist f : R — Rin ¢ € R differenzierbar, so ist in ¢ auch stetig.

b) Sindf : R — Rundg : R — R in ¢ diffbar, o, 5 € R so ist auchu f + 3¢ in £ diffbar mit
(af +B9)' (&) = af'(§) + Bg'(€) -
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c) Sindf: R — Rundg: R — R in ¢ diffbar, so ist aucly - ¢g in £ diffbar mit
(f-9)'(€) = f(&)9(&) + (&) - g'(§) (Produktregel)
d) Sindf : R — Rundg : R — Rin ¢ diffbar undg(¢) # 0 so ist auch’ in ¢ diffbar mit

Lo~ 1€ (0~ 1(©) -4
g (90

e)Istf:R—Rin¢ € Rsowieg: R — Riny = f(¢) € R diffbar, so ist auch

(go 1)) =4 (f(&)- (&) (Kettenregel)

(Quotientenregel)

f) Ist fla,b] — R streng monoton wachsend undgre [a, b] diffbar mit f'(£) # 0, so ist
auch die inverse Funktion

fHfa), f0)] = R
inu = f(&) diffoar mit
1
NG
BemerkungenAuch diese Aussagédibertragen sich sinngeafd auf Funktionen mit Definitions-
bereichenD ; R. f) gilt auch fir streng monoton fallende Funktionen (Definitionsbereich von
f~Histdann[f(b), f(a)]).

Beweis:Wir zeigen nur beispielhaftc), die Produktregel. Diéibrigen Beweise verlaufeghn-
lich. Auf Grund der Grenzwerédze (16.4) gilt:

(f(w)

”geschiclﬁ” 0 addiert
f(@)g(x) = F(€)g(x) + F(©)g(x) —f(£)g(€)

a161—>1% x—& a alclg}é x—£

(@) - © o) =g\ . .

= tin (L =00 4 108228 — i) g0+ 190 916)

U
18.7 Beispiele
a) Mit L (sinz) = cosz und-£ cosz = —sin z folgt

d _d (sinx g4, cosz-cosz —sinx(—sinz) T
dx(tanx) = (cos:c) = . furz # (2k+1)2,k €Z.
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b) Mit y = tan z erhalt man mit 18.6.f):

(arctany) 1 1 ) cos? x cos? 1
— (arctany) = = =cos’x = = = =
dy Y 4(tanz) o 1 sin?z +cos?2z  1+tan’x 1492
c)
d, .
d—(sm(em)) = cos(e”) - e”
x
d)
d d
d—(ax) = d—(e(ln“)“) — M9 Ing=0a"-Ina (a>0)
T T
e) Seix > 0.
d d

1
(%) (e*mo)y = MO (] Ing 4 2. =) =2 (Inz + 1)
x

de" T da

18.8 Bemerkung

Wahrend Differenzierbarkeit Stetigkeit impliziert, gilt die Umkehrung nicht
f(z) = |z|istinz = 0 stetig aber nicht diffbar, denn

flO7) =1#-1=f/(07).

18.9 Definition zweite, n-te Ableitung, n-mal stetig differenzierbar

Seif : R — R differenzierbar mit Ableitung”’.
Falls f'(x) wiederum diffoar aufR ist, so erkalt man die zweite Ableitung”(z) von f(z).

Analog definiert man bhere Ableitungerf” (z), " (z), ..., f™(z).

Ist f(z) n-mal diffbar aufR und die n-te Ableitung ™ = L= f () stetig aufR, so schreibt man
f € C™(R) und bezeichnef als n-mal stetig differenzierbaBilt dies fur allen € N, so schreibt

manf € C"™%(R).
Bemerkung:Die Definitionenuibertragen sich sinngeif3 auf Intervallda, b], wobei ina nur

rechtsseitige und ih nur linksseitige Ableitungen betrachtet werden.
Ist f auf|a, b] n-mal stetig diffbar, so schreibt mghe C"[a, b].

StattC[a, b] oderC°(R) schreibt man meist'[a, b bzw. C'(R) fur die stetigen Funktionen auf
[a, b] bzw. R.

18.10 Beispiel
f(z) =52 4+ 62 — 2
f(x) = 152 + 122
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f(x) = 30z + 12
F"(z) = 30
f"(x) =0

f™ =0Vr >4
dh. f € C*=(R)
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19 MITTELWERTS ATZE UND REGEL VON L'HOSPITAL

19.1 Motivation

» Fur stetige Funktionen gab es wichtige Aussagen wie den Nullstellensatz und den Zwi-
schenwertsatz. Gibt énliche Aussagerif differenzierbare Funktionen?

* Gibt es einen Trick, wie man Grenzwerte der For%'hdder nen einfach berechnen kann?

19.2 Satz (Mittelwertsatze)

a) Satz von RolleSei f € C'[a, b] mit f(a) = f(b).
Dann existiert eirf € (a,b) mit f'(£) = 0.

b) (Erster) MittelwertsatzSei f € C'[a, b].
.- . . _ f)—f(a
Dann existiert eirg € (a,b) mit f'(§) = (z)m( ),

c) (Zweiter) MittelwertsatzSeienf, g € C'|a, b] mit ¢'(x) # 0 fur allex € (a, b).
Dann existiert eirg € (a, b) mit

Veranschaulichung:

a) Satz von Rolle: Es gibt eine waagerechte Tangénte), falls f(a) = f(b) .
b Mittelwertsatz: Zu jeder Sekante existiert eine parallele Tangente.
Beweis:Wir zeigen nur b). Br f € C'|a, b] erfullt

T —a
b—a

h(x) := f(x) (f(b) = f(a))

die Voraussetzungen des Satzes von Rolle

= 3¢ € (a,b) mit 0="1'(&) = f'(z) —

d.h.

Der zweite Mittelwertsatz hat eine interesante Anwendung:
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19.3 Satz (LHospital'sche Regel)
a) Fall"2".
Seienf, g stetig diffbar auf(a, b),£ € (a,b), f(§) = g(§) = 0, und es geltg/(z) # 0 fur
x # £. Dann folgt
(@) _ . f@

lim —= = lim
=t g(x)  o—¢ g'(x)

wenn der rechte Grenzwert existiert.

b) Fall "<2”.
Seienf, g stetig diffbar auf(a, b) \ £ und

lim f(x) = lim g(x) = o0,

r—E r—E

und es gelte
g (x)#£0 furxz #£¢.
Dann gilt

!
lim _(x) = lim f/(x)
a—¢ g(r)  2—€ g'(1)
wenn der rechte Grenzwert existiert.

Beweis:Wir betrachten nur Fall a).
Wegenf(€) = ¢g(£) = 0 und dem zweiten Mittelwertsatz existiert= n(x) mit

f(z) _ f(z) = f(§) _2.MWS M
g(z)  g(x) —g(§) g ()

mit n(x) zwischenr und¢.
Furz — ¢ gilt daher auchy(z) — ¢ und es folgt die Behauptung.

19.4 Beispiele

a) lim,_o *2% hat die Form %”. Mit L'Hospital ergibt sich:

xT

lim = lim =cos0=1
x—0 z—0
b) lim, .. = istvom Typ “=". L'Hospital liefert
1
lim - lm —=lime *=0
z—o0 el z—o0 et T—00
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20 DER SATZ VON TAYLOR

20.1 Motivation
* Fur eine differenzierbare Funktiof{x) stellt die Tangente
t(x) = f(§) + (z = ) f'(£)
eine lokale Approximation durch ein Polynom ersten Grades im Rudét. Es gilt:
F(&) =t(&), (&) =t(x).
* Ist es nglich, f(z) in £ durch ein Polynom &heren Grades zu aproximieren, fafleine

hohere Differenzierbarkeitsordnung besitzt?

20.2 Satz (Satz von Taylor)

Sei¢ € (a,b) und f € C™*a, b].
Dann besitztf (x) folgende Taylorentwicklungm¢:

f(x) = T2, &) + Rin(z,8)

mit dem Taylorpolynomm-ten Grades

m

1.6 = S C 8 o e

k=0

und dem Restglied nach Lagrange

(I_é)m+l m+1
(m+1)! forey

Ry (z,8) = (E+0O(x—¢&) mit© e (0,1).
Beweis:Wir betrachtery(z) := f(x) — T'(x) mit T'(x) = T, (z.£). Dann gilt:

9(&) = f(&) =T (&) = f(§) = (&
=16 - (6) f'€) =11

) =0
§)=0

(%)
g"(&) = f(E) — T(’”’(ﬁ) = () - f™M(€) =0
(*) Funktion und Taylorpolynom haben gleiche k-te Ableitungégni = 0, .., m

Nun wenden wir den 2-ten Mittelwertsatz qgfg—)m an:
3¢; zwischent undz mit

=0

P
glr) 9(x) —g(¢) o Mws 9'(&)
(x =&t (z—mtt = (§—§mH (m+1)(& =&
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Induktiv folgt:
g9(z) J' (&) 9" (&) B 9™ (&) g (Eng)

(z =™ (m+1)(&E =™ (m+Dm&G—-mt 7 (m+ D) (& &) (m+1)!
mit &, zwischen undx furk =1,....m + 1.
Mit g(z) = f(z) — T,,(x, &) folgt also

(=™ iy

R e ARG
Wegen
g" D (x) = fr ()
ist daher .
) = T, + T )

mit &,,,.1 zwischen{ undz.

20.3 Bemerkungen
a) Furm = 0 errlt man den ersten Mittelwertsatz.

b) Man kann sogar zeigen, dags,(z, ) das einzigdPolynom vom Grad m ist, das die
Approximationsgite O((z — &)™) besitzt.

c) Neben der Restglieddarstellung nach Lagrange gibt es noch andere Darstellungen des Rest-

gliedes.
20.4 Beispiele

a) Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion ugn= 0:

Aus

m T _é& m+1 .
ZZ f(k ﬁf( e+ O(x - )
— !
folgtmit{ =0 undd cet = e”
i am L .
:Zk_ T " mit0 <O < 1.

Fur 0 < x < 1 hat man beispielsweise die Fehleraligezhng




Hieraus folgt z.B. mitn = 10:

1
|Rio(z,0)] < e~ 6.81-107%.

b) Taylor-Entwicklung der Sinusfunktion ug= 0:

Mit
d

dx
sowie

sin0=0 und cos0 =1
folgt, dassI,, () keine geraden Potenzen eith

d .
T SiInT = cosx
T
d2
——sinz = —sinx
dx?
d3
@ SINT = —COST
d4
——sinx =sinx
dx?
d5
——sinx = cosx
dx®

Damit gilt also

2n+2 .flfk dk
sinx = y-w(sin )| z—0+Raon+2(z,0)
k=0
Ronyo = (—1)7*! cos(O) s

usw.

(2n + 3)!

Fur |x| < 1 undn = 3 folgt beispielsweise

3

Y

—sinz = cosz und d—cosx = —gingx

cos0 =1

—sin0=0

—cos0 =

sin0 =20

cosO0=1

5

— -4

3! 5!

—1

(="

0<O<l.

1
| Rg(,0)] < 9~ 2.8-107°.

20.5 Definition Taylor-Reihe

Fur eineC*-Funktion f bezeichnet man die Potenzreihe

o0

k=0

als Taylorreihaum den Entwicklungspunkt

>

O pw(e)
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20.6 Bemerkungen

a) Die Taylorreihe muss im Allgemeinen nicht konvergieren.
b) Konvergiert sie, dann muss sie nicht gegen f(x) konvergieren.

c) Istdies jedoch der Fall, so dass also

fur allex € (a,b) gilt, so heil3tf reell-analytisci(C“-Funktion) auf(a, b).

d) Die Taylorreihe einelC*>°-Funktion f mit Entwicklungspunkt konvergiert inz genau
dann gegerf(z), wenn
lim R, (z,£)=0.

m—0o0

20.7 Beispiele

a) > o UZ_I: ist die Taylorreihe zur Exponentialfunktion mit Entwicklungsputik= 0. Sie
konvergiert tir allez € R gegere®.

Allgemein gilt: Existiert eine Potenzreihendarstellung, so ist dies die Taylorreihe.

b) Die Binomialreihe",~, ()" ist die Taylorreihe z1 + z)* im Entwicklungspunkt =
0.

0 wenn(z < 0)
Nachrechnen zeigt, dag§™ (0) = 0 Ym € N,

c) f(z)= {6_1 wenn(z > 0) ist ausC>(R)

= Tn(2,0) =0Vm € N

= f(x) = Ry(z,0).

Fur allex > 0 konvergiert die Taylorreihe somit nicht gegéf). f(z) ist daher nicht
reell-analytisch.

20.8 Satz (Differentiation von Potenzreihen)

Die durch die PotenzreihEngy arx® mit dem Konvergenzradius dargestelle Funktiorf (z)
ist gliedweise differenzierbar. Die Potenzrehg” | kayz*~! hat denselben Konvergenzradius
und stellt in(—r, ) die Ableitung dar.
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20.9 Beispiel
k m2k+1

Die Sinusreihe)_;~ ,(—1) @iy Konvergiert fir allez € R gegensinz. Gliedweise Diffe-

rentiation ergibt die Cosinus-Reile;” (—1) 2t e = 737 (—1)F &5, Sie konvergiert
ebenfalls @ir allex € R.
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21 GEOMETRISCHE BEDEUTUNG DER ABLEITUNG

21.1 Motivation

» Kann man aus den Ableitungen Assaggrer den Graphen einer Funktion gewinnen?

» Die Ableitungen liefern sogar sehr viele Aussagen: Monotonie, Extreniamiwungsver-
halten, Wendepunkte.

» Diese Aussagen bilden die Grundlage der Kurvendiskussion und sind sehr wichtig bei
Optimierungsproblemen.

21.2 Definition (streng monoton wachsend, fallend)

Seil C R ein Intervall. Eine Funktionf : I — R heil3t monoton wachsen@venn fir alle
1,22 € I Mit zy > 27 gilt:

f(xa) > f(r1).

f ist streng monoton wachsendenn stets (x2) > f(z1) gilt.

Die Eigenschaften monoton falledw. streng monoton fallergind durch

f(za) < fw1)  bzw.f(zs) < f(z1)

definiert.

21.3 Satz (Monotonie differenzierbarer Funktionen)
Seif : I — R diffbar im IntervallI C R. Dann gilt:

a) f ist monoton wachsend (monoton fallend)/in

& fl(r)>0 (f'(z)<0) inI.

b) f'(z) > 0 (f'(x) < 0) = f ist streng monoton wachsend (streng monoton fallend) in

Beweis:
a) ” =": Sei f monoton wachsend und diffbar ip und seien:, x + hin I
= f(x+h)— f(x) >0 fur h >0

f(h4+z)— f(x) <0 fur h >0

AL RO
= f'(z) > 0 (vgl. Deffinition der Ableitung).

>0Vh#AO0mitx,z+hel
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Analog zeigt mary’(z) < 0 fur f monoton fallend.
"<"Seif'(x) > 0Ve € 1. Seienh > 0und&, £+ h € I. Nach dem ersten MWS existiert

© € (0,1) mit
HEAN =IO _ e s o),
Wegenf’(¢ + ©h) > 0 undh > 0 gilt also somitf (£ + h) — f(£) > 0, d.h. f ist monoton
wachsend.
b) wie (a) <", jedoch mit ">" statt ">".
OJ
21.4 Beispiele
a) Bestimme Monotonieverhalten vfitz) = 5.
f,(z):(x2+2x+3)—:c(2x+2): —1?+3 ‘
(2% 4 2z + 3)? (2% 4 2z + 3)?

Nenner> 0.

f'(x) > 0far3 — 22> 0,dh.z € [—V/3,V3].
f'(z) <0fur3 — 22 <0,dh.z < —/3 oderz > /3.

Firz € (—/3,v/3) gilt sogarf’(z) > 0
= f(x) streng monoton wachsend(r+/3,v/3). Firz < —/3 oderz > /3 ist f'(z) <
0 und somit istf (x) streng monoton fallend auf den entsprechenden Bereichen.

b) Die Umkehrung von Satz 21.3.b) gilt nicht!
Bsp.: f(x) = x3 ist streng monoton wachsend difaberf’(0) = 0

Die folgenden Begriffe sind wichtig bei Optimierungsproblemen:

21.5 Definition (streng) konvex, konkav
Eine Funktionf : I — R hei3t konvexauf/ C R, wenn fir allea,b € I und© € (0, 1) gilt:
f(®a+(1-0)b) <Of(a)+(1-0)f(b).

Gilt > statt<, so heil3tf konkav.
Gilt < statt< (bzw. > statt>), so heil3tf streng konkawbzw. streng konvex

21.6 Veranschaulichung
a) Konvexe Funktionen verlaufen unterhalb ihrer Sekanten und haben eine Linkskmg.

b) Konkave Funktionen verlaufen oberhalb ihrer Sekanten und haben eine Réohtakng.

Damit ist anschaulich klar:
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21.7 Satz (Konvexiit / Konkavit at von C!-Funktionen)
Seif € C*(I). Dann gilt:
a) fistin I konvex< f"in I monoton wachsend.

b) fistin I konkav< f”in I monoton fallend.

Aus Satz 21.3 und 21.7 folgt sofort:

21.8 Satz (Konvexitit, Konkavit at von C'-Funktionen)
Seif € C*(I) mit I C R, dann gilt:

a) fistin I konvex< f"(x) > 0in 1.
f"(x) > 0in I = fistin I streng konvex.

b) fistinI konkave f7(z) < 0in 1.
f"(x) <0inI = fistinI streng konkav.

21.9 Beispiele

a) Typische konvexe Funktionen:

f(x) =2%aufR : f/(x) = 2z ist monoton wachsend.
g(x) =e”aufR : ¢'(z) = e® ist monoton wachsend.
Wegenf”(z) > 0 undg”(z) > 0 sind f, g sogar streng konvex atf.

b) f(x) = Inz ist streng konkaviir x > 0:

Fa)=1, Fo)=-

x x?’

Lokale Extrema spielen eine wichtige Rolle bei Funktionen

21.10 Definition (strenge) lokale Extrema (Minimum, Maximum)

Seif : I — R eine Funktion und ein innerer Punkt ird (kein Randpunkt) heif3t lokales Maximum
von f in [, falls eine > 0 existiert, mit

[z — ¢l <e= flx) < f(E).
Gilt hingegen
[z =&l <e= f(z) = f(§),

so heil3¢ lokales Minimumvon f in I.
Gilt Gleichheit nurim Punkg, so liegt ein strenges lokales Maximuraw. ein strenges lokales Minimum
vor.

Wie findet man solche Extrema?
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21.11 Satz (Notwendige Bedingungif lokale Extrema)

Sei f in £ diffbar und habe dort ein lokales Extremum (dh. lokales Minimum oder Maximum).
Dannistf’(£) = 0.

Beweis:Sei¢ ein lokales Maximum

=3Je>0: [z —¢& <e= f(z) < f(§).
Fallsz > ¢:

<0. (%)

Fallsx < &:

f(@) = f(§)
z—§
——
<0
Da f in ¢ diffbar ist, existiert ein eindeutiger Grenzweitrfxr — £. Wegen (*) und (**) ist

f'(€) = 0.

<0. ()

O

21.12 Beispiele
a) f(z) = z* hatin¢ = 0 ein lokales Minimum. Wegetf’(z) = 2x ist f/(0) = 0.

Die Umkehrung von Satz 21.11 gilt ni¢ht

Fur f(x) = 2® gilt f'(z) = 32* und daherf’(0) = 0. Dennoch liegt in¢ = 0 kein Extre-
mum vor. Satz 21.11 liefert somit nur eine notwendige Bedindungxtrema, die jedoch nicht
hinreichendst.

Bendtigt man hinreichende Aussagen, kann man im folgenden Satz zeigen:

21.13 Satz (Hinreichende Bedingungiir lokale Extrema)

Seif € C"(I),n > 2, innerer Punkt vod mit f/(€) = f"(€) = ... = f*~1(&) und (M (&) # 0.
Dann qilt:

a) Istn gerade, so liegt ein lokales Extremum voiir F™ (¢) > 0 ist es ein strenges lokales
Minimum, fir £ (£) < 0 ein strenges lokales Maximum.

b) FUr ungerades handelt es sich um kein Extremum.
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21.14 Beispiele
a) Fur f(z) = 23 gilt:

f'(x) = 32?
f"(x) = 6x
F(x) = 6
f'(0)=0
f"(0) =0
F7(0) = 6> 0

Also liegt kein Extremum in O vor.
b) Fur f(x) = 2* gilt
() = 423 f"(z) = 1222 " (x) = 24z 1" (x) =24
=0 fO=0  [0)=0 "0 >21

Somit liegt in¢=o ein strenges lokales Minimum vor.

f/
f/

c) Es gibt Rlle, in denen Satz 21.13 nicht anwendbar ist, z.B.

fla) = {e‘ﬂ wennz # 0

0, wennz = 0

Induktiv kann man nachffen:

f € C>R),

f®(0) = 0;Vk € N,

Obwohl in0 ein strenges lokales Minimum vorliegt ist Satz 21.13 nicht anwendbar.

Er liefert somit nur eine hinreichendedingung @ir strenge lokale Extrema. Sie ist jedoch
nicht notwendig

21.15 Definition Wendepunkt

Eine in¢ diffbare Funktionf (x) hat einen Wendepunki &, falls f/(x) in £ ein lokales Extremum
hat.

21.16 Bemerkung

a) Im Wendepunkt wechselt das Binmungsverhalten:

— Hat f’(z) in £ ein lokales Maximum, so ist’ in einer Umgebung links vofimonoton
wachsend und rechts vgmrmonoton fallend (Konvex-Konkav-Wech3el

— Hat f/(x) in £ ein lokales Minimum, liegt ein Konkav-Konvex-Wechseir.
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b) In der Signalverarbeitung beschreiben Wendepunkte die Lokalisierung von Kanten.

Analog zu Satz 21.11 und 21.13 gibt es notwendige und hinreichende Kritérigveinde-
punkte:

21.17 Satz (Notwendige Bedingundif Wendepunkte)
Sei f in ¢ zweimal diffbar und habe dort einen Wendepunkt. Danrf’iét:)(£) = 0.

21.18 Satz (Hinreichende Bedingungiir Wendepunkte)

Seif € C"*Y(I),n > 2,& innerer Punkt vorl mit f”(¢) = f"(¢) = ... = f™(¢) = 0 und
fO+D(€) #£ 0. Dann gilt:

a) Istn gerade, liegt irf ein Wendepunkt vor.

— Fur (&) > 0 ist es ein Konkav-Konvex-Wechsel.
— Fur £ (¢) < 0 ist es ein Konvex-Konkav-Wechsel.

b) Fur ungerades liegt kein Wendepunkt ig vor.

21.19 Beispiel

a) Fur f(z) = 23 gilt:
f'(x) = 322 f"(x) = 6z f"(x)=6
f(0)=0 f"(0)=0 f"(0)=6>0
In & = 0 liegt ein Wendepunkt mit Konvex-Konkav-Wechsel vor.

21.20 Kurvendiskusion

Ziel einer Kurvendiskussion ist die Festlegung des qualitativen und quantitativen Verhaltens des
Graphen einer Funktiofi(x). Hierzu geloren typischerweise folgende Untersuchungen:

a) Maximaler Definitionsbereich
Bsp.: f(z) = 2°t32=1 hat den Deffinitionsbereick \ {0}.

b) Symmentrien

— f(=x) ist symmetrisch zug-Achse (gerade Funktiofdlls f(—z) = f(z) V.
Bsp: f(z) = cos z ist gerade Funktion.

— f(=x) ist symmetrisch zum Ursprung (ungerade Funktialiy f(—x) = — f(x) Vz.
Bsp: f(x) = sin z ist ungerade Funktion.

104



c) Polstellen
Hat f(z) die Formf(z) = (ff?)k mit g(z) stetig in{ undg(€) # 0, so besitztf (z) in &:

— fur ungeradeg einen Pol mit Vorzeichenwechsel

— fur geradeg einen Pol ohne Vorzeichenwechsel

Bsp.:f(z) = % hat in¢& = 0 ein Pol ohne Vorzeichenwechsel:

— Rechtsseitiger Grenzwert iStn, o+ f(z) = —oc.
— Linksseitiger Grenzwert istm, - f(z) = —oc.

d) Verhalten im Unendlichen
Bestimmelim,, .., f(z),lim,_._, f(x), falls diese existieren.

Untersuchung auf Asymptoten vgitz):
Fir z — +oo heiBty = ax + b Asymptote vonf(z), fallslim, .+ (f(z) —ax —b) =0

gilt.
a undb werden bestimmt durch

a= lim M

r—too I

b= lim (f(x)— ax)

r—+o0

2
—4
a= lim @: lim 20" + 3z =0
r—too I r—+o00 1'3
b= lim (f(x)—0x)=2

=y = 2 iIst Asymptote.

e) Nullstellen

Konnen bei Polynomen vom Grad4 analytisch bestimmt werden. Ansonsten muss man
"raten” oder numerische Verfahren (z.B. Bisektionsverfahren 16.9, weitere Verfahren fol-

gen) verwenden.
BSpf(x) — 222 +43z—4

72

v

202 +3r—4=0 & 119 1

= xr1 =~ —235, Ty = 0.85.

f) Extrema, Monotonieintervalle

202+ 3x — 4
:T

()
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_ 2?(dx+3) —2x(22° + 3z —4)) 8—3z

/
f(fL’)— 1'4 = 1‘3
8 —3x 8
fl(z)=0< - :0<:)x3:§

f (g) ~ 2,56

() 23(=3) — 3;1:'2(8 —3z) G —4 24
X T
[ (%) > 0= fhatinz; = £ ein striktes lokales Maximum.
<0 fUr§ < x < oo (streng monoton fallend)
fl(x) =4 >0, fir0o <z < % (streng monoton wachsend)
<0, fir —oo <z < 0 (streng monoton fallend)

g) Wendepunkte

Bsp:
fla) = 212 —i-;z:c —4
0=f"(z)= 6:6;424 =14 =14
=2
() = %6 — 4§:(6x —24) _ —18i5+ 96

f"(4) > 0 : Wendepunkt mit Konkav-Konvex-Wechsel
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h) Skizze
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22 BANACH'SCHER FIXPUNKTSATZ

22.1 Motivation

* Viele mathematische Problemighiren auf die Nullstellensuche von Funktionen (vgl. etwa
Kurvendiskussion 21.20).

+ Mit dem Bisektionsverfahren 16.9 kennen wir bereits ein einfaches Verfahren hierzu.
» FiUr den Fall, dass wir das Problem umschreibénrien auf die sogenannte Fixpunktform
r = f(z),

bieten sich insteressante Alternativen, die z.T. schneller konvergieren oder weitere Verall-
gemeinerungen haben. Dies wollen wir jetzt untersuchen.

22.2 Beispiel

Die Nullstellensuche vop(x) = = — e % 0.1% fuhrt auf

z=0.1x%x¢e"

+H93H

+0:186+

1.61 +0.645 +1161

931

Im Intervall [0, 1] gibt es eine Nullstelle vop.
Probiert man den iterativen Ansatz

,IO:l

T, =0, le?n ! n=12..

108



so erlalt man bei achstelliger Rechengenauigkeit

Ty =1

r1 = 0.2718282
To = 0.1312362
rg = 0.1140237
xy = 0.1120779
x5 = 0.1118600
z¢ = 0.1118356
x7 = 0.1118329
rg = 0.1118326
x9 = 0.1118326

Offenbar konvergiert das Verfahren recht schnell gegen dgihg. Ist dies Zufall?

22.3 Satz (Banach’'scher Fixpunktsatz)

Seil = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall, ufid I — R sei differenzierbar miff (1) = 1.
Ferner gebe es eine Konstarite< 1 mit | f'(z)| < L fur allez € 1. Dann gilt:

a) Existenz und Eindeutigkeit:
Die Gleichungr = f(z) hat in genau eine bsung¢ ("Fixpunkt”).

b) Konvergenz:
Fur beliebigesey € I konvergiert das Iterationsverfahren
T = f(xn—l)a ne N7
gegen die bsungé vonz = f(x).

c) A-priori-Fehlerabschtzung:
Aus den ersten beiden Approximationef) z; kann man den Fehler var), absclatzen:

n

—x,| <

|z — x0] .

d) A-posteriori-Abschtzung:
Mit den letzten beiden Approximationet)_, x,, ergibt sich die (schrfere) Fehlerabsétzung

|€_xn’ S ‘xn_xn—ll-

1-L
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Beweis:

(a)(b): Mit dem 1. Mittelwertsatz folgt:

|f@) = fW)| < L-|z—y| Vr,yel.
Mit vollstandiger Induktion ergibt sich somitf die Folge(z,,) mit x,, = f(x,_1):
|Tpna1 — xn| < Llzy, — 2] < o0 < L@y — 0] (%)

Daraus folgt:
o o
Z |Tpi1 — 2n| < |21 — 0] ZL" .
k=0 L=0

Mit der Geometrischen Reihg ;- , L" = 1+ (vgl. 12.4) und dem Majorantenkriterium
12.7(b) folgt die Konvergenz der Reib€,~ , (z5+1 — x).
Wegen

Tns1 = (Tnp1 = n) + (Tn — Tno1) + o+ (@1 — 20) + 20 = B0+ Y _(Tnt1 — Tn)
k=0

ist daher auch die Folge:,,) konvergent.

Sei¢ := lim, . x,. Dal abgeschlossen ist, iste [. Anderseits ist auch Grenzwert
der Folge(z,+1) = (f(z,)). Daf diffbar ist, ist f auch stetig. Daraus folgt:

¢ = lim z, = lim 2,41 = lim f(z,) _stetig f(lim z,) = f(&)

d.h.&lostz = f(z) ("¢ ist Fixpunkt vonf™).

Ist ¢ eindeutig?
Seiu ein weiterer Fixpunkt inf. Mit dem 1. Mittelwertsatz gilt dann

1€ — 1l =Fixpunkt! /(&) = f(1)| < LIE — pl.

WegenL < 1 ist dies nur eriillbar, wenné = p.

(c),(d) Sein > 1. Fur allem > n gilt:

m+1
Tl = (Tma1 — Tm) + (T — Te1) + oo + (X1 — Tp) + Ty = T + Z(xkﬂ — ).
k=n
Im Grenzibergangn — oo:
£—x, = Z(xkﬂ — ) :Indexversch.z(xn+p i)
k=n p=1
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Mit
|xn+p - xn+p—1| S LP|xn — Tp-1|,

vgl. (*), und der geom. Reihe folgt:

oo

)

|£ - xn| SA—Ungleichung Z |xn+p - 2jn—&-p—1| S Z Lplxn — Tnp-1
p=1 p=1

L

= 1 — L’xn _xnfly S(*)

LN
1-L

|z — x0] .

22.4 Bemerkungen

a) Der Banach’'sche Fixpunktsatz @élit alle Eigenschaften eines grol3artigen Satiegife
Informatik:
— Existenz und Eindeutigkeit einedsung.
— Ein konstruktiver, stets konvergenter Algorithmus.
— Fehlerabschtzungen am Anfang undakrend des Programmlaufs.

b) Das Beispiel 22.2 eiilt die Vorraussetzungen des Satzes:
— Mit f(z) = 0.1e* ist £([0,1]) C [0,1].
— fistdiffbar auf|0, 1].
— Wegen der Konvexitt der e-Funktion gilt aufd), 1]:

If/(x)] =0.1e" < 0.le' =1 L < 1 (hier: L ~ 0.218) .

c) Falls die Kontraktionskonstanfekleiner als; ist, konvergiert das Fixpunktverfahren we-
gen der a-priori-Abscitzung 22.3c) schneller als das Bisektionsverfahren 16.1@kear
hinaus kann es beispielsweise auch auf vektorwertige Funktionen verallgemeinert werden.
Da sie keine Ordnungsrelation zulassen, ist dort die Bisektion nicht einsetzbar.

d) Nullstellenprobleme lassen sich oft auf verschiedene Art als Fixpunktprobleme schrieben.
Unterschiedliche Fixpunktiterationen haben eventuell unterschiedliches Konvergenzver-
halten.

Bsp.: f(z) = 2z — tanxz = 0 kann man umformen zu = ; tan z oderz = arctan(2z).

111



23 DAS BESTIMMTE INTEGRAL

23.1 Motivation

Sei f(x) mit z € [a, b] eine reellwertige Funktion. Ziel ist die Berechnung deidRle zwischen
f(z) und derz-Achse. Annahmef : [a,b] — R sei beschiankt. Um das Integral einziifiren
mussen wir zuachst das Intervalk, b] zerlegen:

23.2 Definition Zerlegung, Partition, Knoten, Feinheit, Feinere Zerlegung

a) Eine Menge{zy, x1, ..., z, } der Form
Z={xp=a<z1<..<m, =0}

hei3t Zerlegung (Partition, Unterteilungles Intervalls|a, b]. Die z;,i = 0...n hei3en
Knotender Zerlegung.

b) |Z] := maxo<i<(n—1) |Ti+1 — 24| heildt Feinheitler Zerlegung?.
c) & := &[a, b]: Menge aller Zerlegungen vdn, b].

d) Eine ZerlegungZ, ist eine feinere Zerlegungls Z, (7, O Z,, Verfeinerung), falls7;
durch Hinzunahme weiterer Knoten Zig entsteht.

Zerlegungen sindiitzlich zur Summenberechnung.

23.3 Definition Riemann-Summe, Untersumme, Obersumme

a) Jede Summe der Form

n—1

Ry(Z) = Z f (&) (wip1 — 4) & € [mi, Tiqq]

1=0
hei3t Riemann-Summeon f zur ZerlegungZ.

b)

n—1

Uf(Z) = Z inf §€[mi7ri+ﬂf(£)(xi+l - xl)

=0
heil3t Untersumme vofi zur Zerlegungz.

C)
n—1
Of(Z) = Z Supge[zi,xi+1}f(£)(xi+l —x;)
i=0

hei3t Obersumme vofi zur Zerlegung”.
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A f(x)

23.4 Bemerkungen

a) Fur jedes feste gilt:
Ur(Z) < Ry(Z) < O¢(Z).

b) Verfeinerungen ver@fiern Untersummen und verkleinern Obersummen
Zy D Zy = Us(Zy) > Up(Zs)
71D Zy = O4(Zy) < O4(Z,)
c) Fur zwei beliebige Zerlegungeh, Z, von [a, b] gilt stets:
Up(Z1) < Of(Zs) .
(Us(Z1) unterhalbO¢(Z,) oberhalb der Kurve.)

Die Untersumme ist stets nach oben, die Obersumme nach untendrdgchr
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23.5 Definition Riemannsches Unter/Ober-Integral, Integrierbarkeit

a) Auf Grund der obigen Eigenschaften existieren die Grenzwerte

b b
g/‘ﬂxﬂxﬁ=sw&@m@UﬂZ% /“fuym::imzamMOAZ»

Sie heil3en (Riemann’sches-) Unter- bzw. Oberintegral

b) f(x) hei3t (Riemann-)integrierbdiber|a, b|, wenn Unter- und Oberintegrébereinstim-

men. Dann heil3t , , ,
[ 1@= [ st = [ @

(Riemann-) Integrabon f(x) Uber|a, b].

23.6 Beispiele

a) Seif(x) = ¢ = constant
= Us(Z2) =0¢(2) = ' ¢ (viy1 —x;))=c-(b—a).

(Zieharmonikasumme)

0 wennz #¢

integrierbar. Dennifr jede Zerlegund’
1, wennz =¢

b) Sei¢ € [a,b]. Dannistf(z) = {
gilt:
Up(Z) =0,0< 04(2) <2|Z].
Also ist [* f(z)dz = 0, da die Feinheit vor beliebig klein gevithlt werden kann.

0 wennze[0,1]NQ

c) Betrachte die Dirichlet'sche Sprungfunktigiiz) = {1 ennz € [0,1]\ Q
. wennz )

Fur jede Zerlegund’ ist

da wir in jedem Intervallz;, ;1] stets eine rationale und eine irrationale Zahl finden.
Damit ist f nicht Riemann-integrierbar. (Es gibt jedoch Integrierbarkeitsbegriffe, z.B., das
Lebesgue-Integral, nach denen solche Funktionen integrierbar sind.)

Welche Eigenschaften hat das Riemann-Integral?
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23.7 Definition Flache

Ist f : [a,b] — R eine nicht-negative, integrierbare Funktion, so wird die Zahl

/abf(:c)da:

als FBchezwischen der Kurveg (z) und derz-Achse zwischen: = a undz = b bezeichnet.

23.8 Bemerkung

a) Ist f negativ, so kann man die&the durchf | f(z)|dx bestimmen.

b) Istb < a, so definitiert marfabf(:p)dx = — [ fz)dx.

23.9 Lemma (Monotonie des Integrals)
Sind f, g integrierbariber|a, b] mit f(x) < g(z) Vz € [a, b], so gilt:

/abf(:c)dsc < /abg(x)dx.

Beweis:Zu jeder Zerlegund’ gilt

04(Z) < 04(2).
Diese Ungleichungeiibertragen sich auf das Supremum (Unterintegral) bzw. Infimum (Oberin-
tegral).

23.10 Folgerung
Integration erhlt die Nichtnegativit:

f(z) >0V € [a,b] = /bf(x)deO.

Beweis:Lemma 23.9 angewandt ayifx) und 0 ergibt

/abf(as)dasz/abOda::O.
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23.11 Folgerung
b b
[ 1@ < [ i@

Beweis:Mit Lemma 23.9 folgt aus-|f(z)| < f(z) < |f(z

/|f |d:v</f dm</|f Jldz,

/abf(x)dx < /ab‘f(x)|d:c :/ab\f(x)\dx_

Ferner kann man zeigen:
23.12 Satz (Linearitt der Integration)
Seienf, g integrierbariber[a, b] sowiea, 3 € R. Dann ist auchy f(x) + Bg(x) integrierbar und

es gilt: . . .
/ af(zx) + Bg(x)dx = a/ f(x)dx + ﬁ/ g(x)dx

Integrale lassen sich zerlegen:

und somit

23.13 Lemma (Zusammensetzung von Integrationsintervallen)

Ista < ¢ < b, soistf genau danriber [a, b] integrierbar, wenry Uber[a, c] und Uber|c, b]
integrierbar ist. Dann gilt:

/abf(m)da: = /acf(a:)dx—i—/cbf(x dx

Beweis: Aussage folgt unmittelbar aus der Betrachtung von Ober- und Untersumme zu Zerle-
gungen, die: als Knoten enthalten (ggf. durch Verfeinerung erreichbar).

OJ

Man kann zeigen, dass viele wichtige Funktionen integrierbar sind.

23.14 Satz (Integrierbarkeit monotoner oder stetiger Funktionen)
Seif : [a,b] — R beschankt. Dann gilt:

a) Ist f monoton, so isff integrierbar.

b) Ist f stetig, so istf integrierbar.
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23.15 Beispiele

Folgende Funktionen sirigber ein Intervalla, b] integrierbar

e) Polynomfunktionery (z) = >~} axa*

f) Stickweise stetige Funktionen mit endlich vielen Sprungstellen (Induktionsbévers
Zahl der Sprungstellen)

In der Differenzialrechnung waren Mittelweiitze sehr wichtig (vgl. Paragraph 19). Es dibn-
liches fir die Integralrechnung:

23.16 Satz (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Seif : [a,b] — R stetig undg : [a,b] — R stickweise stetig und nicht negativ. Dann existiert
ein¢ € [a, b] mit:

[ 1@-stwe =5 - [ otwyie.

Bemerkungfur fabg(m)dm > (0 kann man

[ fa)gla)is
fab g(z)dx

als Mittelwert vonf im Intervall [a, b] mit einer Gewichtungsfunktion ansehen.

f(€)

Beweis von Satz 23.16
Seienmyejap) := min f(z) , Mycpap = max f(x).
Da g nicht-negativ ist, gilt:

mg(z) < f(z)g(x) < Mg(z),
und damit nach der Monotonie (Lemma 23.9):

mo(o) < [ s < v [ g,

Somit existiert eine Zahl € [m, M| ("Mittelwert”) mit

[ oyt = [ @t
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Da f stetig ist existiert nach dem Zwischenwertsatz (16.10.b} &ir[a, b] mit f(&) = p. Somit
gilt hier

b b
10 [ gtorin = [ s,
O
Mit g(z) = 1Vz € [a,b] ergibt sich eine wichtige Folgerung, die oft auch schon als Mittel-

wertsatz der Integralrechnung bezeichnet wird:

23.17 Korollar (Intergralmittel)
Fur eine stetige Funktioffi : [a,b] — R gibt es eing € [a, b] mit

b
1€ =5 [ e,

23.18 Veranschaulichung
Flache unter der Funktion stimmt mit der Rechteddike(b — ) - f(£) Uberein:

b
/f@ﬂx=ﬂ®@—®-

118



24 DAS UNBESTIMMTE INTEGRAL UND DIE STAMM-
FUNKTION

24.1 Motivation

» Gibt es eine Operation, die die Differentiatioickgangigmmacht?

* Gibt es einfache Regeln zur Berechnung \gﬁ(fnf(:c)d:c ohne nilhsames hantieren mit
Ober/Untersummen und ihren Grenzwerten?

24.2 Definition Stammfunktion
Gegeben seien FunktiongnF' : [a,b] — R. Ist F diffbar auf[a, b] und gilt

F'(z) = f(z) Vx € [a, ],

SO nennt mark’ eine Stammfunktiowon f.

Bemerkungist F'(z) eine Stammfunktion vorf(x), so ist auch¥'(z) + ¢ mit einer beliebigen
Konstantenc Stammfunktion vonf(x). Umgekehrt kann man zeigen, dass sich zwei Stamm-
funktionenF(x) und Fy(z) von f(x) hochstens um eine Konstante unterscheiden.

Kommen wir nun zum Gipfel der Analysis:

24.3 Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Seif : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

a) G(x) := [ f(t)dt ist eine Stammfunktion voifi(z).
(Integration als Umkehrung der Differentiation.)

b) Ist F'(x) eine Stammfunktion voii(z), so gilt
[ #a)ds = FO) - Fla) = P, = [Pla)l.

Beweis:

a) Seih # 0 (h < 0 ebenfalls zugelassen) so, dass + h € [a, b].

-1 (/ s | ) -

Definition von G(x)

H(G () +h) = G(2) - f(2)

S| =
ﬁ
+
>
=
=
oW
~
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(*) unabhangig von t

:ﬁ(é”?ﬂ@—ﬂ@mQ\

= |f(§) = f(x)]

mit einem¢ zwischene, x + h (Integralmittel 23.17)
— 0furh — 0, daf stetig. SomitistG’'(z) = f(x).

b) Mit a) gilt fur eine beliebige Stammfunktiafi(z) von f(x)
G(z) :/ f)ydt+c.
Damit folgt:

F(b) :/bf(t)dt+c,
F(a):/af(t)dt+c:c,

und somit

F(b) — F(a) / F(t)dt.

24.4 Definition unbestimmtes Integral

Die Stammfunktior¥'(x) einer Funktionf (=) bezeichnen wir auch als "das” unbestimmte Integral

von f(z),
[ fas

geschrieben (d.h. ohne die Integrationsgrenzen). Es ist jedoch nur bis auf eine additive Konstante
C bestimmt.

24.5 Beispiele von unbestimmten Integralen

[arde = 252t + C (n # —1)
[ dz = nlal) + (240

[ sin(z)dx = — cos(z) + C
[ cos(z)dx = sin(z) + C
[ tan(z)dz = —In | cos(z)| + C (cos(z) #0)
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J COSQ(I —+—dz = tan(z) + C

[e¥rde =L + C (a #0)
[In(z)dz = 2(In(z) — 1) + C (z > 0)
[ ﬂ”% — arcsin(z) + C (|z| < 1)
=Injz+ V22— 1|+ C (|z| > 1)
=In(z+ V22 -1)+C (Jz| > 1)
11";2 = arctan(z) + C
e =5[]+ C (lz] # 1)

Weitere Beispiele siehe Formelsammlungen, z.B. Teubner-Taschenbuch zur Mathematik.

Unbekannte Integrale kann man durch (z.T. trickreiche) Umformungen in bekannte Integrale
Ubertihren. Hierzu gibt es 2 Grundtechniken:

24.6 Satz (Integrationsregeln)

a) Partielle Integration
Seienu, v : [a, b] — R stetig diffbar, so gilt:

b) Subtitutionsregel

Zur Berechnung vodff(x)dx setze mamr = g(z) mit g stetig diffbar,g(a) = ¢, g(b) =
d, und formai

dr = ¢'(2)dz

/ B f(z)dz = . f(9(2))g'(2)dz

Beweis
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a) Folgt aus der Produktregel der Differentiation:

(wv) =v'v+v'u

b b b
:>/ (uv)'dx:/ u’vdm—l—/ v'udr .
a a a

uv|b
b) Folgt aus der Kettenregdlf F’ = f,

L) = Fla(=)) - 9(2) = Flo() - o)

durch Integratioriiberz im Bereich|a, b]:

b
/ Fl9(2)g (2)dz = F(g(2))la = F(g(b)) — F(g(a)) = f(x)dz .

24.7 Beispiele zur partiellen Integration

a)
/\a;_/\\ei/dx:xem—/l-erdx:xem—ew—I—C
b) X
/ln(:c)d:c = /\Ul’,'/wdx = xIn(z) —/:c;daf::cln(x) —z+C
c)

/sinQ(x)dx = /w-wdx = sin(z)(— cos(x)) + /cos2(x)dx

/

= —sin(z) cos(z) + / 1 — sin’(x)dx | + / sin?(z)dx
2 / sin?(x)dr = — sin(z) cos(z) + |:2

/sinz(x)dx = —% sin(z) cos(x) + g +C
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24.8 Beispiele zur Substitutionsregel

/ eV

Substitutionz = /z L1l =1 =dv=2zz

a)

/eﬁda: = /ez2zdz _ nach 24'7a)2(zez —e)+C

= 2(\/zeV® —eV®) 4+ C

b)
/ 11 V1 — 22dz

Substitutionz = cos(z) & — —sin(z) = da = —sin(z)dz

=1 z=0
/ V1—a2de = / V1 —cos?(z) - (—sin(z))dz
r=—1 Z=T
0 T 1 1
= —/ sin?(2)dz = / sin? »dz = 24-7-C) —3 sin(z) cos(z) + 52]3
T 0
- 0+ ir(0r0)="
N 2" T2

Macht Sinn, denn dieses Integral beschreibt déeké einer Halbkreisscheibe mit Radius

y,,

+1.25¢

+0:257

Cabs [T T gos) [ s0s 0 [ afs [ X

24.9 Bemerkung

Nicht alle Itegrale lassen sich analytis¢isén.

Beispiel:"Fehlerfunktion”
2 T
erf(x ——*/ e Udt.
(z) Nl

In Formelsammlungen tabelliert oder numerisch approximierbar.
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24.10 Integration rationaler Funktionen

Integraleliber rationale Funktionerihrt man mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung auf bekannte
Integrale zuiick.

Beispiel
/ dx
22— 51 +6
Wegenz? — 5z + 6 = (z — 2)(z — 3) machen wir den Ansatz
1 A N B Alx—3)+ B(r—2)
2 —5x+6 -2 x-3  (r—2)(x—23)
(A+ B)x + (—3A — 2B)
(x —2)(x —3)
Koeffizientenvergleich:
A+B=0 (1)
—3A-2B=1 (2)

Addition des 3 fachen vo(i) zu (2) ergibtB =1, d.h.in (1)= A = —1

I S S
2—5xr+6 x—2 x—3

/ dx B / dx +/ dx
22—5r+6 T — 2 T —3
=—Iln|lr—2|+1Injz -3+ C

r—3
xr—2

Es ist dann

=Inxz

‘—I-C (x # 2undx # 3).
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25 UNEIGENTLICHE INTEGRALE

25.1 Motivation

Manchmal muss man Integrale berechnen,

* bei deneriiber ein unendliches Intervall integriert wird.

Beispiele [~ f(x)dx, f_boo flx)dz, 7 f(x)dx
* bei denen unbeschinkte Funktionen vorliegen.

Beispiel fld—x

ECISPIE o T

Solche Integrale heil3en uneigentliche Integrileter welchen Bedingungen ist deren Berech-
nung noglich?

Fall 1: Unendliche Integrationsgrenzen

25.2 Definition konvergentes Integral

Seif : [a,00) — R Uber jedem Intervalla, R| mita < R < oo integrierbar.

Falls
R
i [ s

existiert, heilt[™ f(x)dx konvergentund man setzt

Analog definiert man

R
/ f(z x—hm f()x
fur f : [—o00,b] — R.

b
/ f(@)ds
Ferner setzt man:

/Z f(z)dz := /OO f(x)dx + /:O f(x)dx furf: R — R.

25.3 Beispiele

a) Konvergiert [ % furp > 1?

Bde .. 1 1
-1

P 1—p aP
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L (1
Cp—1 Rp=1 )~

Mit limp ... 7 = 0 folgt die Konvergenz des Integrals vgii” % fir p > 1:

/Oodx_ 1
L ar p—1-

BemerkungFurp < 1ist f1°° j—"ﬁ divergent.

b)
< dw . O dx ) R dx
= lim + lim
,Ool—FCL‘Z R—oo 7R1+x2 R—oo J 1—|—[L'2

o

= lim arctan(z)|’ 5 + lim arctan(z)
R—oo R—oo

= — lim arctan(—R) + lim arctan R — 0

R—o0 R—o00
T,
=0—-(—=)+=-—-0=m7

2 2
y&
+3.12}
+07635 ]

R 17 N Y P N ) = Y E T I '

3.12

Fall 2: Integration unbeschrankter Funktionen

25.4 Definition konvergentes Integral

Seif : (a,b] — R Uber jedem Teilintervalla + £,b] mit 0 < ¢ < b — a integrierbar und iru
nicht definiert ("singuir”).

Falls
b

lim f(z)dz

e—0 ate

existiert, heiBtfab f(z)dz konvergentund man setzt

/ f(z)dx := lim f(z)dz.

e—0 ate
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Eine analoge Definition gilt, falf : [a,b) — R in b nicht definiert ist:

b—e
/ f(z)dz —hm f(z)dz
Fallsf : (a,b) — Rin a undb nicht definiert ist, setzt man
b c b—e
/ f(z)dx = lin%/ f(z)dx + f(z)dz mitc € (a,b).
a e~V Jate c

Falls Polstellen im Inneren das Integrationsbereiches liegen, spaltet man das Integral so in Teilin-
tegrale auf, dass die Polstellen an den Grenzen der Teilintegrale liegen.

25.5 Beispiele

Konvergiertf01 Lfaro<p<1?

1d_x: 1 [xlip]l

€ xP 1_p c
1

-~ (1—glp
1)

1
— T fure — 0 (Konvergenz).
-bp

Bemerkungfo1 % konvergiert nichti@irp > 1:

1
d
p=1 —Izln]xH;:lnl—lng
3 xp 0
— 00 fure — 0.
. Ydr o1 [ 1] 1 1
b a1 —p |ap] E_p—l gp~1

— oo flre — 0.

Fur unendliche Integrale kann mahnliche Konvergenzkriterien wiéif Reihen zeigen (vgl.
12):
25.6 Satz (Konvergenzkriterien fir uneigentliche Integrale)

Seif : [a,00) — R integrierbar auf jedem endlichen Intervail b]. Dann gilt:

a) Cauchy-Kriterium:

00 22
/ f(z)dz existiert < Ve > 0dc > a : flz)dr| < eVz, 2z <c
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b) Absolute Konvergenz:

Ist [ | f(x)|dz konvergent (d.h/ ™ f(xz)dz ist absolut konvergehtso konvergiert auch
inf>° f(x)dx.

c) Majorantenkriterium:
Ist | f(z)| < g(z) V& € [a,00), und konvergiert/ ™ g(x)dz, so konvergiert[ ™ f(z)dxz
absolut.
Gilt umgekehrd < g(z) < f(z) und divergiert[™ g(z)dz, so divergiertauclf ™ f(z)dx.

Bemerkung:Entsprechende Aussagen gelten auch beim nach unten &ektehr Integrations-
bereich(—oo, b], sowie an Singularitten an den Enden eines besatikten Intervallga, b].

25.7 Beispiel

Das Dirichlet-Itegralf;’° 22 gz

Cauchy-Kriterium ergibtiir 0 < z; < zs:

/22 sinfz) , _ /Z2 1 sin(z)da — Part. Integration_ cos(x)
z 21

T i T

= 2 cos(x)
—/ p dz
z1 Z1

72 5 1 1 ?2 d
/ Sln(z)dx’§—+—+/ —f—>OfUrzl—>oo
p xr Z1 Z9 21 X

1

1

da fl"o j—g‘ nach 25.3 konvergent. Das Dirichlet-Integral tritt z.B. in der Signalverarbeitung auf

(vgl. sinc-Funktion,Ubungsblatt 13, Aufgabe 2).

25.8 Beispiel: Die Gammafunktion (Euler, 1707 - 1783)
['(x):= /00 et -t ldt furz > 0.
0

Konvergiert dieses Integral?
Probleme:
a) Fura < x < 1 divergierte™ - t*~tint = 0.

b) Obere Integrationsgrenze ist.

1 00
['(x):= / ettt + / e t-t"ldt,
0 1

und behandeln beide Probleme getrennt:

Wir spalten daher auf:
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a) Betrachte[, e~*- t*1dt fur0 < z < 1
Wegen) < et <1 hatfo1 e~'t*~dt die nach 25.5 konvergente Majoranf& .

t1

b) Betrachte[,™ e~* - tx — 1dt.
Wir mochten dieses Integral durch die konvergente Majoralﬁ%o f—;f absclatzen (vgl.
25.3.(a)).
Hierzu muss geltere=t < ct=*~! fur einc > 0.
Dies ist erfillbar: Da die Exponentialfunktion schnelleéehst als jede Potenz (vgl. 17.4),

gibt es einc > 0 mit
tar+1

— <c furallet > 1.
e

Somitist [ e~* - t"~'d¢ konvergent.

Also existiertl'(x) fur allex > 0.
Zwei wichtige Eigenschaften der Gammafunktion sind:

i)
') = / e tdt = I%im — i =-0+1=1
0 -
1))
OO —t z—1 —t 1 x |t=00 1 - —t T
[(x) = et dt = =t 2 - e - todt
0 x T Jo
— —_—
=0 =T (z+1)
d.h.

1
I'z)=-T 1).
(z) = -T(z+1)
Wegen (i) und (i) interpoliert die Gammarfunktion die Faktit

I'(n+1)=n!
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