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61 Grundbegriffe

61.1 Motivation

Stochastik (aus Griechischen: vermuten, erwarten) ist die Mathematik des Zufalls. Sie ist von
grofler Bedeutung in der Informatik. Beispiele:

- Analyse der Auslastung von Datennetzen

- Modellierung von Antwortzeiten im Rechner

- Zuverlassigkeitsanalyse von Hardware

- Raytracing in der Computergrafik (Monte-Carlo-Simulationen)

- Optimierungsalgorithmen (genetische Algorithmen, simulated annealing)
- Analyse der Laufzeit von Algorithmen

- Kombinatorische Probleme in der Bioinformatik

61.2 Gebietsabgrenzung

Stochastik gliedert sich in zwei Gebiete:

a) Wahrscheinlichkeitstheorie
Ausgehend von einem stochastischen Modell werden Wahrscheinlichkeiten berechnet.
Beispiel: Modellannahme: beim Wurf eines Wiirfels habe jede der Augenzahlen 1,...,6 die
Wahrscheinlichkeit %.
Folgerung: Wahrscheinlichkeit fiir Augenzahl 1 oder 3 ist % + % = %
b) Statistik
Ausgehend von realen Daten/Messungen mochte man Schlussfolgerungen ziehen.
Beispiele:

- moglichst gute Approximationsgerade durch fehlerbehaftete Messwerte legen

- Hypothesentest: Ist ein neues Medikament wirksam?

61.3 Definition

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses beschreibt die zu erwartende relative Haufigkeit, mit
der dieses Ereignis eintritt, wenn man den zu Grunde liegenden Prozess immer wieder unter den
gleichen Bedingungen wiederholt.

Beispiel: Bei einer , fairen Miinze“ betréigt die Wahrscheinlichkeit (Ws.), Zahl zu erhalten, %
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61.4 Definition

Ein Experiment heifit Laplace-FExperiment, wenn es endlich viele, einander ausschliefende Aus-
gédnge hat, die alle gleich wahrscheinlich sind.
Beispiel:

- Der Wurf eines Wiirfels hat 6 gleich berechtigte Ausgéinge = Laplace-Experiment.

- Fallt ein Marmeladenbrot zu Boden, gibt es zwei Ausgéinge, die nach Murphy nicht gleich
wahrscheinlich sind = kein Laplace-Experiment, falls dies stimmt.

61.5 Mengentheoretische Wahrscheinlichkeitsbeschreibung

Definition: Wir betrachten ein Zufallsexperiment mit endlich vielen Ausgéngen und definieren
drei Begriffe:

a) Ergebnismenge Q (Stichprobenraum, Grundraum)
endliche, nicht leere Menge, deren Elemente w; die Versuchsausgéinge beschreiben.
Beispiel: Wiirfelexperiment: = {1,2,...,6}.

b) Ereignis:
Teilmenge von Q.
Beispiel: Ergebnisse, bei denen 2 oder 5 gewiirfelt wird. = Ereignis A = {2,5}.

c) Wahrscheinlichkeitsverteilung, Wahrscheinlichkeitsmafl
Abbildung P von der Potenzmenge p(2) nach [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:
i) Normiertheit: P(Q2) = 1.
ii) Nichtnegativitit: P(A) >0 VA € p(Q)
iii) Additivitédt: P(AU B) = P(A)+ P(B) fiir alle disjunkten A, B € p(2)



62 Kombinatorik

62.1 Motivation

Die Kombinatorik liefert wichtige Modelle zum Berechnen von Wahrscheinlichkeiten bei Laplace-
Experimenten. Sie spielt eine grundlegende Rolle in der Informatik.

62.2 Zwei grundlegende Sprechweisen

a) Stichprobensprechweise (Urnenmodell)

Aus einer Urne mit n unterscheidbaren Kugeln werden k& Kugeln gezogen. Dabei kann das
Ziehen mit oder ohne Zuriicklegen erfolgen und die Reihenfolge eine oder keine Rolle spielen.

b) Zuordnungssprechweise (Schubladenmodell)

k Objekte werden auf n Schubladen verteilt. Dabei sind die Objekte entweder unterscheidbar
oder nicht unterscheidbar und die Schubladen diirfen einfach oder mehrfach besetzt werden.

Urnen- und Schubladenmodell sind dquivalent

Urnenmodell Schubladenmodell
mit/ohne Zuriicklegen mit/ohne Mehrfachbesetzung
mit/ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge | unterscheidbare/ununterscheidbare Objekte
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62.3 Produktregel der Kombinatorik

Bei einem k-stufigen Experiment habe der Ausgang einer Stufe keinen Einfluss auf die Anzahl der
moglichen Ausgénge bei spiteren Stufen. Haben die einzelnen Stufen nq, ..., n; Ausginge, so hat
das Gesamtexperiment ny - ... - ng Ausginge.

Die Produktregel ist wichtig bei der Beschreibung der vier kombinatorischen Grundsituationen.

62.4 Die vier kombinatorischen Grundsituationen

a)

Geordnete Stichprobe mit Wiederholung
Bei k Ziehungen mit Zuriicklegen aus einer Urne mit n Objekten gibt es bei Beriicksichtigung
der Reihenfolge n* Moglichkeiten.

Beispiel (aus einem &lteren Stochastikbuch):

Herr Meier will seinen ungezogenen Sohn mit 10 Ohrfeigen bestrafen. Auf wie viele Arten
kann er das tun, wenn er bei jedem Schlag eine von 2 Méglichkeiten hat (links oder rechts)?
Es gibt 219 = 1024 Méglichkeiten.

Geordnete Stichprobe ohne Wiederholung
Urnenmodell: k Ziehungen aus n Objekten ohne Zuriicklegen, aber mit Beriicksichtigung der
Reihenfolge.

|
Moglichkelten: 1, (n—1):(n=2)-...-(n _k+1)=m i.k)!
1. Ziehung k-te Ziehung

Spezialfall: £ = n = n! Moglichkeiten
Fiir grofle n approximiert man n! mit der Stirling-Formel

’n! ~V2mnn"e " ‘

Beispiel: Herr Meier will seine 5 Kinder in einer Reihe anordnen fiir eine Gruppenaufnahme.
Es gibt 5! =5-4-3-2-1 = 120 Moglichkeiten.

Ungeordnete Stichprobe ohne Wiederholung
Wie in (b), jedoch miissen die k! Permutationen der k gezogenen Elemente miteinander
identifiziert werden.

!
Daher gibt es nur m = <Z> Moglichkeiten.

Beispiel: Beim Lottospielen gibt es

6 1 2.3.4.5.6 = 13.983.816 Moglichkeiten.

(49) ~49-48-47-46-45-44
Ungeordnete Stichprobe mit Wiederholung
Hier ist das Schubladenmodell sinnvoll: Es sollen & nicht unterscheidbare Objekte in n Schub-
laden verstaut werden, wobei Mehrfachbesetzung moglich ist.

000 | | O | . | 0O
—_— —— ~~
1. Schublade 2. Schublade n-te Schublade

n — 1 Trennungstriche



Mathematik fir Informatiker II - Stochastik
Kombinatorik

Gesamtzustand wird beschrieben durch die Reihenfolge von k& Objekten und n — 1 Tren-
nungsstrichen.

= El(n—1)! k = n—1 Moéglichkeiten

Beispiel: Auf wie viele Arten kann man 60 Parlamentssitze auf 3 Parteien verteilen:

62 62 62 - 61
= = = = ——— = 1891 Moglichkei
k=60,n=3= (60) ( 5 ) 5 1 891 Moglichkeiten

10



63 Erzeugende Funktionen

63.1 Motivation

Erzeugende Funktionen wirken auf den ersten Blick etwas abstrakt, aber sie sind ein wichtiges
Werkzeug, um kombinatorische Probleme systematischer und eleganter zu l6sen. Sie sind zudem
in verschiedenen anderen Gebieten der Stochastik niitzlich.

63.2 Permutationen und Kombinationen

In Kapitel 62 haben wir geordnete und ungeordnete k-elementige Stichproben einer n-elementigen
Menge betrachtet. Im geordneten Fall nennt man eine solche Stichprobe auch k-Permutation, im
ungeordneten Fall eine k-Kombination.

63.3 Beispiel einer erzeugenden Funktion

Nach dem Binomialsatz 19.7 gilt:

(a+1)"

5050

k=0

Der Koeffizient (2) von z¥ beschreibt die Zahl der k-Kombinationen einer n-elementigen Menge
ohne Wiederholungen (vgl. 62.4 (c)).
In den Koeffizienten der Funktion

flz)=(z+1)" = <g)x0+ <T)x1 +oe (Z)x”

stecken somit alle Informationen iiber dieses kombinatorische Problem.
Dies motiviert folgende Definition:

63.4 Definition

Eine Funktion f mit
@) = Y anat
k=0

heifit erzeugende Funktion fiir die Koeffizienten ay (kK = 0,...,n). Lassen sich die Zahlen aj mit
einem kombinatorischen Problem identifizieren, so nennen wir f die erzeugende Funktion fiir dieses
Problem.

63.5 Beispiel

f(z) = (1 + z)™ ist die erzeugende Funktion der Kombinationen ohne Wiederholung einer n-
elementigen Menge.

Schubladeninterpretation

Jeder der n Faktoren (14 z) wird als Schublade aufgefasst, in der sich 0 oder 1 Element befinden.

11
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Wé&hlt man beim Ausmultiplizieren von (1 + x) den Faktor 1, bleibt die Schublade leer. Wihlt
man x, wird sie mit einem Element besetzt. Beispielsweise beschreibt

fx)=142)* =143z +322 +23

alle Kombinationen, 0, 1, 2 oder 3 Elemente auf 3 Schubladen zu verteilen. Dabei bedeuten die
einzelnen Summanden:

1 = 1-1-1 1 Mobglichkeit bei 0 Elementen
3r = z-1-141-2z-14+1-1-2 3 Moglichkeiten bei 1 Element
322 = x-xz-14+x-1-2+1-2-x 3 Mobglichkeiten bei 2 Elementen
= x-x-x 1 Mbglichkeit bei 3 Elementen

Wie verallgemeinert man dieses Prinzip, wenn die Schubladen mit mehreren Objekten besetzt
werden sollen?

63.6 Beispiel

Lassen wir pro Schublade bis zu zwei Objekte zu (die sich wiederholen diirfen), lautet der Faktor
(1 + 2 + 22) statt (1 + z).

7.B. kénnen wir die Anzahl der Kombinationen mit Wiederholung aus einer 2-elementigen Menge
bestimmen, wenn jedes Element 0-, 1- oder 2-mal ausgewéhlt werden kann.

Erzeugende Funktion:

fla) = (+z+2%)7
= (1+z+22)(1+z+27
= 1. 1+1l-z2+1-224+z-14+z-ax+z-22+22- 1+2% 2422 22
= 142+ 32%+22% 4+ 2*
Es gibt 1 Moglichkeit, 0 Objekte zu wihlen.
Es gibt 2 Moglichkeiten, 1 Objekt zu wéhlen.
Es gibt 3 Moglichkeiten, 2 Objekte zu wahlen.

Es gibt 2 Moglichkeiten, 3 Objekte zu wahlen.
Es gibt 1 Moglichkeit, 4 Objekte zu wihlen.

Man kann sogar fiir die unterschiedlichen Elemente verschiedene Beschrankungen einfiihren:

63.7 Beispiel

Bestimme die Kombinationen einer 4-elementige Menge {x1,...,z4} mit den folgenden Beschrén-
kungen:
Element Beschréankung ‘ Polynom
Ty 0-, 1- oder 3-mal | 1+ z + 23
To 1- oder 2-mal x4 22
T3 1-mal x
T4 0- oder 4-mal 1+ a2t

erzeugende Funktion:
fl@) = (QA+z+2’) (z+2%) 2z (1+27)
o=t 2 ot b 4220 4227 2B 4 2 4 210
Es gibt also z.B. zwei 6-Kombinationen.

Diese Beispiele motivieren:

12
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63.8 Satz (Kombinationen mit vorgegebenen Wiederholungen)

Die erzeugende Funktion der Kombinationen mit Wiederholung aus einer n-elementigen Menge

{z1,...,2,}, in der x; in den Anzahlen UY), e 71),(3 auftreten darf, lautet

NG ) (i)
flx) = H(mul S )

i=1

Bemerkung: Lisst man beliebige Wiederholungen zu, erhélt man mit
2 3 o 1
l+z+z°+x —|—...:kz_0x =1 (fiir || < 1)
den folgenden Satz:

63.9 Satz (Kombinationen mit beliebigen Wiederholungen)

Die erzeugende Funktion der Kombination mit beliebigen Wiederholungen von n Elementen lautet:

=(1+x+a®+..)"

63.10 Bemerkungen

a) Die gesuchten Koeffizienten vor ¥, k € INy ergeben sich durch eine formale Potenzreihen-
entwicklung. Dabei kann man Konvergenzbetrachtungen ignorieren, da man z.B. |z| < 1
annehmen darf.

b) Muss jedes Element mindestens p-mal auftreten, ergibt sich wegen

xP

oo
xp+xp+1+xp+2+...:xpg 2k =
P 1—=x

die erzeugende Funktion
x"P

f(x):m

Bisher haben wir nur Kombinationen betrachtet.
Sind erzeugende Funktionen auch bei Permutationen niitzlich?
Hierzu miissen wir den Begriff der erzeugenden Funktion modifizieren.

63.11 Definition

n k
Eine Funktion f mit f(z) = Z ak% heifit exponentiell erzeugende Funktion fiir die Koeflizienten

k=0
ag .-

Bemerkung: Der Name wird motiviert durch die Exponentialreihe

k

ey
k!
k=0
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63.12 Bedeutung fiir Permutationen

Nach 62.4 (b) gibt es bei einer n-elementigen Menge

n-n—1-...-(n—k+1)=

k-Permutationen ohne Wiederholung.

Wegen
" /n - n! - n! P
(x—f—l)":E <>xk:§ — gk b
= k — (n —k)k! — (n—Fk)! k!

sind dies die Koeffizienten der exponentiell erzeugenden Funktion
flx) =1 +z)"

Die exponentiell erzeugende Funktion spielt also bei Permutationen die gleiche Rolle wie die er-
zeugende Funktion bei Kombinationen.
Das Analogon zu Satz 63.8 lautet:

63.13 Satz (Permutationen mit vorgegebenen Wiederholungen)

Die exponentiell erzeugende Funktion der Permutationen mit Wiederholung aus einer n-elemen-

tigen Menge {z1,...,2,}, in der x; in den Anzahlen vii), e ,v,g? auftreten darf, lautet

i) vgl)! ng)! v,i?!

Léasst man beliebige Wiederholung zu, folgt mit

22
+1l+7+7+ Zk':

das Analogon zu Satz 63.9:

63.14 Satz (Permutationen mit beliebigen Wiederholungen)

Die exponentiell erzeugende Funktion der Permutationen mit beliebigen Wiederholungen von n

Elementen lautet:
x oz
T +=+..)"

fla) = e = () = (1+ T+ o

14



64 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

64.1 Motivation

In Kapitel 61 haben wir den Begriff der Wahrscheinlichkeit kennengelernt. Oft hat man Zusatzin-
formationen, mit denen sich prézisere Wahrscheinlichkeitsaussagen machen lassen. Dies fiithrt zu
den sogenannten bedingten Wahrscheinlichkeiten.

64.2 Beispiel

Aufteilung der 1500 Angehorigen eines Betriebs nach Geschlecht und Rauchergewohnheiten:

‘ Frauen B ‘ Miénner B
600 200
300 400

Raucher A
Nichtraucher A

Q: Menge der Betriebsangehorigen

A: Menge der Raucher (A = Q\ A: Nichtraucher)

B: Menge der Frauen (B = Q\B: Minner)

Wir losen eine Person zufillig aus. Dabei treffen folgende Wahrscheinlichkeiten zu:
(JA]: Méchtigkeit von A)

|4l 800 8

P(4) = Q] = 1500 =1 Raucheranteil
B
P(B) = Ql = % = g Frauenanteil
ANB 600
P(ANB) | Q) | = 1500 — & Anteil der rauchenden Frauen
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit P(A|B), dass eine Person raucht, wenn es sich um eine Frau
handelt? An|
ANB P(ANB) % 2
|B| |B| P(B) s 3

Man nennt P(A|B) die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung (Hypothese) B.
Es gilt stets (vgl ()):

| P(AN B) = P(A|B) - P(B)]

Zwei Ereignisse A, B heiflen unabhingig, wenn gilt:

P(ANB) = P(A) - P(B)

64.3 Verallgemeinerung
Seien Ay,..., A, C Qund P(A;NAsN---NA,_1) >0. Dann gilt:

P(A1 NN Ap) = P(A1) - P(As]Ay) - P(A3| A1 N Ag) - ...  P(An]A 0N Ap_y)

15
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Beweis: Die rechte Seite lasst sich schreiben als

A1NAs) P(AN AN Ajg) P(A1N---NA,)

P
P =5y T hRinA) P nA,)

=P(A1N---NA,). a

64.4 Beispiel

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, mit 6 Wiirfeln 6 verschiedene Zahlen zu wiirfeln?
Aj: irgendein Ergebnis fiir Wiirfel 1.
Ag: ein vom 1. Ergebnis verschiedenes Ergebnis fir Wiirfel 2.

Ag: ein von Ay, ..., As verschiedenes Ergebnis fiir Wiirfel 6.
Mit 64.3 gilt:

P(A1N---NAg) = P(A)-P(AsAy) - ...  P(AglA N+ As)
5 4 1 6!
—_— 1'6'6'...'6—@“—40,0150

64.5 Beispiel

Ein Krebstest ist mit 96% iger Wahrscheinlichkeit positiv, falls der Patient Krebs hat, mit 94% iger
Wahrscheinlichkeit negativ, falls er keinen Krebs hat. Bei einem Patienten, in dessen Altersgruppe
0,5% aller Personen Krebs haben, verliuft der Test positiv. Wir grof} ist die Wahrscheinlichkeit,
dass er tatséchlich Krebs hat?
Ereignis K: Patient hat Krebs
Ereignis T: Test ist positiv

P(KNT) 0,005 - 0,96

P(K|T) = = ~ 0,074
(KIT) P(T) 0.005 - 0.96 + 0,995 - 0,06 ’

Der Patient kann also noch relativ beruhigt sein.

Fazit: Um eine seltene Krankheit zuverléssig zu erkennen, darf ein Test nur sehr wenige , false
positives® haben.

64.6 Satz (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit)

Sei Q2 = U A; eine Partition (disjunkte Vereinigung) von €2 in mogliche Ereignisse A;,i = 1,...,n.
i=1
Ferner sei P(A;) > 0 fiir alle 4. Dann gilt fiir jedes Ereignis B:

P(B) = ZP(AO - P(B|A;)

16



Mathematik fir Informatiker II - Stochastik
Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Veranschaulichung:

Ay
P(A)) \1\‘\“‘5@1‘11)
/// A2 S
, Py A PBlA) L,
P(Al);i / /f“;};(B|An)
\frn - ~

Ein Fahrer startet bei 0 und fihrt mit Wahrscheinlichkeit P(A4;),..., P(A,) zu Ay, ..., A,. Die
Wahrscheinlichkeit, von dort nach B zu fahren, betrigt P(B|A1),..., P(B|A,). Die Gesamtwahr-
scheinlichkeit, dass der Fahrer nach B gelangt, ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Pfade
von 0 nach B:

P(B) =Y P(4)P(BIA)

Bemerkung: Im Beispiel 64.5 haben wir im Nenner bereits den Satz von der totalen Wahrschein-
lichkeit verwendet.

64.7 Beispiel

Um einen bindren Nachrichtenkanal robuster gegeniiber Stérungen zu machen, sendet man die
Bitfolge 0000000 statt 0 und 1111111 statt 1. Stérungen treten in 20% aller Fille auf, und die
Wahrscheinlichkeit fiir 0 sei 0,1.

Es wird 0100110 empfangen. Wir grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass 0000000 gesendet wurde?

0,1-0,23.0,8%
0,1-0,22-0,84+0,9-0,2%-0,83

P(00000000100110) = ~ 0,308

Man wird den Block also als 1 lesen, obwohl die Mehrzahl der Bits Nullen sind!

Eng verwandt mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ist

64.8 Satz (Formel von Bayes)

Sei P(B) > 0 und seien die Voraussetzungen von Satz 64.6 erfiillt. Dann gilt:

P(A) - P(B|Ag)

n

> P(A)P(B|A;)
i—1

P(Ax|B) =

17
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Beweis: Folgt aus P(Ax|B) = P(ﬁ("g)B), indem man

P(B) = 3 P(A)P(BIA) (646)
P(AyNB) = ;(Ak)P(B\Ak) (64.2)

einsetzt.

Bemerkung: Im Satz 64.8 wird P(Ag|B) aus P(BJ|A;),i = 1,...,n berechnet, d.h. Ursache
und Wirkung kehren sich um. Eine typische Anwendung besteht darin, dass man weif, welche
Ursachen welche Auswirkungen haben. Hat man eine Auswirkung gemessen, fragt man nach der
wahrscheinlichsten Ursache (inverses Problem).

64.9 Anwendungsbeispiele

a) Ein Arzt beobachtet bei einem Patienten eine Symptom B. Es kann von n verschiedenen
Krankheiten Aq,..., A, herriihren. Um die wahrscheinlichste Ursache zu finden, muss man
also P(Ay|B) abschétzen.

b) Aus einem verrauschten Bild will man das wahrscheinlichste unverrauschte Bild rekonstru-
ieren (vgl. Beispiel 64.7).

¢) In der Computertomographie schickt man Réntgenstrahlung in verschiedenen Richtungen
durch den Patienten und misst die durchgedrungene Intensitéit. Aus diesen Auswirkungen
versucht man, Riickschliisse auf die Ursache (Gewebe, Knochen, Tumor, ...) zu ziehen.

18



65 Zufallsvariable, Erwartungswert, Varianz

65.1 Motivation

Oft m6chte man das Resultat eines Zufallsexperiments einer reellen Zahl zuordnen. Der Gewinn
bei einem Gliicksspiel ist ein Beispiel hierfiir. In diesem Fall interessiert man sich auch fiir den zu
erwartenden Gewinn und fiir ein Ma$ fiir die statistischen Schwankungen. Dies fithrt uns auf die
Begriffe Zufallsvariable, Erwartungswert und Varianz. In der Informatik werden sie u.a. bei der
Zuverlassigkeitsanalyse von Systemen benotigt.

65.2 Definition

Sei Q ein Stichprobenraum. Eine Funktion X, die jedem Ergebnis w € ) eine reelle Zahl X (w)
zuordnet, heiflt Zufallsvariable.

Bemerkung: Eine Zufallsvariable ist also weder zuféllig noch eine Variable, sondern eine Funk-
tion. Man kann sie stets als Gewinn bei einem Gliicksspiel interpretieren.

65.3 Beispiel

Eine faire Miinze mit Seiten 0 und 1 werde 3 Mal geworfen. Die Anzahl der Einsen sei der Gewinn.
Man kann © = {000,001, ...,111} als Stichprobenraum und den Gewinn als Zufallsvariable X (w)
auffassen:

Ergebnis w | 000 | 001 | 010 | 011 | 100 | 101 | 110 | 111
Gewinn X (w) 0 1 1 2 1 2 2 3
Wahrscheinlichkeit P(w) | & 3 3 3 z z 3 3

Verschiedene Ergebnisse w;,w; kénnen zum selben Gewinn X (w;) = X (w;) fithren.

65.4 Definition

Die Verteilung Px einer Zufallsvariablen X ordnet jedem Wert z € X eine Wahrscheinlichkeit
Px(x) zu.

65.5 Beispiel

In Beispiel 65.3 konnen wir dem Gewinn folgende Wahrscheinlichkeiten zuordnen:

Gewinn x ‘ 0 1 2 3
Wahrscheinlichkeit Px (z) z

olw

3
8

oof—

Oft veranschaulicht man die Verteilung eine Zufallsvariablen durch ein Histogramm:

19
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®©lw
1

ool
!
I
|

Y

Da wir meistens diskrete Zufallsvariablen betrachten, sind die Verteilungen ebenfalls diskret.

Interessiert man sich fiir den Durchschnittsgewinn je Versuchswiederholung, gelangt man zum
Begriff des Erwartungswerts:

65.6 Definition

Unter dem Erwartungswert E(X) eine (diskreten) Zufallsvariablen X versteht man das gewichtete
Mittel der Funktion X iiber €2, wobei jeder Wert mit seiner Wahrscheinlichkeit gewichtet wird:

E(X)=3 X(w)P(w)

weN

65.7 Beispiel

Fiir die Zufallsvariable X aus 65.3 erhdlt man den Erwartungswert

1 1 1 1 1 1 1 1 12 3
E(X)=0-g+1 gl g2 o4l o2 042 43 0= =1

Bequemer hitte man den Erwartungswert mit Hilfe der Verteilung Px berechnet (vgl. Tabelle aus
Beispiel 65.5):

Es gilt also auch:

E(X)= Z x Px(x)

z€X ()

Bemerkung: Bei kontinuierlichen Zufallsvariablen verwendet man Integrale statt Summen.

Mit dem Erwartungswert kann man gut arbeiten, denn es gilt:

65.8 Satz (Linearitit des Erwartungswerts)
Seien XY Zufallsvariablen und «, 8 € R. Dann gilt:

E(aX +8Y)=aE(X)+ BE(Y)

20
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Beweis:

E(aX +8Y) = Y (aX(w)+BY(w))P(w)

weR

ad XwPw) +8> YwPw)
wEN w€eN

= aE(X)+ BE(Y) O

65.9 Unabhiangigkeit zweier Zufallsvariabler

Mit 65.8 wissen wir: E(X +Y) = E(X) + E(Y).

Gilt auch E(X -Y)=E(X)-E(Y)?

Man kann zeigen, dass dies zutrifft, wenn X und Y unabhdingig sind, d.h. (vgl. 64.2):

P(X=a)n (Y =b)=P(X =a)-P(Y =b) Va,b

65.10 Beispiele

a) Gliicksrad mit 4 Ergebnissen, auf denen die Zufallsvariable X (duflerer Ring) und Y (innerer
Ring) definiert sind.

EX) = Yl.2041.0+1.2041.0=10

E(X)E(Y) =50
EY) = 1.0+1-10+%-0+1-10=5
E(XY) = $-20-0+%-0-104+%-20-047-0-10=0# E(X)E(Y)

X und Y sind nicht unabhéngig:
Das Ereignis Y = 0 hat die Wahrscheinlichkeit % Weifl man jedoch, dass X = 20 eingetreten
ist, hat Y = 0 die Wahrscheinlichkeit 1.

&
>
I
=

50+ %100+ % -50 + § - 100 = 75
E(X)E(Y) = 450

EY) = L.10+1-10+1.24+1.2=¢
E(XY) = 1:50-10+1-100-10+1.50-2+1.100-2 =450 = E(X)E(Y)
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X und Y sind unabhéngig:
Y =2 und Y = 10 sind gleich wahrscheinlich. Weifl man z.B., dass X = 50 eingetreten ist,
so sind Y = 2 und Y = 10 noch stets gleich wahrscheinlich.

Oft ist man nicht nur am Erwartungswert interessiert. Man mochte auch wissen, wie stark die
Verteilung um den Erwartungswert streut. Hierzu dienen die Begriffe Varianz und Standardab-
weichung:

65.11 Definition

Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert E(X) =: p. Dann versteht man unter der Varianz
V(X) = 0? den Erwartungswert von (X — u)%:

|o* = V(X) = B((X - B(X)))|

o = +/V(X) nennt man die Standardabweichung (Streuung) von X.

65.12 Berechnung der Varianz
Wegen der Linearitit des Erwartungswerts und wegen F(const.) = const. gilt:

B(X —p)?) = B(X?-2uX +p?)
B(X?) — 2 B(X) +4 = E(X?) — i
——

12

Wir erhalten somit eine wichtige Formel zur Berechnung der Varianz:

0% = E(X?) — p?| (Verschiebungssatz)

65.13 Beispiel

Sei X der Gewinn auf dem Gliicksrad
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5/ /N s
/ 3 / / 6 ‘\‘\
/! / ‘\
/ / \
/ / \
\ ]
\\.‘ ) /
2 /
N /
1
2

1 1 1
©wo= §~2+§-3+6-6:3 mittlerer Gewinn
1 1 1
E(X?) = --4+--9+--36=11
(X%) 2 + 3 * 6
0’ = E(X*) —pu?=11-3>=2 Varianz
o o= V2 Standardabweichung

65.14 Satz (Eigenschaften der Varianz)
Sei X eine Zufallsvariable und seien a, 3 € R. Dann gilt:

) V(aX) = a? V(X)

i) V(X +p) =V(X)

Beweis:

) V(aX) = B((aX — ap)?) = B3 (X — p)?) "= a? V(X).

i) VIX+8) =E(X+8-p-0)")=E(X-p?*)=V(X) O

65.15 Standardisierte Zufallsvariablen

2

Ist X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert p und Varianz ¢, nennt man
X —
X" = s
o
die Standardisierte von X. Es gilt:
. 1 Iz
EX*) = =—-EX)-==0
O O
"

o 6514 1
V(X*) "= EV(X):L

o2

Eine solche Standardisierung ist niitzlich, wenn man die Verteilung einer Zufallsvariablen mit einer
tabellierten Verteilung vergleichen mochte, die meist nur in standardisierter Form vorliegt.
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Wir wollen nun weitere wichtige Eigenschaften des Erwartungswerts studieren.
Aus dem Verschiebungssatz 65.12 folgt wegen o2 > 0:

E(X?%) — (E(X))?* > 0 und somit E(X?) > (E(X))?

Dies ist der Spezialfall eines allgemeineren Resultats:

65.16 Satz (Ungleichung von Jensen)

Sei r : R — R eine konveze (!) Funktion und X eine Zufallsvariable. Dann gilt:

|E(r(X)) > r(E(X))|

Beweis: Sei X zunichst eine diskrete Zufallsvariable.

Wegen P(w) >0 Vw € Q und Z P(w) =1 kénnen wir E(X) = Z P(w)X (w) als Konvezkom-
weN weN

bination der X (w), w €  mit Gewichten P(w) auffassen.

Aus der Konvexitéat von r folgt mit 25.5:

E(r(X) = Y P(w) r(X(w)) > ( ) P(w>X<w>) )

we we

Ist X eine kontinuierliche Zufallsvariable, ersetzt man Summen durch Integrale. a

65.17 Beispiele
a) Die Funktion 7(t) = ¢? ist konvex, da r”'(t) = 2 > 0. Daher gilt:
B(X?) > (BE(X))?
b) Sei © > 0. Dann ist 7(t) = e®* konvex und es gilt:
E(e9%) > @F(X)

Die Funktion E(e®X) wird spiter eine wichtige Rolle spielen.

65.18 Gleichung von Wald

Seien X7, Xo,... unabhéingige Zufallsvariablen. Manchmal interessiert man sich fiir die erste Zeit

n
(Stoppzeit) N = n, in der die Summe Sy = Z X, einen vorgegebenen Wert y iibersteigt, d.h.
i—1

n—1 n
ZXi <y und ZXi > .
i=1 i=1

Dann ist NV selbst eine Zufallsvariable. Fiir ihren Erwartungswert kann man zeigen:

Satz (Gleichung von Wald)
Seien X7, Xo,... unabhéngige, gleich verteilte Zufallsvariablen (d.h. P(w) ist gleich Vw € Q) mit
N

endlichem Erwartungswert und sei N eine Stoppzeit fiir X7, X, .... Ferner sei Sy = Z X;. Dann
i—1
gilt:
E(Sy) = E(X) - E(N)
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65.19 Beispiel

Sei X; = 1, falls beim i-ten Miinzwurf Kopf eintritt, 0 sonst. Wie ist der Erwartungswert E(N)
fiir die Stoppzeit
N :=min{n | X; +...+ X,, > 10}?

Es gilt: B(X) = 3 und E(Sy) =10 = E(N) = 20.

Eng verwandt mit dem Begriff der Varianz ist die Kovarianz. Sie ist ein MaSf fiir die Unabhéngigkeit
zweier Zufallsvariablen.

65.20 Definition
Seien X,Y Zufallsvariablen mit Erwartungswert py, gy und Varianz o2, 0y-2. Dann heifit
Cov (X,Y) :=0xy? = B(X — pux)(Y — py))

die Kovarianz von X und Y, und
~ Cov (X)Y)

oxXoy

OXy -

der Korrelationskoeffizient von X und Y.
Ist Cov (X,Y) =0, so heilen X und Y unkorreliert.

65.21 Bemerkungen
a) V(X) = Cov (X, X)

b) Seien X — ux,Y — uy Funktionen auf einem endlichen Stichprobenraum Q = {wy,...,wy}.
Dann kann man sie als Vektoren im R™ mit der i-ten Komponente X (w;)—px bzw. Y (w;)—puy
ansehen. Legt man das gewichtete Skalarprodukt

(u,v) == Zpiuivi mit p; == P(w;)
i=1
zu Grunde, gelten folgende Entsprechungen (vgl. Kap. 41, Kap. 43):

- Standardabweichung = induzierte (euklidische) Norm
- Varianz = quadrierte Norm
- Kovarianz = Skalarprodukt

- Korrelationskoeffizient = Arcuscosinus des Winkels zwischen den Vektoren
(= -1<pxy <1)
- Unkorreliertheit = Orthogonalitét

Man kann folgende Regeln zeigen:

65.22 Satz (Rechenregeln fiir die Korrelation)
Seien XY Zufallsvariablen mit Erwartungswert px, py. Dann gilt:
a) Cov (X,Y)=E(XY) — uxpy (vgl. 65.12)
b) Cov (aX + 5,7Y +0) = ay Cov (X,Y) (vgl. 65.14)
c¢) Cov (X,Y) = Cov (Y, X)
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d) Fiir m Zufallsvariablen Xy, ..., X, gilt:

m

V(X144 Xp)=> V(X)) + > Cov (X, X))
i=1 i#j
e) Sind X,Y unabhiingig, so sind sie auch unkorreliert.

f) Fir unabhdngige X1,..., X, gilt:

65.23 Bemerkungen

a) Die Umkehrung von 65.22 (e) gilt nicht! Beispiel:

Ergebnis w ‘ 1 2 3 4
Zufallsvariable X 1 -1 2 -2
Zufallsvariable Y -101 2 -2
Wahrscheinlichkeit P(w) % % 1—10 %
Dann ist E(X) =0= E(Y) und
2 2 1 1
XY)=-1---1-=-4+4-—+4— =
Cov (X,Y) 5 5 + 0 + 10 0

Aber: X und Y sind nicht unabhéngig, denn X (w) bestimmte w und Y (w) eindeutig.

b) In der Informatik tauchen Erwartungswerte und Varianzen z.B. bei der Zuverléssigkeitsana-
lyse von Systemen auf oder bei Abschéitzung von Wartezeiten bei Internetanfragen. Kovari-
anzen sind z.B. wichtig im Bereich des maschinellen Lernens.

65.24 Zuverldssigkeitsanalye von Systemen

Ein System bestehe aus n Komponenten. Der Zustand der k-ten Komponente wird durch die
Zufallsvariable (Indikator)

I 1 (k-te Komponente funktioniert)
"o (k-te Komponente funktioniert nicht)

beschrieben. Thr Erwartungswert beschreibt die Zuverldssigkeit der Komponente k. Wir setzen:
pr = E(I;) und bezeichnen mit g, = 1 — py die Ausfallwahrscheinlichkeit. Fiir die Zuverlissigkeit
p des Gesamtsystems gilt dann:

a) Reihensysteme

FEin Reihensystem arbeitet, wenn alle Komponenten arbeiten:
P=PpP1-P2---"DPn

b) Parallelsysteme

26



Mathematik fiir Informatiker II - Stochastik
Zufallsvariable, Erwartungswert, Varianz

FEin Parallelsystem féllt aus, wenn alle Komponenten ausfallen:
q=4q1-qG2".--"Qn
=p=1—-qg=1—-(1=p1)-...- (1 —pp)

c) Gemischte Systeme

Gemischte Systeme werden hierarchisch in Reihensysteme und Parallelsysteme zerlegt:
oberes Reihensystem: p; - po

unteres Reihensystem: p3 - py

paralleles Gesamtsystem: p =1 — (1 — p1p2)(1 — p3ps)
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66 Abschatzungen fiir Abweichungen vom
Erwartungswert

66.1 Motivation

Mit der Varianz bzw. Standardabweichung kennen wir bereits ein Maf fiir die Fluktuation einer
Zufallsvariablen um ihren Erwartungswert.

Gibt es weitere niitzliche Maflzahlen hierfiir?

Ist es moglich, Abschéitzungen zu finden, die wahrscheinlichkeitstheoretische Aussagen dariiber
liefern, wie hiufig eine Zufallsvariable auflerhalb eines Intervalls um den Erwartungswert liegt?

66.2 Definition

Sei X eine Zufallsvariable mit Erwartungswert y = F(X).

Dann bezeichnen wir mit
E(X¥),keN

das k-te Moment von X. Ferner definiert man das k-te zentrale Moment von X als

E((X —w)")

66.3 Bemerkungen

a) Der Erwartungswert u = E(X) ist das erste Moment.
b) Die Varianz 02 = E((X — u)?) ist das zweite zentrale Moment.

¢) Mit dem 3. und 4. zentralen Moment lassen sich Aussagen iiber die Schiefe bzw. Flachheit
der Verteilung einer Zufallsvariablen gewinnen.

d) Hohere Momente sind anschaulich schwieriger zu interpretieren, liefern jedoch ebenfalls wich-
tige Aussagen.

e) Momente haben eine grofie Bedeutung in der Mustererkennung bei der Analyse von Texturen
und der Erkennung von Objekten unter Rotationen und Skalierungen.

Ahnlich wie wir die Menge aller k-Permutationen und k-Kombinationen einer n-elementigen Menge
mit dem Begriff der erzeugenden Funktion kompakt beschreiben konnten, gibt es eine Funktion,
die sémtliche Momente einer Zufallsvariablen beinhaltet.

66.4 Definition

Sei X eine Zufallsvariable.
Falls My (0) := E(e®X) existiert, nennen wir My (©) die Momenten erzeugende Funktion von X.
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66.5 Satz (Eigenschaften Momenten erzeugender Funktion)

Die Momenten erzeugende Funktion Mx(0) = E(e®X) einer Zufallsvariablen X hat folgende
Eigenschaften:

a) Die n-te Ableitung in © = 0 liefert das n-te Moment:
My™(0) = B(X™)

b) Skalierungsverhalten:
Sei Y = aX + b. Dann ist My (©) = e*® Mx (a©)

c) Mx4y(©) = Mx(0)  My(0), falls X und Y unabhéngige Zufallsvariablen sind.

Beweis von (a): Mit der Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion und der Linearitét
der Erwartungswerts gilt:

>, Ok x* >, OF
Mx(©) = E(e®%) = E(Z kl) = HE(X’f)
k=0 k=0

Gliedweise Differentiation liefert:

o) = 32 ety =3 Lo

k=1 k=0
(n) — O &
My (0) = ZKE(X*")
k=1
und somit
M ™M) = BE(x™)

O

Wir kommen nun zu den Abschéiitzungen fiir Fluktuationen jenseits eines vorgegebenen Abstands
von dem Erwartungswert einer Zufallsvariablen. Grundlegend ist der folgende Satz:

66.6 Satz (Markow’sche Ungleichung)

Sei X eine Zufallsvariable und A : R — R eine nichtnegative und nichtfallende Funktion mit
h(t) > 0 fiir ein t. Dann gilt:

E(h(X))

P(X >t) < 0
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Beweis (fiir eine diskrete Zufallsvariable):
Nach Definition 65.7 gilt:

E(X)) = > h)Px(2)
2eX() Y5 5
Z h(z)Px(z) (Nichtnegativitit)
z€X(Q)
z>t
h(t) > Px(z) (Nichtfallend)
Ze?i(ﬂ)
z>t

—_———
P(X2t)

Y

v

= P(X >1t)

IN

66.7 Folgerungen

0
a) Setzt man h(X) = {x (z>0) folgt die einfache Markow-Ungleichung:

0 (sonst)

E(X)
t

P(X>t)< (t>0)

b) Mit Y := (X — E(X))? und h(x) = z fiir > 0 kann man die Tschebyschew-Ungleichung
fiir den Erwartungswert p und die Standardabweichung ¢ von X beweisen:

Alternativschreibweise:

¢) Mit h(z) = e® fiir © > 0 ergibt sich:
P(X >t) <e ®Mx(0)

Da © > 0 beliebig war, fithrt dies zu Chernoff-Schranke

> < i —Ot
P(X >t) < égfoe Mx(0©)

Bemerkung: Fiir die einfache Markow-Ungleichung benétigt man das erste Moment (i), fiir die
Tschebyschew-Ungleichung die ersten beiden Momente p, o2, fiir die Chernoff-Ungleichung alle
Momente (die Momenten erzeugende Funktion). Je mehr Momente man kennt, desto mehr weifl
man iiber die Verteilung von X und desto schiirfere Abschéitzungen kann man erwarten.

66.8 Beispiel

Eine faire Miinze werde n Mal geworfen. Tritt beim k-ten Wurf Kopf auf, setzt man Yy := 1, sonst
Y). := 0. Wir interessieren uns fiir die ,,Kopfhaufigkeit“ nach n Wiirfen:

Xp=Yi+---+Y,
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Y1,...,Y, sind unabhéngige Zufallsvariablen. Fiir X, gilt:

n
o’ = E((Xn_,u)g)
1\* 1 1\> 17 =n
— — ) .z 1-2) .2 =2
o2y 1oty
k=1
und wegen
1 1 1+4¢°
My, (€) = B(e) = @054t 5= I
folgt mit 66.5 (c):
14+e9\"
Mx,(©) = MY1+---+YH<@):( 5 )

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, nach n = 100 Wiirfen X,, > 80 zu erhalten? Wir vergleichen
die 3 Ungleichungen aus 66.7:

a) Einfache Markow-Ungleichung:
Mit ¢ = 0.5-100 = 50 und ¢ = 80 ergibt sich
uo_ 50

> < = —=~0.
P(X100 > 80) < & = 0~ 0.625

b) Tschebyschew-Ungleichung:
Mit g =50, t = 30 und 0 = 192 = 25 ergibt sich

o? 25

P( X100 > < P(| X100 — > < =
(X100 > 80) < P(|X100 = 50 2 30) < 5 = 53

~ (0.028

Obwohl Abweichungen nach beiden Seiten beriicksichtigt werden, ist die Abschitzung schéir-
fer als bei der einfachen Markow-Ungleichung.

c¢) Chernoff-Schranke:

14 €© 100
> < —80~®( )
P(Xlo() = 80) S égfoe B
=:f(©)

Ableiten ergibt: f(©) wird minimiert fiir © = In4 Daraus folgt:
1 4+ 4+ 100
P(X100 > 80) <4789 <%) ~4,26-107°

Erwartungsgeméf ist dies eine wesentlich schérfere Schranke als (a) und (b).

66.9 Schwaches Gesetz der groBBen Zahlen

Mit Hilfe der Tschebyschew-Ungleichung kann man das schwache Gesetz der groflen Zahlen be-
weisen:
Es werde ein Versuch n Mal wiederholt, bei dem das Ereignis A mit Wahrscheinlichkeit p eintritt.
Dann strebt die Wahrscheinlichkeit, dass sich die relative Hiufigkeit h,(A) um weniger als eine
beliebig kleine Zahl e > 0 von p unterscheidet, gegen 1 fiir n — oo:

lim P(|hn,(A) —p|<e)=1

n—oo

31



67 Wichtige diskrete Verteilungen

67.1 Motivation

Einige diskrete Verteilungen treten sehr hiufig auf und tragen einen eigenen Namen. Wir wollen
vier dieser Verteilungen genauer betrachten:
die Gleichverteilung, die Binomialverteilung, die Poisson-Verteilung, die geometrische Verteilung.

67.2 Die Gleichverteilung

Sei Q = {w1,...,w,} ein Stichprobenraum mit P(wg) = % fir k = 1,...,n (Laplace-Experiment).
Ferner sei U, eine Zufallsvariable mit U, (wx) = k. Dann ist Py, (k) = +. Eine solche Verteilung
heifit (diskrete) Gleichverteilung auf der Menge {1,...,n}.

v Pu,

—_
N
o —
S

Es gilt:

67.3 Beispiel

Beim Wiirfeln liegt eine diskrete Gleichverteilung auf der Menge {1,...,6} vor mit

6
1 21
p 6}; - =3
6
o2 = lzkt,ﬁ:1(12+22+...+62)—3,52z2,917
6 &~ 6
= o~1,708

67.4 Die Binomialverteilung

Wir betrachten ein Experiment, dass aus einer n-fachen Wiederholung eines Einzelexperiments
besteht, bei dem ein Ereignis A mit Wahrscheinlichkeit p eintritt. Ein solches Experiment heif3t
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Bernoulli- Experiment. Wir setzen

Xiw) = {1 falls A beim i-ten Wurf eintritt

0 sonst

Ay, bezeichnet das Ereignis, dass im Gesamtexperiment gilt:

Nach 62.4 (c) (ungeordnete Stichprobe ohne Wiederholung) hat Ay insgesamt (}) Realisierun-
gen. Jede solche Realisierung tritt mit Wahrscheinlichkeit p*(1 — p)"~* auf. Die entsprechende
Verteilung

n

by p(k) := <k>pk(1 _p)nk

heifit Binomialverteilung mit Parametern n und p. Es gilt:

n

EX;)) = 1-p+0-(1-p)=p = E(X):ZE(Xi):np
V(X;) = E(X})—(B(X;)?=1>-p+0°-(1—p)—p’=p(l—p)

Da die Einzelexperimente unabhéngig sind, gilt:

n

V(X)=> V(X;)=np(1-p)

i=1

67.5 Beispiel: Zufallsabhangigkeit sportlicher Resultate

Andreas und Bernd tragen ein Tischtennisturnier mit n = 1,3,5,...,2m + 1 Spielen aus. Sieger
ist, wer die meisten Einzelspiele gewinnt. Andreas gewinnt ein Einzelspiel mit Wahrscheinlichkeit
p =0,6. Wie grof} sind die Siegeschancen fiir den schlechteren Spieler Bernd?

Bernd siegt, wenn Andreas S;, < m Erfolge erzielt. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir betréigt:

P(S, <m) = bn,p(o) =+ bn,p(l) +oeee bmp(m)

= ki_o (Z)p’“(l —p)F

1
n=1 : P(Sl<0):(0>0,60 0,41 =0,4
3 0 3 3 1 2
n=3 : P(S3<1)= 0 0,6°-0,4% 4 (7 )0,6"-0,4% ~ 0,352
5 0 5 5 1 4 5 2 3
n=>5 P(S5 <2) = 0 0,6%- 0,4+ ([ )0,6%-0,4% + ) 0,62-0,4% ~ 0,317
= P(S7 < 3)~ 0,290
= P(Sy < 4) ~ 0,267

Es ist also gar nicht so unwahrscheinlich, dass der schlechtere Spieler das Turnier gewinnt.
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67.6 Die Poissonverteilung

Fiir grofie n wird das Arbeiten mit der Binomialverteilung unhandlich. Ist p klein (0 < p <0, 1),
gibt es eine gute Approximation, die Poisson- Verteilung zum Parameter A:

Ak Y

p(k):zﬁe A>0,k=0,1,2,...)

Durch Umbenennen von , Erfolg® und ,,Fehlschlag® ist die Poissonverteilung auch fiir 0,9 <p <1
anwendbar.

Man kann zeigen, dass p(k) fir A = np die Binomialverteilung b, ,(k) approximiert. Ferner hat
eine Poisson-verteilte Zufallsvariable den Erwartungswert A und die Varianz A. Generell beschreibt
die Poisson-Verteilung Ereignisse, die im zeitlichen Verlauf zufillig und unabhéngig von einander
auftreten, z.B.:

atomarer Zerfall

- das Eintreffen von Bedienwiinschen an einem Server

Anrufe in einem Call-Center

das Auftreten von Softwarefehlern in einem Programmsystem

67.7 Reales Beispiel: Der groBBe Jubildumstag

Genau in einem Jahr feiert ein grofier Betrieb seinen 100. Geburtstag. Die Direktion beschliefit, al-
len Kindern von Betriebsangehorigen, die an diesem Tag geboren werden, ein Sparkonto von 3000€
anzulegen. Da rund 730 Kinder pro Jahr geboren werden, erwartet man Auslagen von 6000€. Um
Zufallsschwankungen vorzubeugen, plant man 15.000€ ein. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit,
dass das Geld nicht reicht?

n = 730 Kinder/Jahr

p= 3% Wahrscheinlichkeit, dass Geburtstag auf Jubildumstag fillt.

= A=p-n=2

Das Geld reicht nicht, wenn k > 13?‘(?0000 = 6 Kinder geboren werden.

p(k>6) = 1-p(k<5)=1-p(0)—p(1)—...—p(5)
20 2l 2%
= lfae 7F€ 7756 z070168

Die Wahrscheinlichkeit einer unangenehmen Zufallsiiberraschung ist also gering. Man rechnet nicht
damit.

Anmerkung: Am Jubildumstag wurden 36 Kinder geboren! Die Direktion hat es also verstanden,
ihre Betriebsangehorigen auch fiir auerbetriebliche Aktivitdten zu begeistern.

67.8 Die geometrische Verteilung

Eine diskrete Zufallsvariable X, die in einem Bernoulli-Experiment angibt, wann ein Ereignis A mit
Wahrscheinlichkeit p = p(A) zum ersten Mal eintritt, die heifit geometrisch verteilt mit Parameter
p. Die entsprechende Verteilung lautet:

Px (k) = p(1 - p)**

Man kann zeigen:

E(X) = %, V(X) = 1]);21’

Die geometrische Verteilung ist wichtig in der Informatik bei der Modellierung von Wartezeiten.
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67.9 Beispiel

Wie lang muss man beim Wiirfeln warten, bis die Augenzahl 4 erstmalig auftritt?
Mit p = % betragt der Erwartungswert

und die Varianz
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68 Wichtige kontinuierliche Verteilungen

68.1 Motivation

Zufallsvariablen sind nicht immer diskret, sie kénnen oft auch jede beliebige reelle Zahl in einem
Intervall annehmen. Beispiele fiir solche , kontinuierlichen“ Zufallsvariablen sind Groéfle, Gewicht
oder Zeit. In diesen Féllen macht es wenig Sinn, die Wahrscheinlichkeit anzugeben, dass eine
Zufallsvariable einen bestimmten Wert annimmt (diese Wahrscheinlichkeit ist 0). Wir miissen
Wahrscheinlichkeiten fiir Intervalle betrachten. Hierzu sind Begriffe wie Dichten notwendig.

68.2 Definition

Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable. Existiert eine Funktion f: R — R mit

a) f(z) >0 VzeR

b) /_O:of(x) dz=1
nd

P(a<X<b):/bf(x)dx

so nennt man f(z) die Dichte von X.
Erwartungswert und Varianz von X sind definiert durch

68.3 Veranschaulichung
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68.4 Definition

Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable mit Dichte f. Dann nennt man die Stammfunktion

F(gr;):P(XSJC):/_gC f(u) du

die Verteilungsfunktion von X.

68.5 Beispiel: Kontinuierliche Gleichverteilung

Eine kontinuierliche Zufallsvariable mit Gleichverteilung auf [a, b] hat die Dichte

1
<z<
f)={p—a @=T=V
0 (sonst)
A
1] f(x)
b—a
a b i
und die Verteilungsfunktion
0 (x < a)
T—a
= <z<
Fa)={ 7% (a<w<b)
1 (x>
F
1 - j;/‘ (I)
a bz

Wir kommen nun zur wichtigsten kontinuierlichen Verteilung:

68.6 Die Standardnormalverteilung

Ist X eine kontinuierliche Zufallsvariable mit der Dichte

1 22
e 2
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so kann man P(a < X < b) mit der Stammfunktion

1 r u?
@(l‘) = \/72?/ e 2 du

Pla< X <b) =d(b) — P(a).
© nennt man normale Dichte und ® ist die Standardnormalverteilung.
y

berechnen:

A

®(x) ist nicht analytisch auswertbar, liegt aber tabelliert vor.
Eine standardnormalverteile Zufallsvariable hat Erwartungswert 0 und Varianz 1. Daher heifit sie
auch N(0,1)-verteilt.

68.7 Die allgemeine Normalverteilung

Eine kontinuierliche Zufallsvariable X geniigt einer allgemeinen Normalverteilung (N(u, o?)-
Verteilung, Gaupverteilung) mit Erwartungswert p und Varianz o2, wenn ihre Dichte gegeben

ist durch
(@) 1 7(%7»5)2
xT) = e 20
v Voo
Es gilt:
Pu—o<X<p+o) =~ 68%
Plp—20<X<pu+20) =~ 955%
Plu—30<X<pu+30) =~ 99,7%
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X —
Ist X N(u,o?)-verteilt, so ist ¥ := S N(0,1)-verteilt. Somit ist die Tabelle der Standardnor-
o

malverteilung ausreichend.

68.8 Approximation der Binomialverteilung durch die
GauBverteilung

Eine Binomialverteilung mit n Einzelexperimenten mit Wahrscheinlichkeit p kann man durch eine
GauBlverteilung mit Erwartungswert np und Standardabweichung o = y/np(1 — p) approximieren:

(Vo gyt o R (ks
bmp(k)<k)p (1 p) NQ)( np?l—p)) (I)< npil—p)>

Fliche iiber dem Intervall [k—3 ,k+3]

Diese Approximation ist gut fiir np > 5 und n(1 — p) > 5, d.h. insbesondere fiir grofie n oder
p~0,5.

68.9 Beispiel

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass in 6000 Wiirfen eine fairen Wiirfels die Sechs mindestens
1100 Mal auftritt?

1
n=6000, p=g

Wegen np = 1000 > 5 und n(1 — p) = 5000 > 5 ist die Approximation durch die Gaufiverteilung
sinnvoll.

1
po= np=06000- ;=100
15
o = np(l—p):1/6000-6-6z28,87
1100 =

1000 +3, 46 - 28, 87
~—~ ——

H o

Gesuchte Fliche

1000  1028,87 1100
uw w+o pw+3,46 -0

Die Wahrscheinlichkeit, mehr als 1100 Sechsen zu wiirfeln, ist

1— ®(3,46) =~ 0,00028
——

in Tabelle
nachschlagen
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68.10 Satz (Zentraler Grenzwertsatz)

Seien X7, X5, ... unabhéngige Zufallsvariablen, die alle die gleiche Verteilung und somit alle den
gleichen Erwartungswert u und die gleiche Varianz o2 besitzen. Ferner sei Y, := X; 4+ --- + X,

und
Y, —nu

Ly =
V/no

bezeichne die Standardisierte von Y, (vgl. 65.15).
Dann konvergiert die Verteilungsfunktion F,(z) von Z, fir n — oo gegen die Standardnormal-
verteilung ®(x).

68.11 Bemerkungen

a) Der Beweis von Satz 68.10 ist relativ aufwiindig. Siehe z.B. R. Nelson: Probability, Stochastic
Processes and Queueing Theory; Springer, New York 1995.

b) Beachte, dass die einzelnen Zufallsvariablen X; nicht normalverteilt sein miissen. Ihre Ver-
teilung kann beliebig sein!

c¢) Die Normalverteilung ist also eine sinnvolle Approximation in allen Fillen, in denen sich
eine Zufallsvariable aus vielen gleichartigen Einzeleinfliissen zusammensetzt.
Beispiel: Eine Messung wird oft wiederholt. Dann approximieren die Ergebnisse eine Gauf}-
verteilung.
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68.12 Tabelle der Standardnormalverteilung

Wahrscheinlichkeiten der folgenden vier Ereignisse:

S,—np<zo S, —np=zo IS, —nplLzo IS, —npl=zo
<I)(z) 1— fb(z) 2<b(z) - 1 2 2¢(z
0.0 500 500 0000 1.0000
0.1 540 460 .0797 9203
0.2 579 421 159 841
0.3 618 .382 236 764
0.4 .655 .345 311 .689
0.5 691 .309 383 617
0.6 726 274 451 549
0.7 758 242 516 484
0.8 .788 212 576 424
0.9 816 184 632 .368
1.0 841 159 683 317
1.1 864 136 729 271
1.2 885 (115 .770 .230
1.3 9032 0968 806 .194
1.4 9192 L0808 838 162
1.5 9332 L0668 .866 134
1.6 9452 0548 .890 110
1.7 9554 0446 9109 .0891
1.8 9641 0359 9281 0719
1.9 9713 0287 9425 0575
2.0 9772 0228 9545 .0455
2.1 9821 0179 9643 0357
2.2 9861 0139 9722 0278
2.3 9893 0107 9786 .0214
2.4 99180 .00820 9836 0164
2.5 99379 00621 9876 0124
2.6 99534 00466 99068 .00932
2.7 99653 .00347 99307 .00693
2.8 99744 00256 99489 00511
2.9 99813 00187 99627 .00373
3.0 99865 00135 99730 .00270
3.1 999032 000968 99806 00194
3.2 999313 000687 99863 00137
3.3 999517 000483 999033 000967
3.4 999663 000337 999326 000674
3.5 999767 000233 999535 .000465
3.6 999841 000159 999682 .000318
3.7 1999892 .000108 999784 000216
3.8 9999277 0000723 999855 000145
3.9 9999519 0000481 19999038 .0000962
4.0 9999683 0000317 9999367 .0000633
Die Stetigkeitskorrektur kann man beriicksichtigen, indem man die Grenzen des
schwarzen Gebiets um —21-(; ins weifle Gebiet verlegt. Wahrscheinlichkeiten fiir

z < 0 erhilt man durch Symmetrie.
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69 Multivariate Verteilungen und Summen
von Zufallsvariablen

69.1 Motivation

Manchmal m6chte man das Zusammenwirken mehrerer Zufallsvariabler X1, ..., X, studieren. Gibt
es in diesem ,,multivariaten“ Fall Aussagen iiber die gemeinsame Verteilung? Lassen sich Aussagen
iiber die Verteilung der Summe von Zufallsvariablen treffen?

69.2 Wichtige Definitionen

Mehrere Zufallsvariablen X7, ..., X, lassen sich in einem Vektor X = (X1,...,X,,)" zusammen-
fassen. Im kontinuierlichen Fall ist die resultierende Dichte eine Funktion mehrerer Variabler. Fiir
diese gemeinsame Dichte gilt:

flxz1,...,2,) >0 Vzq,...,2, € R

flay, ... xn) dey - ..o day, =1
R71

br, b
P(alSXlSthLQSXZSan-“aanSXnSbn):/ / f(xlvvxn)dxldxn
an ay
Ferner betrachtet man die multivariate Verteilungsfunktion
Ty T
F(xl,...,xn):/ / flxy, .. xy) doy .. day,
—00 —o00

Statt des Erwartungswerts betrachtet man den Erwartungswertvektor

E(X1)
n=|
E(Xn)
und fasst Varianzen und Kovarianzen zusammen zur Kovarianzmatriz
V(Xl) COV(Xl,XQ) COV(Xl,Xn)
COV(XQ,Xl) V(XQ) COV(XQ,Xn)
Cov(X,,X1) V(Xn)

Sie ist symmetrisch und positiv definit.

Die wichtigste multivariate Verteilung ist die multivariate Normalverteilung (N, (u, X)- Verteilung):
Ist X = (X1,...,X,)" ein Vektor von normalverteilten Zufallsvariablen mit Erwartungswertvek-
tor u = (E(X),...,FE(X,))" und Kovarianzmatrix ¥, dann besitzt die multivariate Normalver-
teilung die Dichte

f(.%’) _ 1 e—%(a:—,u)TZ’l(x—/:,) (.’I} c Rn)

(27)% Vdet ¥

Sie spielt z.B. eine grofe Rolle im Bereich des maschinellen Lernens.
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69.3 Beispiel

Eine Apfelbaumplantage mit gleich alten Biaumen werde durch drei normalverteilte Zufallsvaria-
blen charakterisiert:

X1: Hohe eines Baums [m] N(4,1)-verteilt
Xs:  Ertrag [1 kg] N(20,100)-verteilt
Xs3:  Zahl der Blétter [1000 Stiick] N(20,225)-verteilt

Diese Zufallsvariablen seien korreliert mit

COV(X1 5 XQ) = 9
COV(Xth) = ].2, 75
COV(X27X3) = 120
Dann liegt eine N3 (p, X)-Verteilung vor mit
4 1 9 12,75
p=1{20], %= 9 100 120
20 12,75 120 225
Kann man unter geeigneten Voraussetzungen die gemeinsame Dichte f(z1,...,2,) aus den ein-
zelnen Dichten f1(z1),. .., fn(z,) berechnen? Man kann zeigen:

69.4 Satz (Gemeinsame Dichte von unabhangigen
Zufallsvariablen)

Seien X, ..., X,, unabhéngige (!) Zufallsvariablen mit Dichten fi(x1),..., fn(zy). Dann hat X =
(X1,...,X,)" die gemeinsame Dichte

f@rsan) = filen) - falzn) (%)

Hat umgekehrt X = (Xy,...,X,)" eine gemeinsame Dichte mit Produktdarstellung (), so sind
X1,...,X, unabhéngig.

69.5 Beispiel

Zwei unabhingige Zufallsvariablen X1, X5 seien N(u1,0,2)- bzw. N(ua, 052)-verteilt. Da Unab-
héngigkeit nach 65.22 (e) Unkorreliertheit impliziert, hat die Kovarianzmatrix Diagonalgestalt:

0,2 0>
Y= 1

<0 052

L0
— 0-2
21:<(1) %

und det ¥ = 0,%0,2 liegt eine multivariate Normalverteilung fiir X = (X1, X5)" vor mit Dichte

mit

1 L1l (z1—p1)? Lot (a—ps)2 -1
Fr1,22) = W@ 2[(71 )= gzt (e p2) 022] (v£1.69.2)
192
(w1-u7)? (wg—u)?
_ 1 o 1201*21 . 1 6_%

V2moq V2mog

Dies ist gerade das Produkt der zwei Einzeldichten fi(z1) und fa(x2).

Gibt es Aussagen iiber die Dichte, wenn man die Summe zweier Zufallsvariablen betrachtet? Hierzu
benétigen wir

43



Mathematik fiir Informatiker IT - Stochastik
Multivariate Verteilungen und Summen von Zufallsvariablen

69.6 Definition
Falls fiir die Funktionen f,g : R — R das Integral
(Fra)@)i= [ fa=u)g) dy

existiert, so nennen wir f * g die Faltung von f und g (engl.: convolution).

69.7 Satz (Summe unabhéangiger kontinuierlicher
Zufallsvariabler)

Seien X7, X5 unabhéngige kontinuierliche Zufallsvariablen mit Dichten fi, fo. Dann hat X; + X5
die Dichte f1 * fg.

Beweis: Mit B := {(z1,z2) | 21 + 22 < s} ergibt sich fiir die Verteilung von X; + Xo:

P(X14+ X, <s)= //B fi(x1) - fo(z2) day dao

unabhéngig

Mit der Substitution u := z1 + x5 folgt:

P(X; + X5 < 5) =/; (/o:ofl(u—xg)fz(arg) d@)du

(f1f2)(u)

Hiermit lasst sich beweisen:

69.8 Satz (Summe unabhéngiger normalverteilter
Zufallsvariabler)

Seien X7, X, unabhiingige kontinuierliche Zufallsvariablen mit N(uy,0,2%)- bzw. N(uz, 042)-Ver-
teilung. Dann ist X = X7 + Xo N(u1 + p2, 0,2 + 052)-verteilt.

Auch im Fall diskreter Zufallsvariabler gibt es vergleichbare Aussagen zu 69.6 - 69.8:

69.9 Definition

Fi f = (fi)icz, 9 = (9i)icz definiert man die diskrete Faltung von f und g durch

(fx9)i:=> fijg

JEZ

69.10 Satz (Summe unabhédngiger diskreter Zufallsvariabler)

Seien X1, X2 unabhéngige diskrete Zufallsvariablen mit Verteilungen Py, , P,,. Dann hat X; + X5
die Verteilung P, * P,,, wobei * die diskrete Faltung bezeichnet.
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69.11 Satz (Summe unabhidngiger Poisson-verteilter
Zufallsvariabler)

Seien X7, X5 unabhiingige diskrete Zufallsvariablen, die einer Poisson-Verteilung mit Parameter
A1 bzw. Ao geniigen (kurz: P(A1)-, P(A2)-verteilt). Dann ist X7 + Xo P(A\1 4+ \o)-verteilt.

69.12 Beispiel

Beim radioaktiven Zerfall einer Substanz werden ionisierende Teilchen frei. Mit einem Geiger-
Miiller-Z&hlrohr z&hlt man die innerhalb einer Minute eintreffenden Teilchen. Sie sind Poisson-
verteilt. Hat man zwei radioaktive Substanzen mit Poisson-Verteilung P(A1) bzw. P(\2), so geniigt
die Gesamtheit der pro Zeitintervall produzierten Teilchen einer P(A; 4+ Ay)-Verteilung.
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70 Parameterschatzung und
Konfidenzintervalle

70.1 Motivation

Bisher sind wir stets von theoretischen Modellen (z.B. ,fairer Wiirfel*) ausgegangen, die erlauben,
Parameter wie Erwartungswert oder Varianz einer Verteilung exakt zu berechnen. In vielen realen
Situationen kennt man jedoch nur den Verteilungstyp und muss auf Grund von Stichproben die
Parameter schitzen. Wie geht man dabei vor?

Die geschétzten Parameter sind im Allgemeinen Fehler behaftet. Lésst sich ein Vertrauensintervall
angeben, innerhalb dessen ein Parameter mit einer vorgegebenen Sicherheit liegt?

70.2 Definition

Gegeben seien n Beobachtungswerte 1, ..., x, eines Zufallsexperiments.
Dann nennen wir (z1,...,2,)" Stichprobe vom Umfang n. Die einzelnen x; heiBen Stichproben-
werte.

70.3 Beispiel

In einer Kiste befinden sich 10.000 Schrauben. Ein Teil davon ist fehlerhaft. Fiir eine Stichpro-
be werden 100 Schrauben entnommen. Die Zufallsvariable X; beschreibt den Zustand der i-ten
entnommenen Schraube:

Xi(w) 0 falls i-te Schraube in Ordnung
W) =
1 falls i-te Schraube fehlerhaft

Eine konkrete Realisierung des Zufallsvektors (X1, ..., X100) " liefere eine Stichprobe
(z1,...,7100)" =(0,1,0,0,1,0,...,1,0)".

So wie wir bei den Zufallsvariablen Parameter wie Erwartungswert oder Varianz bestimmt haben,
konnen wir auch fiir Stichproben entsprechende Kerngréfien definieren:

70.4 Definition

Fiir eine Stichprobe (z1,...,2,)" definiert man:

- den Mittelwert (arithmetisches Mittel) durch:
~ 1 n
xTr = E ; xX;

- die Varianz durch:

1
2 . _ =2
s.—n_lé (x; — )

- die Standardabweichung durch:
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70.5 Bemerkungen

a) Man kann zeigen, dass der Mittelwert Z und die Varianz s?

proximationen an den Erwartungswert p und die Varianz o

einer Stichprobe geeignete Ap-

2 einer Zufallsvariablen sind.

b) Die Tatsache, dass im Nenner von s? die Grole n — 1 statt n steht, hat tiefere theoretische
Griinde, auf die wir hier nicht eingehen (siehe z.B. Hartmann, Satz 21.9).

c) Ahnlich zum Verschiebungssatz 65.12 gibt es eine hiufig benutzte Formel zum Berechnen
der Varianz einer Stichprobe:

1 n
2 _ 2 )
5 _n—1<;_1$i —nac)

Beweis:

n n

@i-2? = ) (¢ — 22z + 77

i=1 =1

n n
= E % -2z E x; +nz?
i=1 i=1

——

nT

n
= E xiZ—ns’UZ
i=1

70.6 Beispiel

Bei einer Wahlumfrage geben 400 von 1000 Personen an, Partei A wéhlen zu wollen. Das Umfra-
geinstitut prognostiziert auf Grund dieser Stichprobe einen Wahlausgang mit 40% aller Stimmen
fiir Partei A.

70.7 Konfidenzintervalle

In Beispiel 70.6 werden verschiedene Stichproben zu unterschiedlichen Resultaten fithren, die wie-
derrum i.A. vom tatséchlichen Wahlausgang abweichen.

Konnen wir statt eines einzelnen Werts p = 0, 4 ein Vertrauensintervall (Konfidenzintervall) [py, po]
angeben, innerhalb dessen das Endresultat mit einer angegebenen Wahrscheinlichkeit (Konfidenz-
niveau) von z.B. 95% liegt?

70.8 Beispiel: Wahlumfrage aus 70.6

Wir gehen von einer Binomialverteilung aus und schétzen p durch p = % = 0,4 ab. Sei
R 1000
- 1 Befragte/r z wihlt A . and X = Z X,
0 Befragte/r i wihlt A nicht p
Dann gilt nach 67.4 mit n = 1000 und p = 0, 4:
p = EX)=n-p=400
0 = V(X)=np(l—p) =240 = o ~ 15,49
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Wegen n - p = 400 > 5 und n(1 — p) = 600 > 5 konnen wir fiir X auch eine Normalverteilung mit
=400 und o = 15,49 annehmen. Wir suchen ein Intervall [ — ro, p+ ro], innerhalb dessen das
Integral {iber die Dichtefunktion den Wert 0,95 annimmt:

95% der Gesamtflache 1

Man findet:

$(1,96) ~ 0,975

Somit ist aus Symmetriegriinden
1,96

1 / _u?
— e 2 du=0,95
V2m J_1,96

Somit ist r = 1, 96.
Damit ergibt sich das Konvidenzintervall
[0 —ro, u+ro] = 1400 — 1,96 - 15,49;400 + 1,96 - 15,49] ~ [369, 6; 430, 4]

Bei einem Konfidenzniveau von 95% erzielt Partei A also zwischen 36,96% und 43,04% der Stim-
men. Mochte man ein kleineres Konfidenzintervall, muss man mehr Personen befragen.

70.9 Beispiel: Uberbuchung eines Flugzeugs

Ein Flugzeug hat 200 Sitze. Wie viele Reservierungen diirfen angenommen werden, wenn erfah-
rungsgeméf 5% aller Passagiere nicht erscheinen? Die Fluggesellschaft ist bereit, in 1 von 50 Féllen
in Verlegenheit zu geraten.

Sei n die Anzahl der Reservierungen und X die Anzahl der tatséchlich erscheinenden Passagiere.
Legt man eine Binomialverteilung zu Grunde mit p = 0,95, gilt:

p = EX)=n-p=0,95-n
o = np(l—p)~0,0475n = 0 = 0,2179v/n
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Der Tabelle der Standardnormalverteilung entnimmt man:

1
P(2,05) ~ 0,98 =1— —
(2,05) ~0, 50

Fordert man '
w4 2,050 <200

ergibt sich:
0,951 + 2,05 - 0,2179/n < 200

Substituiert man y = y/n erhilt man eine quadratische Gleichung in y. Als Losung fiir n ergibt
sich n = 217, 5. D.h. man darf 217 Reservierungen annehmen.

Bemerkung: Die Approximation durch die Normalverteilung war gerechtfertigt wegen np > 5
und n(1 — p) > 5.
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71 Hypothesentests

71.1 Motivation

Bei Hypothesentests mochte man eine gewisse Annahme iiber eine Zufallsvariable darauf hin {iber-
priifen, ob sie korrekt ist. Beispiele:

- Ist eine Miinze fair (p = 3)?
- Sind die Rechner von Hersteller A zuverldssiger als von Hersteller B?

Ein statistisches Experiment soll uns dabei eine Entscheidung mit einer vorgegebenen Irrtumswahr-
scheinlichkeit ermdglichen. Gegeniiber den Verfahren aus Kapitel 70 kann man in den Rechnungen
die Hypothese mit verwenden, hat also mehr in der Hand.

71.2 Parametertest am Beispiel eines Miinzexperiments

Wir beobachten das Ereignis A = ,,Miinze zeigt Kopf“ und wollen die Hypothese pg = p(4) = %
iiberpriifen. Hierzu fithren wir 200 Miinzwiirfe durch:
P 1 (Miinze zeigt Kopf beim i-ten Wurf)
"7 10 (Miinze zeigt Zahl beim i-ten Wurf)
200
Wie weit darf Spgg := in sich vom Erwartungswert 100 unterscheiden, damit wir mit einer

i=1
Irrtumswahrscheinlichkeit von a = 0,05 (Signifikanzniveau von 1 — a = 0,95) die Hypothese
po = 3 nicht ablehnen?

Nicht-Ablehnungsbereich

|
|
|
|
|
|
|
|
|
1

n—co % n—+ co
“z

Ablehnungsbereiche

Wir legen eine Binomialverteilung mit n = 200, p = 0,5 zu Grunde, die wir durch eine Normal-
verteilung mit p = np = 100, o = \/np(1 —p) = V50 ~ 7,07 approximieren.

Wegen ®(1,96) ~ 0,975 ist ¢ = 1,96 fiir « = 0,05. Tritt bei 200 Wiirfen eine Kopfzahl S,, aufler-
halb des Intervalls [u — co, 1 + co] = [86, 1; 113, 6] auf, lehnt man die Hypothese pg = % auf einem
Signifikanzniveau von 0,95 ab. Andernfalls lehnt man sie nicht ab.

71.3 Bemerkungen

a) Eine Hypothese an einen Parameter (etwa py = %) nennt man auch Nullhypothese Hy, die
Gegenannahme (etwa p # 3) ist die Gegenhypothese Hj.

b) Bei Hypothesentests konnen zwei Arten von Fehlern auftreten:
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- Fehler 1. Art: Hypothese wird abgelehnt, obwohl sie richtig ist (wird durch die Irrtums-
wahrscheinlichkeit o beschrieben).

- Fehler 2. Art: Hypothese wird nicht abgelehnt, obwohl sie falsch ist. Dieser Fehler kann
insbesondere fiir kleines « sehr grof3 werden.

71.4 Der \*-Test (Chi-Quadrat-Test)

Der y2-Test ist einer der wichtigstens Tests. Er wird bei folgendem Problem angewandt:

Ein Versuch habe m mogliche Ausgéinge. Wir testen die Hypothese Hg, dass die Resultate mit
vorgegebenen Wahrscheinlichkeiten py, ..., p,, auftreten.

Trifft Hy zu, erwarten wir bei n Versuchen als Hiufigkeit fiir die einzelnen Ausgénge: np1,.. ., npm.
In Wirklichkeit werden die Haufigkeiten X7,...,X,, beobachtet. Als Maf} fiir die Abweichung
zwischen X; und np;, i = 1,...,m verwendet man

m

9 (X; — np;)?
W= )

i=1

Ist %2 ,,zu groB“, wird man Hy ablehnen.
Um zu beurteilen, was ,,zu gro“ bedeutet, ist es sinnvoll den Erwartungswert von x? zu kennen.
Ist jedes X; by, p-verteilt, gilt

V(Xi) = E((Xi —npi)®) = npi(1 — p;)
und aus der Linearitéit des Erwartungswerts folgt:

S L B(X - ) =Y n;npi(l - pi)

no;
=1 i i=1

m n

= Zl—Zpi:mfl
i=1 i=1

E(X*)

bezeichnet die Freiheitsgrade der x2-Verteilung, d.h. m — 1 der p;, i = 1,...,m sind
frei wihlbar. Es gilt also

’u:EW%:f

Der typische Verlauf einer y2-Verteilung sieht folgendermafen aus:

Ablehnung

Fléchenanteil o

;o

Fiir einen gegebenen Freiheitsgrad f und eine Irrtumswahrscheinlichkeit « ist die x f2—Vertei1ung
tabelliert.

Man nimmt Hy an, falls der berechnete x?-Wert < § ist.

Man lehnt Hg ab, falls der berechnete x?-Wert > § ist.
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71.5 Beispiel

Wir wollen mit 120 Wiirfen nachpriifen, ob ein Wiirfel , fair® ist, d.h. alle Augenzahlen sind gleich
wahrscheinlich sind:

1
b1 =-"=D6 = G

Als Ergebnis erhalten wir:
Augenzahl i ‘ 1 2 3 4 5 6

beobachtete Héufigkeit X; | 15 21 25 19 14 26
erwartete Héufigkeit np; 20 20 20 20 20 20

Wir erhalten: ) ) )
15— 20 21 — 20 26 — 20
s (5202 @L-20 | (@6-207

~ 6,2
20 20 20 6,

Geben wir eine Irrtumswahrscheinlichkeit von o = 0,1 vor, so findet man in einer Tabelle fiir
f =06—1=75 Freiheitsgrade:

p(xs” <9,24) = 0,9
N~ ~—~
) 11—«

Wegen x? = 6,2 < 9,24 = § akzeptieren wir die Hypothese Hy, dass alle Augenzahlen gleich
wahrscheinlich sind.

71.6 Bemerkung

Mochte man eine N(u, 0?)-Verteilung mit dem x2-Test fiir ein gegebenes u, o2 verifizieren, teilt
man in m (z.B. gleich wahrscheinliche) Klassen ein:

Beispiel: m = 3 Klassen

| |
| |
| |
| |
1 1

Dann iiberpriift man, ob die experimentell ermittelten Haufigkeiten in jeder Klasse das y2-Krite-
rium zu einer vorgegebenen Irrtumswahrscheinlichkeit o und f = m — 1 Freiheitsgraden erfiillen.
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71.7 Schranken fiir y? bei f Freiheitsgraden

AP 099 0975 0,95 0,90 0,10 0,05 0,025 0,01
1 0,00016 0,00098 0,00393 0,01579 2,70554 3,84146 5,02389 6,63490
2 0,00201 0,00506 0,10259 0,21072 4,60517 5,99147 1,37776 9,21034
3 0,11483 0,21580 0,35185 0,58438 6,25139 7,81473 9,34840 11,3449
4 0,29711 0,48442 0,71072 1,06362 7,77944 9,48773 11,1433 13,2767
5 0,55430 0,83121 1,14548 1,61031 9,23635 11,0705 12,8325 15,0863
6 0,87209 1,23735 1,63539 2,20413 10,6446 12,5916 14,4494 16,8119
7 1,23904 1,68987 2,16735 2,83311 12,0170 14,0671 16,0128 18,4753
8 1,64648 2,17973 2,73264 3,48954 13,3616 15,5073 17,5346 20,0902
9 2,08781 2,70039 3,32511 4,16816 14,6837 16,9190 19,0228 21,6660

10 2,55821 3,24697 3,94030 4,86518 15,9871 18,3070 20,4831 23,2093

11 3,0535 3,8158 4,5748 5,5778 17,275 19,675 21,920 24,735

12 3,5706 4,4038 5,2260 6,3038 18,549 21,026 23,337 26,217

13 4,1069 5,0087 5,8919 7,0415 19,812 22,362 24,736 27,688

14 4,6604 5,6287 6,5706 7,7895 21,064 23,685 26,119 29,143

15 5,2294 6,2621 7,2604 8,5468 22,307 24,996 27,488 30,578

16 5,812 6,908 7,962 9,312 23,54 26,30 28,85 32,00

17 6,408 7,564 8,672 10,09 4,77 27,59 30,19 33,41

18 7,015 8,231 9,390 10,86 25,99 28,87 31,53 34,81

19 7,633 8,907 10,12 1,65 27, 30,14 32,85 36,19

20 8,260 9,591 10,85 12,44 28,41 31,41 34,17 37,57

21 8,897 10,28 L1,59 13,24 29,62 32,67 35,48 38,93

2 9542 1098 1234 14.04 3081 3392 3678 1029

23 10,20 11,69 13,09 14,85 32,00 35,17 38,08 41,64

24 10,86 12,40 13,85 15,66 33,20 36,42 39,36 42,98

25 11,52 13,12 14,61 16,47 34,38 37,65 40,65 44,31

26 12,20 13,84 15,38 17,29 35,56 38,89 41,92 45,64

27 12,88 14,57 16,15 18,11 36,74 40,11 43,19 46,96

28 13,56 15,31 16,93 18,94 37,92 41,34 44,46 48,28

29 14,26 16,05 17,71 19,77 39,09 42,56 45,72 49,59

30 14,95 16,79 18,49 20,60 40,26 43,77 46,98 50,89

Erlduterung der Tafel. Z.B. die 5. Zeile der Tafel bedeutet: Bei 5 Freiheitsgraden ist
P (X% 215,0863) = 0,01.

P(X? 2 0,5543) = 0,99,

P(X*20,83121)=0975, ...,
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72 Methode der kleinsten Quadrate

72.1 Problemstellung

In einem Experiment interessiert man sich fiir die Beziehung zwischen zwei Variablen x und y.
Hierzu hat man viele Wertepaare (21, 1), - .., (Tn, yn) gemessen. Die Messungen kénnen Fehler in
Form von statistischen Fluktuationen enthalten. Man mo6chte nun die Beziehung zwischen x und
y durch ein einfaches Polynom

y=flx)=> apa""
k=1

approximieren (z.B. m = 2: Gerade, m = 3: Parabel) und sucht die ,optimalen“ Koeflizienten
A1y ey Q.

Yy Yy 4 |

72.2 Methode der kleinsten Quadrate

Jede der n Messungen (x;,y;) beschreibt eine lineare Gleichung fiir die Unbekannten ay, ..., ay,:
ay +agry + -+ apz," =y
ai + agxy + -+ aml'nmil = Yn

Im Allgemeinen hat man sehr viel mehr Gleichungen als Unbekannte (n > m), und das lineare
Gleichungssystem

m—1
1 T Ty al Y1
m—1
1 z, ... =z, A, UYn
——r
MERTLX7YL (le]R"" yeRn

ist inkonsistent, d.h. einzelne Gleichungen widersprechen sich. Beispielsweise kann man nicht er-
warten, dass 50 Messwerte exakt auf einer Geraden liegen (n = 50, m = 2).
Da Ma = y nicht exakt losbar ist, sucht man statt dessen eine ,,Losung” a*, die den quadratischen

Fehler
m 2 m
|Ma—y|2:<2akx1k1—y1> +...+<Zakxnk_1—yn>
k=1 k=1

2
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minimiert.
Die Koeffizienten ay, ..., an bestimmen dann die Ausgleichskurve (Regressionskurve)

m

Yy = g ag k=t
k=1

72.3 Minimierung des quadratischen Fehlers
Wir suchen das Minimum der Funktion
flai,...,am) = |Ma—y|®>=(Ma-1y)" (Ma—1y)
= (a'M" —y")(Ma—y)
= a M"Ma—a " MTy—y Ma+y'y
—
aTMTy
= a' M"Ma—2a"MTy+y'y

Notwendige Bedingung:

of
30,1
|
Oivaf;: : — MTMCL—I— aTMTM —QMTy
' ——
of MT Ma,
aam da MM symmetrisch

= 2M"Ma—-2M"y

Die Losung a* 16st also die so genannte Normalengleichung

| M7 Ma=MTy|
Dies ist ein System aus m Gleichungen mit m Unbekannten ai,...,am,. Ist M T M invertierbar,
gilt:
a* — (MTM)flMTy
Man nennt

Mt = (MTM)TMT

die Pseudoinverse (Moore-Penrose-Inverse) der (nicht invertierbaren!) n x m-Matrix M.

72.4 Bemerkungen

a) a* ist tatsichlich ein Minimum:

Die Hesse-Matrix H, f = 2M T M ist positiv semidefinit:
' 2M "Mz =2(Mz)" Mz =2|Mz|> >0 VYzeR™

Da M T M invertierbar sein soll, ist H, f sogar positiv definit. Nach 57.5 folgt also: a* ist
Minimum.

b) Man kann zeigen, dass M ' M invertierbar ist, falls rang(M) = m, d.h. es gibt m der n
Gleichungen des Systems Ma = y, die linear unabhéingig sind.

¢) Wir haben also am Beispiel der Ausgleichsrechnung ein allgemeines Verfahren hergeleitet,
um ein iiberbestimmtes (und i.A. inkonsistentes) Gleichungssystem zu ,,16sen*:
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72.5 Satz (Pseudolésung iiberbestimmter Gleichungssysteme)

Sein >m, A€ R, rang(A) =m und b € R™. Falls das iiberbestimmte lineare Gleichungssys-

tem
Ax =10

inkonsistent ist, ist es nicht exakt l6sbar. Es gibt jedoch eine eindeutig bestimmte Pseudoldsung
x*, die den quadratischen Fehler |Az — b|? minimiert:

¥ =ATb

mit der Pseudoinversen AT = (AT A)~1AT.

72.6 Bemerkung

Pseudolésungen spielen auch in der Informatik eine groie Rolle. Uberbestimmte Gleichungssysteme
treten z.B. bei der Suche in Internetdatenbanken auf (— Prof. Weikum: Informationssysteme).

72.7 Beispiel

Bestimme mit der Methode der kleinsten Quadrate die Regressionsgerade durch die 4 Punkte
(0,1),(1,3),(2,4), (3,4).

Losung: Wir suchen die Koeffizienten a;, as der Geradengleichung
Yy = a1 + azx

Hierzu haben wir 4 Bestimmungsgleichungen:

a; -+ 0'(12 =1
ar + 1'(12 = 3
a; + 2'@2 = 4
ai + 3-aa = 4

Das iiberbestimmte Gleichungssystem lautet: Ma = y mit

10 1
_11 [ a1 _3
M=11 ’“_(ag)’y_ 4

13 4
10
s (11111 1]| (46
:>MM_<0123> 12 _(6 14
13

(MTM)~! existiert, da det(M " M) =4-14 — 6 -6 = 20 # 0.
Nach kurzer Rechnung erhélt man:

oo =5 (% )
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Damit lautet die Pseudolésung von Ma = y:

a*:<“1> = (MTM)'MTy

_ 1L /7 =3\ /1
o 10\=-3 2 /\o

= w5 )

Die Ausgleichsgerade ist somit y = 1,5 + .
Yy oy
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73 Robuste Statistik

73.1 Motivation

Will man aus realen Daten statistische Parameter schétzen (z.B. arithmetisches Mittel als Schétzer
fiir Erwartungswert; Parameter einer Regressionskurve), kann es sein, dass das Ergebnis auf Grund
von Ausreiflern stark verfalscht wird.

Beispiel: 9 Studierende bendtigen 10 Semester fiir ihr Studium, einer benéttigt 40 Semester. Das
arithmetische Mittel liefert eine mittlere Studiendauer von 13 Semestern. Sie ist jedoch nicht
reprasentativ fiir die Mehrzahl der Studierenden.

Gibt es statistische Verfahren, die robuster gegeniiber Ausreiflern sind?

73.2 Median

Sei X eine Zufallsvariable. Dann nennt man jede Zahl p,,, mit P(X > pp,) > % und P(X < pi,) >
% einen Median von X.

Veranschaulichung fiir kontinuierliche Zufallsvariable mit Dichte f:

Flédche 0,5 Fléche 0,5

fhm

Fiir die Verteilungsfunktion F' gilt: F () = 3.

73.3 Bemerkungen

a) Nicht immer gibt es einen eindeutigen Median. Gibt es ein Intervall [a, b] mit P(X < a) = %

und P(X > b) = 3, ist jede Zahl aus [a,b] ein Median:

[ V)

Flache 0,5 Fléche 0,5

b) LA. stimmen Median und Erwartungswert nicht iiberein.
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73.4 Empirischer Median

Hat man 2k 4+ 1 der Grofle nach geordnete Messwerte
r1 Sxe < - < Togy

dann nennt man fi,, := xx41 den (empirischen) Median.
Es sind 50% der Daten > fi,,, und 50% sind < fi,,.
Bei einer geraden Anzahl von Messungen

1 S <o <o

gilt fiir jedes i € [zg,zk41]: > 50% der Daten sind > i und > 50% sind < ji. Man definiert in
diesem Fall:

1
fim = 5 (@ + Tp1)

als ,den“ empirischen Median.

73.5 Beispiele

a) Der Median der Studiendauer aus 73.1 betréigt 10 Semester. Der Ausreiler mit 40 Semestern
hat somit keinen Einfluss auf den Median.

b) In der Bildverarbeitung ersetzt der Medianfilter einen Grauwert durch seinen Median inner-
halb einer (2k + 1) x (2k + 1)-Maske:

32| 17 | 24
35 | 251 | 21
12| 24 | 25

Ordnen der Grauwerte:
12<17<21 <24 <24<25<32<35<251
Me(Tlian

Der Grauwert 251 (Ausreifier) wird durch den Median 24 ersetzt. Medianfilter sind robust
gegeniiber Ausreiflern (Impulsrauschen) und erhalten Kanten.

73.6 M-Schatzer

Seien 1,...,2, Messwerte und ¥ : [0,00) — R eine monoton wachsende Straffunktion (engl.:
penaliser). Dann nennt man dasjenige u, das

n

E(X) =Y Wl — i)

i=1

minimiert, den M-Schditzer von x1,...,T,.

73.7 Beispiele

a) Beliebt ist die Familie ¥(s) = s” mit p > 0.
Man kann zeigen:
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i) p = 2 liefert das arithmetische Mittel Z. Es minimiert die quadratische Abstandssumme

n

B(X) =Y (@, — 2

i=1

ii) p =1 liefert den Median fi. Er minimiert die Abstandssumme
n
E(X) = [ai — al
i=1

ili) p — 0 liefert als Minimierer die Modalwerte (Maxima des Histogramms).
max{x;} + min{z;}
5 .

iv) p — oo ergibt den Midrange

Kleinere Werte fiir p liefern robustere M-Schétzer, da Ausreiler z;, fir die ¥(|z — z;]) =

|z — x;|P grof wird, weniger stark eingehen.
b) Eine andere Straffunktion, die robuster als die iibliche quadratische Straffunktion ¥(s) = s?

ist, ist z.B. die Lorentz-Straffunktion

U(s) =In(l+ %sz)

robuster gegeniiber Ausreiflern
7 W (s) =In(1+ 357%)
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74 Fehlerfortpflanzung

74.1 Motivation

Es werden zwei physikalische Groflen  und y mehrmals gemessen. Man erhélt als Mittelwert Z, y
und als (empirische) Standardabweichung s, s, (vgl. 70.4). Nun will man hieraus eine neue Grofle
z = f(x,y) berechnen. Als Schétzer fiir den Erwartungswert verwendet man z := f(Z, ).

Wie gehen jedoch die Messfehler s,, s, in die Standardabweichung s, ein? Man kann zeigen:

74.2 Satz (Fehlerfortpflanzungsgesetz von Gaul3)

Schéitzt man aus zwei fehlerbehafteten Groflen z,y mit Mittelwert Z,§ und Standardabweichung
Sz, Sy eine neue GroBle z = f(x,y), so ist der Schétzer fiir ihren Erwartungswert gegeben durch

Z= f(.f,j])

Fiir die Varianz von z gilt:

AN of\*
2 2 2
SZ:(B&L‘) 28$+<3y 73y
Beweisidee: Taylorentwicklung.
74.3 Beispiel
Zwei Widerstéinde R;, Ry werden mehrmals gemessen:
Ry = 100(Ohm) sg, =0,8 (Schreibweise: Ry = 100+ 0,8)
Ry = 200 Sp, =1 (Ry =200+1)
Wie grof} sind Gesamtwiderstand und Fehler in Parallelschaltung?
1 1 1 Ry + Ry R Ry
R R1 * R2 R1R2 Rl + R2

_ R R, 100 - 200
R = 2172 _ ~ 66, 67
Ry + Ry 100 + 200 ’

OR  (Ri+Ry)Ry—RiRy Ry OR | 0 a4
OR, N (R1+R2)2 n (Rl +R2)2 OR, RN ’
IR _ R? IR o1
ORy ~ (Ry+ Ry)? Ry |5
o = J(ORN| e (9BNT|, s

R — 8R1 A R, (9R2 B Ro

= 1/0,442.0,82 40,113 -12 = 0,37

R = R+sp~66,67+0,37
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75 Markowketten

75.1 Motivation

Der Zustand eines Systems zur Zeit n € IN werde durch eine Zufallsvariable X, beschrieben und
soll nur von X,,_; abhéngen (nicht jedoch von fritheren Zusténden X,,_o, X,,—3,...). Wir mochten
das zeitliche Verhalten dieses Systems studieren, insbesondere das Langzeitverhalten fiir n — oo.
Prozesse dieser Art sind in der Informatik z.B. bei der Untersuchung der Auslastung von Servern
wichtig (Warteschlangenmodelle).

75.2 Definition

Ein stochastischer Prozess ist eine Familie (X;) von Zufallsvariablen mit ¢ € R oder t € IN. Wir
denken dabei an t als Zeitparameter, der kontinuierlich oder diskret ist.

Ein diskreter stochastischer Prozess (X,,),n € IN heifit Markowkette, wenn die Verteilung von X,
bei gegebenem X,,_; nicht von den fritheren Verteilungen Xy, k < n — 1 abhéngt:

P(Xn - in | Xn—l - in—th—Q - in—27 .. ) = P(Xn = Zn ‘ Xn—l - irb—l)-

Bemerkung: Wichtig sind insbesondere Markowketten, die nur endlich viele Zustédnde annehmen:

P(X,e{l,....k})=1.

75.3 Beispiel mit Definitionen

Jedes Jahr ziehen 10 % der Bevolkerung auflerhalb Kaliforniens nach Kalifornien und 20% der
Bevolkerung Kaliforniens zieht aus.
Eine Person befindet sich im Jahr n — 1 in einem von zwei Zustédnden:

X {1 (Person wohnt in Kalifornien)
n—1 =

2 (Person wohnt nicht in Kalifornien)

Der Zustand im Jahr n lisst sich dann durch ein graphisches Modell mit Ubergangswahrschein-
lichkeiten beschreiben:
0,1
///’\*—11 = > ';/,i\‘\
4 \.\
\1\\7‘/! - 5 11‘7//
0,2

Sei p;; die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand j zur Zeit n — 1 in den Zustand ¢ zur Zeit n
iibergeht (z.B. pfy, =0,1)

Wir definieren die Matriz der Ubergangswahrscheinlichkeiten (Ubergangsmatrix) durch

M, = (p};) € R*** (bei k Zustéinden)
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Im Beispiel:

0,8 0,1
Mn = (072 0,9)

Die Verteilung von X,, auf die Zusténde 1,...,k werde durch einen Vektor u,, € R* beschrieben:
U,
Up = e R*
unk

Dann berechnet sich u,, aus u,,_, durch:

Up = My up_1

Sind im Beispiel zur Zeit n — 1 60% der Bevélkerung auflerhalb Kaliforniens, gilt:
0,4
0,6
o — 0,8 0,1\ (0,4\ /0,38
T \0,2 0,9/\0,6/ \0,62

Im Jahr n leben also 62% auflerhalb Kaliforniens.

Un—1

75.4 Definition

Eine Markowkette (X,,) heiBt homogen oder Kette mit stationdren Ubergangswahrscheinlichkeiten,
wenn die Ubergangsmatrix M,, unabhingig von der Zeit n ist:

M, =M VneN.

75.5 Bemerkungen

a) Beispiel 75.3 beschreibt eine homogene Markowkette.

b) Wir nennen eine Matrix A = (a;;) € R¥** eine stochastische Matriz, wenn alle Eintriige
nichtnegativ sind und alle Spaltensummen 1 sind:

al-j20 Vi,je{l,‘..,k}

Zaijil VJG{].,,]C}
i=1

Ubergangsmatrizen sind Beispiele fiir stochastische Matrizen.

c) In der Stochastikliteratur werden oft Zeilenvektoren u,, betrachtet und man definiert p7; als
die Ubergangswahrscheinlichkeit von Zustand 4 nach Zustand j. Dann ist

Up, = Up—1 M,

und stochastische Matrizen haben Zeilensumme 1.
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75.6 Zustandsbeschreibung endlicher homogener Markowketten

absorbiert - Q
transuent — W l
Q O rekurrent

perlodlsch

olte

Definition: Sei (X,,) eine endliche homogene Markowkette. Ein Zustand ¢ heifit

a) transient, wenn P(X,, #iVm >n| X, =14) >0
(kann verlassen werden).

b) rekurrent, wenn P(X,, #iVm >n | X, =1) =0
(mit Wahrscheinlichkeit 1 kehren wir zuriick).

c¢) periodisch mit Periode [, wenn P(X,; =14 | X, =1i) = 1.
Eine Menge I von Zustidnden heifit absorbierend, wenn
PX,p1€l|X,el)=1

Um das Zeitverhalten von Markowketten zu verstehen, miissen wir stochastische Matrizen néher
untersuchen.

75.7 Satz (Eigenwerte stochastischer Matrizen)
Sei M = (p;;) € RF** eine stochastische Matrix. Dann gilt:

a) A =1 ist Eigenwert von M.

b) |\ <1 fiir alle Eigenwerte A von M und M.

¢) A =1 ist einziger Eigenwert von M " mit |[A| = 1, falls min p;; > 0.
j

Bemerkung: Aussage 75.7 (c) gilt auch fiir M statt M .

Beweis:
a) Ist M stochastisch, so hat A = M " Zeilensumme 1.
1 >_ai 1

1 J 1
=Al . | = : =

o S|
J
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Somit ist A = 1 Eigenwert von A zum Eigenvektor

b) Betrachte die Spaltensummennorm

k
| M]]s = max <Z pml) =1

i=1
Dann gilt nach Satz 50.8 fiir jeden Eigenwert A von M:
Al < [IM]]s = 1.
Fiir M7 betrachtet man die Zeilensummennorm.
¢) Nach dem Satz von Gerschgorin (50.10) gibt es zu jedem Eigenwert A von M " = (a;;).
k
A= pii| < Z |aij| =1—pi
j=1
J#i

Also liegt A in dem Kreis mit Mittelpunkt p;; und Radius 1—p;;. Er beriihrt den Einheitskreis
von innen in (1,0):

TN

\

[,
N

~_] 7
Aus || =1 folgt somit: X\ = 1.
75.8 Bedeutung des Eigenwerts \ =1

Wir interessieren uns fiir das Verhalten einer endlichen homogenen Markowkette (X,,) fiir n — oo.
Fiir einen Anfangszustand v und eine Ubergangsmatrix M = (p;;) gilt:

u;y = MUQ
Ug = MU1 = MQU,O
U, = Mm"ug

Ist ug Eigenvektor von M zum Eigenwert \ = 1 gilt:
Uy = M"ug = Nug =ug VnelN
d.h. der Zustand ug ist stabil.

Dariiber hinaus kann man Folgendes zeigen:
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75.9 Satz (Potenzen stochastischer Matrizen)

Sei M eine stochastische Matrix. Genau dann existiert lim M"™, wenn 1 der einzige Eigenwert

n—oo

von M mit Betrag 1 ist.

Beweis einer Richtung: Wir zeigen:

Sei A ein Eigenwert von M mit |[A| = 1. Falls lim M™" existiert, ist 1 einziger Eigenwert von M
n— oo

mit Betrag 1.
Sei v # 0 ein Eigenvektor von M zum Eigenwert A mit |A| = 1:
Mv=XMv=M'v=AN"v VnelN

Wiirde lim M™ existieren, hitten wir

( lim M") v= lim (M"v) = lim (\"v) = ( lim )\”) v
———
=
Also wiirde auch p := lim A" existieren. Dann wére auch

n—oo

p= lim X" =X lim \"=\-pu

n—oo n—oo

Wegen |A| = 1 ist natiirlich auch |A"| = 1 und somit auch |u| =1 # 0.
Aus p = A\ folgt damit A = 1.

75.10 Gegenbeispiel

Wir betrachten eine stochastische Matrix, die Eigenwert A mit |A] = 1 besitzt, aber A # 1 sein
kann:

0 1
M= € RF*#
S
1 0
beschreibt eine zyklische Vertauschung.
Sei a 1= €2™/F = cos 2T +isin 2T (= oF = ¥ =1).
Setzen wir
1
al
o
o= 7 |, 0<j<k-1
so folgt wegen o = 1:
o
a% ,
Muv; = . | =av,
a}“j

Also sind 1,a', 02, ..., a*! € C simtliche Eigenwerte von M. Alle haben Betrag 1.

Klar: M™ konvergiert nicht fiir n — oo.

66



Mathematik fir Informatiker II - Stochastik
Markowketten

75.11 Definition

Eine endliche homogene Markowkette (X,,) ist im Gleichgewicht, falls zu ihrer Ubergangsmatrix
M = (pi;) eine Zustand u existiert mit
Mu = u,

d.h. u ist Eigenvektor von M zum Eigenwert 1.
Zusétzlich muss gelten:

k
ui=1, w>0Vie{l,... k}
i=1

75.12 Beispiel

Im Beispiel 75.3 war die Ubergangsmatrix gegeben durch
0,8 0,1
M= ( ,2 0,9)

Berechnung der Eigenwerte:

0 = O’S,;A O,g’lA‘=(0,8—)\)(0,9—)\)—0,02
0,72 — 0,8\ — 0,9\ + A2 — 0,02
= AN —-1,7240,7
MNj = 1,71@21,7iwz177§o,3

M=1, \=07

(5% ) (5)=(0)

O,2x:0,1y:>x:%

v:(20;>,a750

Da v eine Verteilung auf die Zusténde beschreiben soll, muss gelten:

Uz'ZO, ivlil

=1

Eigenvektor zu A\; = 1:

Zusédtzlich muss gelten: a >0, a+2a=1=a = %

()

Dies beschreibt den Gleichgewichtszustand.
% der Personen wohnt in Kalifornien, % auflerhalb.

Wi Wl

Wann ist es moglich, bei einer Markowkette von einem Zustand in einen beliebigen anderen zu
gelangen?
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75.13 Definition

Eine stochastische Matrix M = (p;;) € R¥*¥ heifit transitiv (irreduzibel), wenn man von jedem
Zustand n mit positiver Wahrscheinlichkeit in jeden Zustand m in endlich vielen Schritten gelangen
kann:

Es gibt ein r, so dass fiir M" =: B = (b;;) gilt:

bpn > 0.

75.14 Praktisches Kriterium fur lrreduzibilitat

Man zeichnet zur Ubergangsmatrix M = (pij) einen gerichteten Graphen: Ist p;; > 0, zeichnet
man einen Pfeil von j nach i. Falls man von jedem Zustand ldngs solcher Pfeile zu jedem anderen
Zustand gelangt, ist M irreduzibel, andernfalls nicht.

75.15 Beispiele
a)

11 1
2 2 4
M=| 1 0 3
11 1
4 2 2
O
&)
N

irreduzibel: Es gibt von jedem Punkt einen Weg zu jedem anderen Punkt.
Beachte: Ein Weg darf auch mehrere Pfeile umfassen. Daher fithrt ein Weg von 2 nach 2.

b)
310 0
1 1 1
11 19
4 2 4

M= o0 L 1 1
4 2 4
1 3
0 0 7 3%
(_\ A, y/_\\‘
. /x‘,/

%@

7o
RO O
A \/
irreduzibel.
c)

2 1

L s 3

1 1

M=10 35 3

2 1

0 5 3
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reduzibel: Es fithrt z.B. kein Weg von 1 nach 2.
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76 Verborgene Markowmodelle

76.1 Motivation

Verborgene Markowmodelle (hidden Markov models, HMMs) spielen eine groe Rolle in der Bio-
informatik, der Sprach- und der Mustererkennung. Mit Hilfe der aus dem Bereich Markowketten
bekannten Ubergangsmatrizen (Kapitel 75) sucht man nach der wahrscheinlichsten Zustandsfolge,
die eine gegebene Beobachtung erzeugt haben kénnte.

76.2 Beispiel: Spieler mit fairer und unfairer Miinze

Ein Spieler besitzt eine faire Miinze, bei der Kopf und Zahl gleichwahrscheinlich sind (p*(0) =
pT(1) = ) und eine gezinkte Miinze, bei der Zahl wahrscheinlicher ist (p~(0) = 1, p~(1) = 2).

Wir beobachten n Miinzwiirfe und wollen entscheiden, ob er die faire oder die unfaire Miinze
genommen hat.

Sei k die Zahl der Ergebnisse, bei denen Zahl beobachtet wurde. Die einzelnen Ergebnisse seien
T1y---,Tn-

Fall 1: Miinze war fair.
Wahrscheinlichkeit, dass die Beobachtung x = (x1,...,z,) eintritt, ist

L 1

Fall 2: Miinze war unfair.

n—k k k
1 3 3
P(z | unfaire Miinze) = (4) . (4) =

n
— n-k Mal Kopf k Mal Zahl
P (xi)
i=1

Wir vermuten, dass die Miinze fair war, falls

P(z | faire Miinze) > P(z | unfaire Miinze)

1 3" "
= > | -4

2" > 3F |log2

n > klogy(3)

k 1

— <

n log,(3) )

76.3 Schwierigeres Beispiel

Wir nehmen an, dass der Spieler mit einer geringen Wahrscheinlichkeit von 0,1 die Miinze innerhalb
des Spiels austauscht. Wir wollen wissen, wann er welche Miinze genommen hat.
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Naiver Ansatz:
Wir betrachten die Beobachtungen innerhalb eines Fensters und iiberpriifen, ob (%) zutrifft oder
nicht.

Problem:
Losung hiangt von Fenstergrofle ab und wir wissen nicht, wann der Spieler die Miinze wechselt.

Verborgene Markowmodelle bieten einen alternativen stochastischen Zugang, um dieses Problem
zu losen.

76.4 Definition

Ein verborgenes Markowmodell (hidden Markov model, HMM) ist ein Tupel M = (£,Q, M, E).
Dabei bezeichnen:

e : Alphabet von Symbolen (Annahme: |X| =)
e (): Menge von Zustidnden mit Symbolen aus ¥ (Annahme: |Q| = k)
e M = (p;j): stochastische Matrix mit Ubergangswahrscheinlichkeiten, M € RF**

e E = (e;(b)): Matrix der Emissionswahrscheinlichkeiten, F € R**"

76.5 Beispiel

In Beispiel 76.3 bezeichnen:
e ¥ ={0,1}: Kopf (0) oder Zahl (1)
e Q = {f,b}: faire (f) oder unfaire (b) Miinze

o M= (8’? %’ 91> Ubergangswahrscheinlichkeit fiir Miinzwechsel

e ¢;(0) = %, ef(l) = % Emissionswahrscheinlichkeit fiir faire Miinze

ep(0) = 1, ey(1) = 3 Emissionswahrscheinlichkeit fiir unfaire Miinze
Die vom Spieler tatséchlich verwendete Zustandsfolge ist m = (71,...,7,) mit m; € Q. Sie bleibt
uns ,,verborgen”. Wir beobachten nur den Ergebnisvektor = (z1,...,z,) mit x; € X.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die beobachtete Sequenz x durch einen Pfad 7 erzeugt wurde, ist

Pz |m) = HP(JZi | 7)) P(m; | miq1)  mit Py, | mpg1) =1

i=1 ..
Ubergangsws.

76.6 Problemstellung

Gelost werden soll nun das Dekodierungsproblem:
Finde zu einem gegebenem HMM M = (X¥,Q, M, E) und einer Beobachtung = = (z1,...,z,)
einen optimalen Pfad 7* = (m,*,...,7,*), der P(x | m) maximiert:

m* = argmax P(x | )
T
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76.7 Der Viterbi-Algorithmus (findet lokales Maximum)

Grundidee: optimaler Pfad (77,..., 7}, ) zur Beobachtung (z1,...,x;;1) ist optimal unter allen
Pfaden, die in den (unbekannten) Zustand 7} = m € @ enden.

$m(7) : Wahrscheinlichkeit, dass der optimale Pfad (#7,...,n ) zur Beobachtung (z1,...,2;) inm
endet (1 <i<n).

= sifi+1)= elzit1) - ggg{sm(i)'iﬂlm} (k)

Emissionsws. fiir 1 -
Ubergang m—l

Initialisiere:

50(0) =

sm(0) = 0 me{l,...,n}
Im optimalen 7* gilt:

P(x | ) = g}gs {Sm(l) 'pnm}

Das Viterbi-Verfahren benétigt O(nk) Rechenoperationen.
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77 Pseudozufallszahlen und
Monte-Carlo-Simulation

77.1 Motivation

Es gibt Anwendunggebiete (z.B. Ray Tracing in der Computergrafik, Stromungssimulation im
Bereich Computational Fluid Dynamics, Berechnung hochdimensionaler Integrale), bei denen sto-
chastische Simulationen einfache oder effiziente Alternativen zu deterministischen Algorithmen
sind. Solche Simulationen nennt man auch Monte-Carlo- Verfahren. Sie benttigen die Erzeugung
von Zufallszahlen auf dem Rechner. Da funktionierende Computer jedoch deterministisch arbei-
ten, verwendet man statt dessen Algorithmen, die Zahlen liefern, die echten Zufallszahlen dhneln.
Solche Zahlen nennt man Pseudozufallszahlen.

77.2 Erzeugung von gleichverteilten Pseudozufallszahlen

Ziel: Erzeugung einer Sequenz zu Z, von gleichverteilten Pseudozufallszahlen aus [0, 1].

Beliebte Vorgehensweise: Lineare Kongruenzmethoden (in vielen Compilern verwendet).

Geg: m e N Modus
ac{l,....m—1} Multiplikator
be{0,...,m—1}  Inkrement
x0 €{1,...,m—1} Startwert

Verfahren:

Tn = Q- Tp_1+0b (modulo m)

Zn = Tp/m
Dann approximiert die Sequenz (Z,,) eine Folge von stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen,
die auf [0, 1] gleichverteilt sind.

Die Approximationsgiite hangt von der Parameterzahl ab.
Klar: Nach spétestens m Schritten wiederholt sich die Folge.

H#ufig verwendet, aber schlecht:

m = 2'=65536
a = 25173
b = 13849
Besser (Minimalstandard):
m = 231 _1=12.147.483.647
a = T7°=16807
b = 0
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77.3 Erzeugung von N(0,1)-verteilten Pseudozufallszahlen

Die Standardnormalverteilung im R? hat die Dichte

_ x24y?
2

1
<p(afyy)—§~6

Fiir eine Kreisscheibe K, (0) um 0 mit Radius ¢ und zwei stochastisch unabhéngig N(0,1)-verteilte
Variablen X,Y gilt:

1 22442
P(X2+Y2<t2):/ — e dz dy
KT(O) 27T

Geht man zu Polarkoordinaten (r, ¢) iiber, ergibt sich mit

x = r-cose=: f1(r,p)
= r-sing =: fo(r,p)
o 0
or 0Oy cose —r-singp
Jf(r,p) = =
% % sin ¢ 7 COS
or  Jy
det(Jf(r,)) = 7r-cos’p+r-sin®p=r

und der Transformationsregel (Kapitel 60):

2m t 1 2
P(X?4+Y?<t?) = / / — e 2rdrdy
@=0 Jr=

Wertebereich von ¢ : [0,1).

Umkehrfunktion zu g(t): g71(2) = /-2 -In(1 — 2)

Hat man eine in [0,1] gleichverteilte Zufallsvariable Z7, ergibt sich als Zufallsvariable R fiir den
Radius der 2D-Standardnormalverteilung:

—2-In(1— Zy)

Aus einer zweiten, auf [0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen Zs erhélt man als Zufallsvariable fiir
einen auf [0, 27] gleichverteilten Winkel T":

T:27T~ZQ

Dies motiviert folgenden Algorithmus (Boz-Miiller- Verfahren) zur Erzeugung zweier N(0,1)-ver-
teilter Zufallszahlen XY aus zwei auf [0, 1] gleichverteilten Zufallszahlen Z;, Zs:
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R := —2-1In(1 — Z7)
T:= 2w-Zy

X:= R-cosT

Y= R-sinT

Bemerkung: Bendtigt man N(u, 02)-verteilte Zufallszahlen XY, setzt man (vgl. 65.15):

X = uw+oX

Y = p+oY

(Pseudo-) Zufallszahlen benétigt man z.B. bei probabilistischen Algorithmen.

77.4 Beispiel: Quicksort

Sortieren einer Liste mit Quicksort:
e Suche ein zufilliges Element z der Liste (mit gleichverteilter Pseudozufallszahl aus 77.2)
e Sortiere Teilliste mit Elementen < z; mit Quicksort
e Sortiere Teilliste mit Elementen > z; mit Quicksort
® usw.

Quicksort hat eine mittlere Laufzeit von O(nlogn), ist also nicht schlecht.

77.5 Beispiel: Buffon’sches Nadelexperiment

Ein probabilistischer Algorithmus zur Bestimmung von 7:
e Zeichne auf einem Blatt Papier parallele Linien im Abstand einer Stecknadellénge.

e Lasse die Stecknadel auf das Papier fallen und iiberpriife, ob sie eine der Linien trifft. Denke
dabei fest an .

e Zihle die Zahl N der Versuche und die Zahl T der Treffer. Dann gilt:

N
—HgfﬁrN—M)o

T

Warum funktioniert dies?

Annahme: Nadellinge und Linienabstand seien 2 [cm]. Nadel kann nur néichstgelegene Linie
schneiden und nur dann ist ihr Abstand d zwischen Nadelmitte und Linie d < 1 erfiillt:

Linie

Nadel schneidet Linie < d < sin «

(0]
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Zu jedem Wurf gehort ein Wertepaar (o, d) € [0, 7] x [0, 1].
d <sina < (a,d) liegt unter Graphen von sinz

A

(o, sin(a))

(o, d)

Im Zufallsexperiment sind die Punkte (a, d) gleichverteilt auf [0, 7] x [0, 1]

= — = = =
N w1 T

T [fysinzdx [—coszlf 2
™

Unser Experiment war also ein stochastisches Integrationsverfahren fiir fow sinz dx. Im 1D Fall
sind solche Verfahren ineffizient, aber bei hochdimensionalen Integrationsproblemen haben sie
einer bessere Komplexitét als deterministische numerische Ansétze.
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