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Kapitel 1

Mengen

Der Mengenbegriff ist von grundlegender Bedeutung in vielen Gebieten der In-
formatik, z.B. Datenbanken.

1.1 Definition: (Menge)

Unter einer Menge M wverstehen wir jede Zusammenfassung von bestimmiten
wohlunterscheidbaren Objekten der Anschauung oder des Denkens, welche die
Elemente von M genannt werden, zu einem Ganzen.

1.2 Anmerkung:

(a) Dieser Mengenbegriff geht auf Georg Cantor zuriick (1845-1918). Er be-
griindete die moderne Mengenlehre.

(b) Er ist nicht unumstritten und auch nicht widerspruchsfrei, geniigt jedoch
ausreichend fiir unsere Anwendungen
Beispiel: Der Barbier rasiert alle Menschen, die sich nicht selbst rasieren
konnen. Darf er sich selbst rasieren?

(c) Die Elemente einer Menge werden in geschweiften Klammern eingeschlos-
Se.

Beispiel: M = {4,1,5}

(d) Die Reihenfolge der Elemente spielt keine Rolle, und Elemente diirfen
mehrfach auftreten. Wir unterscheiden also nicht zwischen {4,1,5} und
{1,4,5}.

(e) Symbole fiir wichtige Mengen:
(i) N:=[[{z [|x ist eine natiirliche Zahl} = {1,2,3,...}

L ist definiert als ¢
2_mit der Eigenschaft ¢
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(ii) No:={0,1,2,3,...} natiirliche Zahlen mit Null
(iii) Z:={0,1,-1,2,-2,---} ganze Zahlen
(iv) Q:={z |z = g,p € Z,q € N} rationale Zahlen
) R
)

reelle Zahlen

(v

(vi) 0,{} = leere Menge (enthélt kein Element)

(f) Mengen kénnen wieder Mengen enthalten.
Beispiel: M = {N,Z,Q} dreielementige Elemente.
1.3 Definition: (Teilmenge)

M heifst Teilmenge von N (M C N,N D M), wenn jedes Element in M auch
Element in N 1ust:

zreM=x€N.

Visualisierung durch sogenannte Venn-Diagramme: Ist M nicht Teilmenge von

N, schreibt man M ¢ N.
() ist Teilmenge jeder Menge M. 2 Mengen N, M sind gleich (M = N), falls

@p|OV|CO

N C M und M C N (wichtig fur Beweise). Falls N ¢ M und N # M, dann
schreibt man auch N G M (,echt enthalten®).

1.4 Definition: (Potenzmenge)

Ist M eine Menge, so heift P (M) := {X | X C M} Potenzmenge von M.
Beispiel:

(a) M = {172} = P(M) = {@7 {1}1 {2}7 {172}}
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(b) M ={a,b,c} = P (M) ={0,{a},{b},{c},{a,b},{a, c},{b,c},{a,b,c}}
(c) M=0= P(M)={0}

Die Potenzmenge einer n-elementigen Menge enthilt 2" Elemente.

1.5 Operationen mit Mengen

(a) Durchschnitt zweier Mengen M und N:
MNN:={z| x€Mund z € N}
N und M heiflen disjunkt, falls N N M # (.
Beispiel: M = {1,3,5}, N ={2,3,5}, S =1{5,7,8}.
MnNN ={3,5} (MNN)nS={5}

NNM

(b) Vereinigung zweier Mengen
MUN :={z| x € M oder z € N}
Dabei darf x auch in beiden Mengen sein.
(,oder“ ist kein ,exklusives oder®)

NUM

(c) Differenz zweier Mengen
M\N:=M-N:={z| € Mund z ¢ N}

M \ N heifit Komplement von N in M. Schreibweise: ~Y
Wenn Grundmenge M klar ist, schreibt man auch: N,CN, N¢.
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1.6 Satz: (Rechenregeln fiir Durchschnitte und Vereiningungen)

Seien M, N und S Mengen. Dann gelten folgende Gesetze:

(a) Kommutativgesetz

(i) MUN=NUM
(i) MAN=NNM

(b) Assoziativgesetz

()  MUN)US=MU(NUYS)
() (MNN)NS=MnN(NNS)
(¢) Distributivgesetz
() MN(NUS)=(MNN)J(MnNS)
(i) MUNNS)=(MUN)N(MUS)

Ferner gilt fiir jede Menge M:

e MUOD=M

e MNOP=10

e M\D=M
Beweis:

von (c)(i)
Zeige MN(NUS)=(MNS)U(MNS)

=:A =:B

Um A = B zu zeigen, zeigen wir AC BAAD B

»A C B“: Sei x € A. = x € M und (z € N oder z € 5).

e Fallsx e N:xe MNN
ze(MNN)UMNS)=B

e FallsxeS:xeMNS
ze(MNN)UMNS)=B

,B C A“: Sei xz € B.
=s=zeMNNoderzeMNS

o Fallsz € MNN:
zr€MundzeN
==xeNUS (wegen x € N)
=szeMnN(NUS)=A (wegen x € M).
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e Fallsx € M NS:
=zeMundzeS
=zx€eNUS (wegen x € S)
=zeMnN(NUS)=A (wegen x € M).

1.7 Satz: (Rechenregeln fiir Komplementbildung)

Bei Rechnungen mit einer Grundmenge G gilt:

() M\N=MnNN

(b) de Morgan’sche Regeln:
(i) MUN=MnNN
(i) MO N=MUN

(¢) Aus M C N folgt N C M

@

(b) und (c): ,Komplementbildung kehrt die Operationen um
Beweis von (b) = Ubungsaufgabe.

1.8 Definition: (Unendliche Durchschnitte und Vereinigungen)

Sei M eine Menge von Indizes (z.B. M = N). Fiir alle k € M sei die Menge
Ay gegeben. Dann gilt:

U A = {z| z € A; fir (mind.) eini € M}
keM

() A = {z| x €A, firaeiec M}.

keM

Fiir endliche Mengen, z.B. M = {1,...,n} stimmt diese Definition mit der
bisherigen tberein. Man schreibt auch

A UAsU. . UA,

=
N
ko
i

B
Il
_

A1NAsN...NA,.

DL
b
=
i

b
Il
—

Wegen der Assoziativitét ist keine Klammerung notig.

3Beweisende
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1.9 Beispiel:

M:=NA,:={zeR| 0<z<}

n
ﬂ A=A, endliches Intervall
k=1

Aber: m A = 0.
keN
(Es gibt keine positive Zahl z, die fiir alle k € N in (0, 1) liegt).

1.10 Definition: (Kartesisches Produkt)

Seien M und N Mengen, dann heifit die Menge M x N := {(x,y) |z € M,z €
N} aller geordneten(!) Paare (z,y) mit x € M, y € N das kartesische Produkt
von M und N.

Beachte: (3,5) # (5,3) (Im Unterschied zu {5,3} = {3,5})

1.11 Beispiel:

M :={1,2} N :={a,b,c}
MxN ;= {(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢)}
NxM ;= {(aa1)’(aa2),(bvl)v(b’2)7(671)7(072)}#NXM

Im Allgemeinen ist also M x N # N x M.

1.12 Verallgemeinerung

Das n-fache kartesische Produkt der Mengen My, Mo, ..., M, ist gegeben durch

My x My X ... x My :={(my,....,mp) | my € My,...,m, € M,}.

Sind alle Mengen gleich, so kiirzt man ab:

M":=MxMx...x M.

n-mal

Beispiel: R?> =R x R x R.
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Kapitel 2

Aussagenlogik

»Mein teurer Freund, ich rat Euch drum,
Zuerst Collegium Logicum. “

Goethe, Faust 1

2.1 Bedeutung in der Informatik

Schaltkreisentwurf

Verifikation

automatisches Beweisen

Anfragen an Suchmaschinen im Internet

2.2 Definition: (Aussage)

Eine Aussage ist ein Satz, in einer menschlichen oder kiinstlichen Sprache, dem
eindeutig einer der Wahrheitswerte wahr (1) oder falsch (0) zugeordnet werden
kann.

2.3 Beispiele

(a) ,Saarbriicken liegt am Rhein“ (falsch)

(b) ,,3 <5 (wahr)
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2.4 Verkniipfungen von Aussagen

Wir definieren die Verkniipfungen
-A: ,nicht A“ (Negation)

AANB: ,Aund B “ (Konjunktion)

)
)
(¢) AVB: ,Aoder B* (Disjunktion)
) A= B: A impliziert B4 (Implikation)
)

A& B:,Aist dquivalent B¢ (Aquivalenz)

mittels Wahrheitswertetafel

A B|-A ANB AVB A=B A&B
1 1[0 1 1 1 1
1 0] 0 0 1 0 0
0 1] 1 0 1 1 0
0 0] 1 0 0 1 1

2.5 Anmerkung:

(a) AV B auch wahr, wenn A und B wahr sind (kein ,entweder oder*).

(b) Die Implikation A = B ist immer wahr, wenn die Prémisse (Aussage A)
falsch ist.
Aus falschen Aussagen kénnen also auch wahre Aussagen folgen:
Beispiel: ,,1 = -1 falsch. Quadrieren liefert die wahre Aussage ,,1 = 1.

(¢) A= B ist nicht das selbe wie B = A.
Beispiel: A :,Das Tier ist ein Dackel“, B : ,,Das Tier ist ein Hund®.
A impliziert B, aber B impliziert nicht notwendigerweise A.

2.6 Definition: (Tautologie)

Ein logischer Ausdruck ist eine Tautologie, wenn sich fiir alle Kombinationen
der Argumente eine wahre Aussage ergibt.
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2.7 Beispiele

(A= B) & (-B=-A)

denn es gilt:

A B|A=>B -A B -A=-B| (A=B)& (-B=-A)
1 1 1 0 0 1 1
1 0 0 0 1 1 1
0 1 1 1 0 0 1
0 O 1 1 1 1 1

2.8 Satz: (wichtige Tautologien)

(a) AV -A Satz vom ausgeschlossenen Dritten
(b) —=(ANA-A) Satz vom Widerspruch
(¢) —(=A) < A doppelte Verneinung

(A ANB)s (BAA) )
(d) (AVB) & (BV A) } Kommutativgesetz

AN(BVC) s (ANB)V (ANC)

(e) AV (BAC) & (AVB)A(AVC) } Distributivgesetz

-(AAB -A)V (=B
%) _‘EA V. B; : E_‘Ag A E_\Bg } de Morgan’sche Gesetze
(9) (A= B) < (=B = —A) Kontraposition (siche
(h) (A=DB)e-AVEB

. ((AAB)ANC) < (AN(BAC)) o
() (AVB)VC) < (AV (BVC) } Assoziativgesetze

(AVA) & A

) (ANA) & A } Idempotenz

2.9 Beispiele

Mit Satz [2.8] zeigen wir

(A=B)A(B=C)=(A=C(C)
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Beweis:

(A=B)A(B=C)=(A=()

S

A

A=B)AN(B=C))V (A=)
A=B)V-(B=C)) V(A=)
AV B)V(=BVC))V-(AV(D))
A=B)V (BA-C)V (-AVC)

=
A

1=

A

A
—~ A
5y
&S Y
Q
&
— —~ —~ —~ — —

& (AAN-B)V-AV (BA=C)VC
“ (AV=A)AEBY —A)V (BVC) A (-CVC))
———— ———
1 1
@ A (=BV-A)V(BVO)AL
& (BV-A)V(BVC)
RAQ (-BVv B)v-AVC
———
1
& 1v-AVC
& 1

2.10 Quantoren

dienen der kompakten Schreibweise logischer Ausdriicke:

V. fiir alle

e J: es existiert ein

ebenfalls gebriuchlich:
e dl: es existiert genau ein
e A: es existiert kein

Beispiel: Vz A(x) : fiir alle z gilt A(z).
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2.11 Negation von Aussagen

Negation vertauscht Quantoren V und 3 und sie negiert die Aussage:

-3z A(x)) < Vo (-A(x))
(Vo A(z)) & 3z (-A(x))

Beispiel: , Alle Radfahrer haben krumme Beine*.
Negation: ,,Es gibt einen Radfahrer der keine krummen Beine hat.“
Bei komplizierteren Ausdriicken geht man sukzessive vor:

~(FyVzA(z,y))
& Vy-(Va Alz,y))
& VyIz-A(z,y)
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Kapitel 3

Beweisprinzipien

3.1 Bedeutung in der Informatik

Informatiker beweisen sténdig, sie nennen es oftmals nur nicht so.

e . Tut ein Protokoll, was es soll?*
e Arbeitet ein Algorithmus in allen Spezialfillen richtig?*
e _ Bricht er in endlicher Zeit ab?*

Einige der Tauntologien aus Satz auf Seite [31] ermoglichen entsprechende
Beweisprinzipien.

3.2 Direkter Beweis

e Man mochte A = B zeigen.

e Verwende Tautologie (vgl. 2.9)

((A = Cl) AN (Cl = 02) A (02 = 03) VANPIAN (Ck = Ck+1) AN (C}C+1 =
B)) < (A= B)

e Man zeigt also A = B in einer Kette von einfacheren Implikationen.
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3.3 Beispiel:

Satz: Ist eine natiirliche Zahl durch 6 teilbar, so ist sie auch durch 3 teilbar.

Beweis: Sei n € N durch 6 teilbar.

Jk € N:n =6k
= 3- 2k =3pmitp=2keN
P

= n ist durch 3 teilbar.

3.4 Beweis durch Kontraposition

e Beruht auf Tautologie (A = B) & (-8B = -A).

e Statt A = B zeigt man also =B = —A.

3.5 Widerspruchsbeweise

e Um Aussage B zu beweisen, zeigt man z.B., dass die Negation =8 zu einem
Widerspruch fiihrt.
-B=B

e Also muss —(—5) und damit B wahr sein.

e beruht auf Tautologie (-8B = —B) = B.

3.6 Beispiel:

Satz: Es gibt keine grofite Primzahl. (Aussage B)

Beweis: Annahme: Es gibt eine grofite Primzahl. (Aussage =)
Seien pi1,pa, ..., pp alle Primzahlen (*)
Seigq=p1-p2-...-pp+1

Beh.: q ist eine Primzahl (Aussage A).

Anmerkung: g ist keine Primzahl (—.A)

= ¢ hat Primteiler Di € {p1,p2, cen 7Pn}

= 3Jo,B€Z: pjra=q=p1-p2-...-Pn+l=p;-B+1
pi-f
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= pi(a—p) =1, wobei o —  ganze Zahl ist.

=p =1 zu p; Primteiler. (also gilt (*))
Da ¢ eine Primzahl ist und ¢ > p; Vi € {1,...,n} ist dies ein Wider-
spruch.

3.7 Aquivalenzbeweise

e beruhen auf Tautologie (A< B) < (A= B)A (B= A).
e Um A & B zu zeigen, beweist man also A = B und B = A.

e Will man die Aquivalenz vieler Aussagen zeigen, bietet sich ein Ringschluss
an:

A< B C < D zeigt man durch A= B, B=C, C=D, D= A

3.8 Beweis durch vollstindig Induktion
Grundidee:

e Fiir jede natiirliche Zahl n € N sei eine Aussage A(n) gegeben.
o Es gelte:

1. Induktionsanfang: A(1) ist wahr.
2. Induktionsschluss: (A(n) = A(n + 1)) ist wahr.

e Dann gilt die Aussage fiir alle n € N.

3.9 Beispiel:

Definition:
n
Z ar = Qm+amsy1+...+ay Summenzeichen
k=m
n
H G = Q- Qmgl ... Ay Produktzeichen
k=m
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Satz:

"~ 1

E:k:1+2+3+”.+n:2@§¥2 fiir alle n € N

k=1

Beweis mit vollstdndiger Induktion

1. Induktionsanfang:
1

FurnzlistZkzlz
k=1

WrU_y ok

2. Induktionsschluss:
Annahme: A(n) fiir ein bestimmtes n € N wahr (Ind.-Voraussetzung)

Zk:M (%)

n

2
k=1
Dann gilt:

n+1 n

ok o= n+1+> k

k=1 k=1
* +1
W ﬂ%—l+m+n
 2(n+1)+n(n+1)
B 2
4+ 1)(n+2)
B 2

d.h. A(n + 1) ist wahr.

3.10 Anmerkung:

(a) Induktionsbeweise sind sehr hdufig bei Summen- und Produktformeln.
Diese sind u.a. wichtig fiir Komplexitéitsabschitzungen von Algorithmen.

(b) Der Induktionsanfang muss nicht bei 1 beginnen. Beginnt er mit k so gilt
die Aussage A(n) fur alle n € N mit n > k.
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Kapitel 4

Relationen

4.1 Motivation

Wir mochten:

e die Elemente zweier Mengen in Beziehung setzen.

e cine Menge so unterteilen, dass ,,dhnliche* Elemente in der selben Klasse
liegen.

e die Elemente innerhalb einer Klasse ordnen.

In der Informatik sind solche Fragen, z.B. bei relationalen Datenbanken wichtig.

4.2 Definition: (Relation)

Seien A, B nichtleere Mengen.
FEine Relation auf Ax B ist eine Teilmenge R C AxB = {(z,y) | * € A,y € B}.
Fiir (z,y) € R sagt man: ,x steht in Relation R zu y“. Man schreibt auch: zRy.
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4.3 Beispiel:

(a) Ri={(z,y) eR| z =y}
Ry ={(z,y) eR| z <y}

sind Relationen auf R2

Y

=]

|
w
|
o
|
N

-2 L
Abbildung 4.1: {(z,y) € R | Abbildung 4.2: {(z,y) € R |

(b) Sei S Menge der Studierenden der Universitéit des Saarlandes und F' sei
die Menge der Studiengénge. Dann ist

B :={(s, f) | s belegt den Studiengang f}

eine Relation auf S x F'. In relationalen Datenbanken werden Datensétze
durch derartige Relationen charakterisiert.

4.4 Reflexivitidt, Symmetrie, Transitivitéit bei Re-
lation

Eine Relation R C A x A heifit:

(a) reflexiv, falls zRx Veze A
(b) symmetrisch, falls xRy = yRx Ve,y € A

(c¢) transitiv, falls aus xRy und yRz stets xRz folgt.

Ist eine Relation R reflexiv, symmetrisch und transitiv so heit sie Aquivalenzrelation.

Man schreibt auch = ~ y statt xRy.

4.5 Beispiele

(a) Sei A die Menge der Einwohner von Deutschland. Wir definieren die Re-
lation

zRy: < x und y haben ihren ersten Wohnsitz in der selben Stadt.

Dann ist R eine Aquivalenzrelation.
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(b)

A :=Z. Betrachte die Relation
Rs = {(z,y) € Z* | * —y ist ohne Rest durch 5 teilbar}.
Dann gilt:
(i) zRsz Vo € Z , da x-x = 0 durch 5 teilbar ist. (Reflexivitét)
(ii) Sei zRsy :

= dJkeZ:xz—y=>5k
= y—ax=5-(-k)
= yRsx (Symmetrie)

(iii) Sei zRsy und yRs5z.

= dkIleZ:
x—y=>5k
y — z =5l
=z-z = (@-y+H-2)
5k — 51
= 5(k+1)
= xRz (Transitivitét)

Damit ist Rs eine Aquivalenzrelation.

A=R

R:={(v,y) eR| z <y}

R ist keine Aquivalenzrelation, da nicht reflexiv und nicht symmetrisch,
aber transitiv.

Aquivalenzrelation erlauben eine Einteilung in Klassen:

4.6 Definition: (A quivalenzklassen)

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A und a€A
Dann heifit [o] == {x € A| x ~ a} die Aquivalenzklasse von a. Die Elemente
von [a] heiflen die zu a dquivalenten Elemente.

4.7 Beispiel:

Sei Ry definiert wie in 4.5(b). Dann ist [a] := {& € Z | x—a ist durch 5 teilbar}.
Insbesondere gilt:

e [0] :={0,5,10,15,...,—5,—10,—15,...}

o [1]:={1,6,11,16,...,—4,—9,—14,...}
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o 2] :={2,7,12,17,...,-3,-8,—-13,...}
e [3]:=1{3,8,13,18,...,—-2,—-7,—-12,.. .}
o [4]:=1{4,9,14,19,...,—1,—6,—11,...}

Offenbar gilt: [5] = [0], [6] =[1], [7]=[2], ...
Man nennt Zs := {[0], [1], ..., [4]} die Restklassen von Z modulo 5.

Es gilt: Z = [0] U [1] U [2] U [3] U [4] und ferner sind die Aquivalenzklassen
[0],[1],...,[4] disjunkt. Ist dies Zufall?

4.8 Definition: (Partition)

FEine Partition einer Menge A ist eine Menge P = {A1, Aa, ...} von nichtleeren
Teilmenge von A mit

(@) AinA;#0 firi#j
(b (J4i=A

Man schreibt auch: A = U A;.

4.9 Satz: (Partitionseigenschaften von Aquivalenzklassen}

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Dann bildet die Menge der Aquivalenzklassen
eine Partition von M.

Beweis:

(a) Seien A, B Aquivalenzklassen. Durch Kontraposition zeigen wir: Falls A #
B, sind A, B disjunkt.
Seien also A, B nicht disjunkt: A N B # (.
Seien [a] = A,[b] = Bund y € AN B. Um A = B zu zeigen, beweisen wir
ACBund B C A:
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LA C B

Seire A=x~a Trapsitivitt y b

Syr i - ~ ~0,
DaycA=y~a ="~y ~ dh.zeB
Wegen y e B:y~b

»B C A“: analog

(b) Fiir jedes x € A ist = € [z] (wegen Reflexivitit)

= A= ]

z€A

O

Eine Aquivalenzrelation verhélt sich im Prinzip wie = . Wie lassen sich Rela-
tionen charakterisieren, die sich im Prinzip wie < verhalten, d.h. als Ordnungs-

relationen wirken?

4.10 Definition: (7eilrelation)
Sei A # (). Eine Relation R C A x A heifit Teilordnung auf A, wenn gilt:

(a) R ist reflexiv: xR VzeA
(b) R ist transitiv: rzRy,yRr = xRz Vx,y,z€ A
(¢) R ist antisymmetrisch Ry, yRr =>x =1y Ve,ye A

Ferner heifit R total, wenn xRy oder yRx fiir alle x,y € R gilt (d.h. wenn z und
y vergleichbar sind). Eine totale Teilordnung nennen wir auch (Total-)Ordnung.

4.11 Beispiele

(a) Die Relation ,,<* definiert eine Teilordnung auf R:
(i) z<xz Vo € R (Reflexivitit)
(i) z<y,y<z=uz<z Vx,y,z € R (Symmetrie)
(iii) z<yy<az=z=y Va,y € R (Transitivitit)
Da x <y oder y < z fiir alle z,y € R, ist < eine (totale) Ordnung.

(b) Sei M eine Menge. Betrachte die Relation ,,C* auf der Potenzmenge
P(M). Dann ist ,C“ eine Teilordnung
(i) ACA VA € P(M) (Reflexivitit)
(i) AcB,BCcC=AcC VA B,C e P(M) (Transitivitét)
(i) ACB,BCA=A=B VA, B € P(M) (Antisymmetrie)
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{1.2,3}

SN

a2 {13 {23}

>

{1} {2 ~ {3}

~
7

Beispiel: : M = {1,2,3}

Dabei symbolisiert — die Relation C. Allerdings ist C keine Totalordnung,
da es nicht vergleichbare Elemente in P(M) gibt.
z.B. sind{2} und {1, 3} nicht vergleichbar sind.

Sei M die Menger der englischen Worter mit 4 Buchstaben. Verwendet
man die alphabetische Ordnung und vereinbart, dass Grofbuchstaben vor
Kleinbuchstaben kommen, liegt eine Totalordnung vor

(lexikographische Ordnung).
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Kapitel 5

Abbildungen

5.1 Definition: (Abbildung)

Eine Abbildung zwischen zwei Mengen M und N ist eine Vorschrift f : M — N,
die jedem Element x € M ein Element f(x) € N zuordnet.
Schreibweise: © — f(x)

5.2 Beispiel:

M ={a,b,c,d}, N ={1,2,3,4}
ar— fa)=1

-
Y

5.3 Wichtige Begriffe

Fiir eine Teilmenge A C M heiit f(A) := {f(z) | « € A} das Bild von A.
Fiir B C N heifit f1(B) := {x € M | f(z) € B} das Urbild von B.

Im Beispiel [5.2}
e f({a,0}) = {1},
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e f({a,c}) = {1,4},
o fTH({3}) ={d},
. FEH -0,

Hat B nur ein Element, B = {y}, dann setzt man f~'(y) := f~*({y}).

Ist f: M — N eine Abbildung und A C M, dann heift
fla:A— N, A5z~ f(a) die Einschrankung von f auf A.

Die Relation I'y := {(z,y) € M x N | y = f(z)} heiBit Graph von f.

Beispiel: f:R — R,z — 22

5.4 Definitionsbereich

Zu den wichtigsten Abbildungen zdhlen reelle Funktionen f : D — R mit einer
nichtleeren Teilmenge D C R, dem Definitionsbereich.

5.5 Beispiel:

(a) idg :R—=Rz— =z
identische Abbildung

(b) entier-Funktion:
entier: R - Z C R
entier (x) := grofite ganze Zahl < z
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(¢) f:D—R,x— =% mit D =R\ {-1,1}.

1

S

5.6 Definition: (surjektiv, injektiv, bijektiv)

8

Eine Abbildung f : M — N heift

o surjektiv, wenn es fir alle y € N ein x € M gibt mit f(z) = vy.

(d.-h. f(M)= N, ,Abbildung auf N“)
e injektiv (eineindeutig), wenn keine zwei verschiedenen Elemente von M
auf das selbe Element von N abgebildet werden:

f(x1) = f(22) = 21 = 22

o bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

5.7 Beispiele

(a) f:R— R,z 22 ist

e nicht surjektiv: z.B. hat -1 kein Urbild
e nicht injektiv: z.B. ist f(2) =4 = f(-2)

(b) f:R—=RI:={zeR| x>0}z z? ist surjektiv, aber nicht injektiv.
(¢) f:R{ — R, x> 2? ist injektiv, aber nicht surjektiv.

(d) f:R{ — R, z+ 22 ist sujektiv und injektiv, also bijektiv.
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Bijektive Abbildungen kann man umkehren:

5.8 Definition: (Umbkehrabbildung)

Ist eine Abbildung f: M — N bijektiv, so heifit die Abbildung
fT'"N—=M y—zx

mit y = f(x) die Unkehrabbildung von f.

5.9 Beispiele

I RS‘ — RS’, x — 22 hat die Umkehrabbildung f* : RS‘ — RS‘, T \T

Abbildung lassen sich miteinander verkniipfen:

5.10 Definition: (Komposition)

Sind f: A— B und g: B — C Abbildungen. Dann heifit die Abbildung
gof:A—C, xw—g(f(z))

die Komposition (Verkniipfung, Hintereinanderschaltung) von f und g.
Sprechweise: g Kringel f“.

5.11 Satz: (Assoziativitit der Verkniipfung)
Seien f: A— B, g: B— C, h:C — D Abbildungen, so gilt:

(hog)of=hol(gof)

d.h. die Komposition ist assoziativ.
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Beweis:

Ist x € A, so gilt

I
> >
= =

5.12 Vorsicht

Die Komposition von Abbildungen ist i.A. nicht kommutativ!

Beispiel: f:R—R, x—x+1
g:R—-R, z— 22
=

(fog)x) =f(a?) =2*+1
(gof)x) =glz+1) =@+1)?=z+22+1
dh. fog#gof.

Die Komposition kann auch zum Nachweis von Injektivitiat, Surjektivitdt und
Bijektivitéat dienen:

5.13 Satz: (Kriterium fiir Injektivitit, Surjektivitit, Bijektivitit)

Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen den nichtleeren Mengen X und Y.
Dann gilt:

(a) f injektive 3g:Y — X mit go f =idx
(b) f surjektive 3g:Y — X mit fog=idy
(¢) f bijektiveIg:Y — X mitgo f =idx und fog=idy

In diesem Fall ist g die Umkehrabbildung f~1.
Beweis:

(a) ,=“: Sei f injektiv. Dann existiert zu jeden y € f(X) genau ein € X
mit f(x) =y. Setze g(y) :=x. Fir alle y € Y\ f(x) setzen wir g(y) := o
mit zg € X beliebig. Dann hat g : Y — X die Eigenschaft go f = idx.
,<=“Selg: Y — X mit go f =idyx gegeben. Sei ferner f(x1) = f(x2).
= x1 = g(f(x1)) = 9(f(22)) = 22

= f ist injektiv.
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(b) ,=“: Sei f surjektiv. Zu jedem y € Y wihlen wir ein festes z € X mit
f(z) = y und setzen ¢(y) := x. Dann hat g : ¥ — X die Eigenschaft

fog=1idy.
,<=“Seig:Y — X mit fog=1idy gegeben. Sei y € Y.
=y = f(9(y)), dh. y € f(X) = fist surjektiv.

(¢) ,="“:Sei f bijektiv. Dann existiert nach (a) und (b) eine Abbildung g :
Y - X mit go f =idx und fog=1idy.
,=“Seig:Y — X mit go f =idyxy und f o g = idy gegeben. Dann ist
f nach (a) und (b) injektiv und surjektiv, d.h. bijektiv.

Ferner erfiillt g die Def. auf Seite 48| der Umkehrabbildung von f: g = f~ 1.

a

5.14 Maéchtigkeit von Mengen

Eine Menge M heifit endlich, falls ein n € Ny existiert und eine bijektive Abbil-
dung f: {1,2,3,...n} — M. nist eindeutig bestimmt und heifit die Miichtigkeit
(Kardinalzahl, Kardinalitét) von M.

Schreibweise: |M| = n.

Man kann die Elemente von M aufzihlen: M = {my, mq, ..., m,}, wobei f(i) =
m; fiir i € {1,...,n}. Ist M nicht endlich, so heifit M unendlich. Zwei Mengen
sind gleichméchtig, falls eine bijektive Abbildung zwischen ihnen existiert.

Wir nennen eine Menge M abzéhlbar, wenn eine bijektive Abbildung f : N — M
existiert. Als Symbol fiir die Kardinalzahl |N| benutzen wir Xg (,aleph 0%).

5.15 Beispiele

(8) 1{5,7,2,9} =4

(b) |Z| = Ny, denn mit Z = {0,1,—1,2,—2,...} ergibt sich eine Aufzéhlung
mit der bijektiven Abbildung

n

FINSZ  f(n) = { i fiir gerades n

%5+ fiir ungerades n

5.16 Abzihlbarkeit von Q

Q ist abzéhlbar: |Q| = No.
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Beweis:

(Cantor) Wir beschréinken uns zunichst auf QT := {qg € Q| ¢ > 0}. Die Ele-
mente von Q% lassen sich nach folgendem Schema anordnen:

(Nenner 1) 1—2 3—=14
1 2 3 4
(Nenner 2) 5 / 5 / 5 5
1 2 3 4
(Nenner 3) 3 / 3 H 3
(Nenner 4) 2 3 3

-~ A=

Durch Weglassen doppelter Elemente in diesem Polygonzug entsteht die Anord-
nung

die sich bijektiv auf N abbilden l#sst.
Analog wie in auf der vorherigen Seite(b) dehnt man den Beweis auf ganz

Q aus.

O

Bemerkung: Nicht alle unendliche Mengen sind gleichméchtig. Z.B. ist R
iiberabzédhlbar (d.h. nicht abzihlbar).

5.17 Satz: (Aquivalenz von Surjektivitit und Injektivitit)

Sei f: X —Y eine Abbildung zwischen endlichen, gleichmdchtigen Mengen X
und Y. Dann sind dquivalent:

(a) fist injektiv.
(b) fist sujektiv.

(¢) fist bijektiv.
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Beweis:

Wegen der Def. der Bijektivitidt geniigt es, (a) < (b) zu zeigen.
»(a) = (b)“: Sei f: X — Y injektiv.

= |f71(y)] <1VyeY (einige y € Y kénnten kein Urbild haben)

= 1 X[=) 1wl < Y 1=V

yey yey
Wegen | X| = |Y| muss |[f~1(y)] = 1Vy € Y gelten.

= f ist surjektiv, da jedes Elemente in Y zu f(X) gehort.

»(b) = (a)“: Sei f: X — Y surjektiv.

= Yl =Y 1< Y 'l = IX].

yey yeY
Wegen | X| = |V| muss [f71(y)] = 1 Vy€Y gelten.

= fist injektiv, da keine zwei Elemente aus X auf das selbe y € Y abgebildet
werden.

5.18 Folgerungen

Aus dem Beweis von [5.17] auf der vorherigen Seite folgt fiir endliche Mengen
X, Y:

(a) Ist f: X — Y injektiv, dann ist | X| < |Y].
(b) Ist f:X — Y surjektiv, dann ist | X| > |Y].

Die Kontraposition zu (a) liefert:

5.19 Schubfachprinzip

Seien X, Y endliche Mengen. Dann ist eine Abbildung f : X — Y mit | X| > [|Y]
nicht injektiv. Anders formuliert: Seien m Objekte in n Kategorien (,,Schubfiichern®)
eingeteilt. Wenn m > n ist, gibt es mindestens eine Kategorie, die mindestens

2 Objekte enthalt.
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5.20 Beispiele

(a)

(b)

Unter 13 Personen gibt es mindestens 2, die im selben Monat Geburtstag
haben.

In jeder Gruppe mit mindestens zwei Personen gibt es zwei, die die gleiche
Anzahl von Bekannten innerhalb dieser Gruppe haben.

Beweis:

Wir nehmen an, dass ,,bekannt* eine symmetrische, nicht reflexive Rela-
) 9 )
tion ist.

Objekte: Personen der Gruppe. Annahme: m Personen
Kategorien: Personen mit der gleichen Zahl von Bekannten
Ko, K1,Ks,...,K,_1: Personen mit 0,1,2,...,m — 1 Bekannten.

Schubfachprinzip nicht direkt anwendbar, da die Objektzahl m identisch
mit der Kategorienzahl ist. Es gibt jedoch eine Kategorie, die nicht auftritt:
Denn: Angenommen, eine Person ist in K,,,_1.

= Sie kennt alle anderen.

= Alle anderen kennen mindestens 1 Person.

= K| ist leer.

Wenn keine Person im K,,_1 ist, ist K,,_1 leer.

= Also ist das Schubfachprinzip anwendbar.

Fiir beliebige n? 4+ 1 Punkte im Quadrat
Q:={(z,y)| 0<x<n, 0<y<n} gibt es zwei mit Abstand < /2

Beispiel: n = 3, 10 Punkte
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Beweis:

Betrachte Teilquadrate Q;; == {(z,y) | i — 1<z <i,j—1<y<j}
Nach dem Schufachprinzip miissen in einem der n? Einheitsquadrate min-
destens zwei Punkte liegen. Der Maximalabstand in einem solchen Ein-
heitsquadrat ist V2.
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Kapitel 6

Primzahlen und Teiler

6.1 Bedeutung in der Informatik

e Wichtige Algorithmen in der Kryptographie (z.B. RSA - Algorithmus)
beruhen auf grundlegenden Ergebnissen der Zahlentheorie:
Es ist leicht, zwei grofie Primzahlen zu multiplizieren, aber schwierig, eine
grofle Zahl schnell in ihre Primfaktoren zu zerlegen.

6.2 Satz und Definition: (Division mit Rest)

Zu, jeder Zahl a € Z und jeder Zahl b € N gibt es eindeutig bestimmte Zahlen
q,r € Z mat

a =qgb+r, 0<r<hb.

Wir nennen q den Quotienten und r den Rest der Division von a durch b. a
heiffit Dividend, b ist der Divisor.

Beweis:

Betrachte Fall a > 0. Sei q die grofite ganze Zahl mit ¢-b < a. Dann gibt es ein
r > 0 mit a = q-b+r. Ferner gilt r < b, denn andernfalls wére g nicht maximal
gewesen. Den Fall a < 0 zeigt man &hnlich.

Besonders interessant ist der Fall » = 0 und die Erweiterung b € Z \ {0}.
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6.3 Definition: (Teibarkeit, Teiler, Primzahl)

Seien a,b € Z und b # 0. Wir sagen, b teilt a (b | a), wenn es eine ganze Zahl
q gibt mit a = q - b.

In diesem Fall heifit b Teiler von a. Falls b kein Teiler von a ist, schreibt
man bt a. Eine natirliche Zahl p > 1 heifst Primzahl (ist prim“), wenn sie
nur die trivialen Teiler +p und +1 hat. Zahlen, die nicht prim sind, heiffen
zusammengesetzt.

Bemerkung: In [3.6] auf Seite haben wir gesehen, dass es unendlich viele
Primzahlen gibt.

6.4 Beispiele

(a) =763, denn (—=7)(—9) = 63.
(b) 11 ist prim.

(c) 35 ist zusammengesetzt 35 =5- 7.

Folgende Teilbarkeitseigenschaften sind leicht zu zeigen:

6.5 Satz: (Teilbarkeitsregein )

(a) Ausc|bundb]|a folgtc|a.
(Beispiel: 3|12 und 12 |24 = 3| 24)

(b) Aus by | ay und by | ag folgt bibs | ajas.
(Beispiel: 2|4 und 7|21 = 14| 84)

(¢) Ausb|ay undb]|as folgt b| aay + Bas Va, B € Z.
(Beispiel: 3|6 und3|9=3|(2:6+3-9))

(d) Ausa|bundb|a folgt |a|=|b].

6.6 Satz: (Fundamentalsatz der Zahlentheorie)

Jede natiirliche Zahl n > 1 ist als Produkt endlich vieler (nicht notwendig ver-
schiedener) Primzahlen darstellbar (Primzahlfaktorisierung). Diese Zerlegung
ist bis auf die Reihenfolge der Faktor eindeutig.

Beweis:

siehe z.B. Brill: Mathematik fiir Informatiker, S. 60-63
Beispiel: 84 = 22 - 3 - 7 ist eine Primzahlfaktorisierung.
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6.7 Sieb des Erathostenes (Primzahlfaktorisie-
rungen)

Primzahlfaktorisierungen grofer Zahlen sind aufwiindig. Ein einfaches (nicht
sehr effizientes) Verfahren ist das ,,Sieb des Erathostenes®.

e Um zu priifen, ob n prim oder zusammengesetzt ist, geniigt es fiir jede
Primzahl p < /n zu testen, ob p | n .

e Findet man einen Teiler p, kann man das Verfahren mit n/p fortsetzen.

6.8 Beispiel:

Zur Primzahlfaktorisierung von 84 geniigt es, alle Primzahlen < /84 ~ 9,17
zu betrachten, d.h. 2,3,5,7. Wegen 7 | 84, fithrt man die Faktorisierung mit
84 / 7 = 12 fort. Hier miissen nur noch die Primzahlen 2 und 3 getestet werden.

12/3 = 4
4 = 2.2
=84 = 22.3.7.

6.9 grofiter gemeinsamer Teiler (ggT)

Sind a,b,d € Z und gilt d | a und d | b, so heifit d gemeinsamer Teiler von a und
b. Wenn fiir jeden anderen gemeinsamen Teiler ¢ von a und b gilt ¢ | d , dann
heifit d grofiter gemeinsamer Teiler (ggT). (engl. greatest common divisor, ged):

d = ggT(a,b).

Beispiel: ggT (84, 66) = 6, denn 84 und 66 haben die Primfaktorzerlegung

84 = 22.3.7
66 = 2-3-11.
ggT ist Produkt der gemeinsamen Faktoren 2 und 3.

Gibt es schnelle Algorithmen zur Bestimmung des ggT"?
Hierzu benétigen wir einen Hilfsatz (Lemma).
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6.10 Lemma: (Eigenschaften des ggT)

Seien a,b,q € Z, Dann gilt:

(a) d=g9T(a,b) & d=ggT(b,a—q-b).

(b) Ista=gq-b, so gilt b= ggT(a,b).

Beispiel:

(a) 6= ggT(84,66) < 6 = ggT(66,84 — 1-66) = ggT'(66,18)

(b) Ist 84=7-12= 12 = ggT (84,12)

Beweis:

(a) Wir zeigen nur,,=* (,,<=*“ geht dhnlich).
Sei d = ggT'(a,b).
Aus d | a und d | b folgt mit [6.5] auf Seite [56{e): d | a — g - b.
Also ist d gemeinsamer Teiler von b und a — ¢q - b.
Um zu zeigen, dass d auch grosster gemeinsamer Teiler ist, betrachten wir
einen weiteren gemeinsamen Teiler ¢ und zeigen ¢ | d.

clb=c|qb
cla—gb }:>c|(a—qb)—|—qb:>c|a

cl|b

=c|d,dad = ggT (a,b)

(b) Priife Def. des ggT fiir b nach:
Aus a = gb folgt b | a. Wegen b | b ist b gemeinsamer Teiler von a und b.
Ist ¢ weiterer gemeinsamer Teiler von a und b gilt ¢ | @ und ¢ | b.
Wegen ¢ | bist b = ggT (a,b).

Dieses Lemma bildet die Grundlage des Euklidischen Algorithmus!
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6.11 Satz: (Euklidischer Algorithmus)

Fiir a,b € N mit a > b setzen wir rq := a,ry := b und berechnen folgende
Divisionen mit Rest:

TO : - / "2 (0 ST2 s Tl)
1 / s / T3 (0 <rs< r2)
T2 / G273 + T4 (0< 1y <r3)

Tn—2 = Gn—2Tn—1 + Tn 0<7ry, <Tp-1)
Tn—1 = dn—1Tn

Dann ist r,, = g9T (a,b).

6.12 Beispiel:

geT (133, 91)

133 = 1-91+42
91 = 2.-4247

42 = 6.7

7T = ggT(153, 91)

6.13

Warum liefert der Euklidische Algorithmus den ggT?
Beweis:

(von Satz|[6.11)): Die Reste r; > 0 werden in jedem Schritt kleiner.
= Algorithmus bricht nach endlich vielen Schritten mit Rest 0 ab.
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Falls ggT(a,b) = ggT (ro,m1) existiert, gilt nach Lemma auf Seite [58] (a)

99T (ro,m1) = 99T (r1,m0 — qor1) = ggT(r1,72)
N—_——
T2
99T (r1,7m2) = ggT(ra,m1 —qira) = ggT'(r2,73)
N—_——
T3
99T (T—2,rn-1) = g9T(rn—1,"n—2 — gn—2rn—1) = 99T (rn_1,75)
——
Tn
und somit ggT(a,b) = ggT(rn_1,7)

Da r,_1 = ¢,_17y folgt mit Lemma auf Seite b):
rn = 99T (rn_1,7n)

und somit r,, = gg7T'(a,b).
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Kapitel 7

Modulare Arithmetik

7.1 Bedeutung in der Informatik

Rechnen mit Kongruenzen ist u.A. wichtig fiir

e Suche von Datensétzen in grofen Dateien (Hashing)
o Priifziffern (ISBN, Barcodes, ...)
e Kryptographie

e Generierung von Pseudozufallszahlen

7.2 Definition: (kongruent modulo m, Modul)

Zwet ganze Zahlen a,b heiffen kongruent modulo m, wenn m € N ein Teiler von
a—bist: m|a—>b. Wir schreiben a =b mod m, und wir nennen m Modul.

Beispiel:

(a) 7=22 mod5,dab|7—22
(b) 8#22 mod5, da5t8—22.

7.3 Satz: (Zusammenhang Kongruenz - Division mit Rest)

Es gilt a = b mod m genau dann, wenn a und b bei der Division durch m den
selben Rest besitzen.
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Beweis:

,=“ Sei a =b mod m.
Seien ferner g1, qo, 71,72 € Z mit

a = gm-+n

b = qgm-+ry

und 0 < 711,79 <M
=a—-b = (q1—q2) -m+(r1—r2).

Wegen m | a —bist r;1 —re =0, d.h. r; = ro.
<= Sei umgekehrt

a = gqgm-+r
b = @m-+r
=a—-b = (q1—¢q2)-m, dh.m|a—0>. O

7.4 Interpretation als Aquivalenzrelation

Kongruenz modulo m definiert eine Aquivalenzrelation auf Z (vgl. § 4] auf Sei-
te , denn es gilt:

(a) Reflexivitit: a = a mod m, dam | 0.

(b) Symmetrie: Sei

a = b modm
= m|(a—0b)
= m|((b—a)

=b = a modm

(¢) Transitivitét: Seien ¢ =b mod m und b = ¢ mod m.
=m| (a—b)und m | (b—c).
Mit Satz [6.5] auf Seite [56{c) folgt m | (a — b) + (b — ), d.h. m | a — ¢ und

somit a = ¢ mod m.

Die Aquivalenzklassen
b] :={a€Z| a=b mod m}
mit b € {0,1,...,m — 1} heiflen Restklassen von Z modulo m. Wir schreiben:

Zm ={[0],[1],...,[m —1]}

fiir die Menge aller Restklassen modulo m.

Koénnen wir in der m-elementigen Menge Z,, #hnlich rechnen wie in Z?
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7.5 Lemma: (Addition von Elementen zweier Restklassen)

Seien [a] und [b] zwei Restklassen (modulo m), und seien a' € [a] und b/ € [b]
beliebig. Dann ist a’' +b' € [a + b].

Beweis:

Fiir o € [a] und b € [b] existieren p, ¢ € Z mit

ad—a = pm
V—b = gm
=d+b = (pm+a)+ (gm+Db)

= (p+gm+(a+b)

dh. o +b €la+b]

Dieses Lemma motiviert:

7.6 Definition: (modulare Addition)

Seien [a] und [b] zwei Restklassen. Wir definieren die (modulare) Addition von

[a] und [b] durch.

[a] + [b] := [a + b].

7.7 Beispiel: Additionstafeln in Zg

+ 0] [1 2] [3] [4 [5]
o | o [ 2 B [ 3]
BN I E I B ) R T TR 1)
21 =2 BB o] [
Bl B [ B 1] 2]
I 1 (U U R P R )
BB o [ 2 B4

denn es gilt z.B. [3] + [5] = [8] = [2]
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7.8 Satz: (Eigenschaften der modularen Addition )

Die Addition in Z,, hat folgende Eigenschaften:

a) Kommutativgesetz: [a] + [b] = [b] + [a] v [al, [b] € Zn,

(a)
(b) Assoziativgesetz: ([a] + [b]) + [¢] = [a] + ([b] + [c]) Y [al, [b], [c] € Zm,
(c)

)

d

0] ist neutrales Element der Addition: [a] + [0] = [a] V [a] € Zy,

Inverses Element: Zu jedem [a] € Z,, existiert ein [b] € Z,, mit [a] + [b] =
[0].

(b)
(a] + [b]) + [c] [+ 0] + [c]
= Ja+b+
= [a]+[b+]
= [a]+ ([ + [])
(c) [al+[0] = [a+0] = [a].
(d) Das inverse Element zu [a] ist [m — a], denn: [a] +[m —a] = [a+m —a] =

[m] = [0].
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7.9 Lemma: (Multiplikation von Elementen zweier Restklassen)
Seien [a] und [b] zwei Restklassen (modulo m) und seien o’ € [a], b' € [b] beliebig.
Dann ist a’ - b € [a - b]
Beweis:
Fiir o' € [a] und b € [b] existieren p,q € Z mit .

ad—a = pm

V—b = gqm

S a0 = (pmta) (gm+d)
pgm? + pmb + agm + ab

(pgm + pb+ aq)m + ab
a' = ab mod m
m | (a'b' — ab)

4

d.h. o'V € [a-b].

Dieses Lemma motiviert:

7.10 Definition: (modulare Multiplikation)

Seien [a], [b] zwei Restklassen. Wir definieren die (modulare) Multiplikation von
[a] und [b] durch

a] - o] := [a- ).

7.11 Beispiel: Multiplikationstafeln in Zg

+ [0 ] 2 B [4 [5]
o | [0} o] f[o] [o] [0] 0]
I Y s R % O )
2o 2[4 [0 2] [4]
Bl | o 8] [o] 8] [0 (3]
[4] | o] 4] 2 [0 [4 [2]
B or 51 4 B 2] [

denn es gilt z.B. [2] - [5] = [10] = [4].
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Beachte:

(a) Es kommen i.A. nicht alle Elemente im jeder Zeile / Spalte vor. Manche
fehlen, andere treten mehrfach auf.

(b) Aus [a] - [b] = [0] folgt i.A. nicht [a] = [0] oder [5] = [0].

7.12 Satz: (Eigenschaften der modularen Multiplikation)

Die Multiplikation in Z,, hat folgende FEigenschaften.

(a) Kommutativgesetz: [a] - [b] = [b] - [a] v [al, D] € Zn,
(b) Assoziativgesetz: ([a] - [b]) - [c] = [a] - ([b] - [¢]) Y [al, b, [c] € Zm,

(¢) [1] ist neutrales Element der Multiplikation: [1] - [a] = [a] Vla] € Zn,

Beweis:

ghnlich elementar wie Beweis von Satz [7.8 auf Seite [64]
O

Bemerkung: Offensichtlich findet man nicht zu jedem [a] € Z,, \ {[0]} ein
inverses Element [b] bzgl. der Multiplikation mit [a] - [b] = [1]:

Beispiel auf der vorherigen Seite zeigt, dass [2], [3], [4] kein inverses Element
haben.

7.13 Satz: (Multiplikative inverse Elemente in Zyy,)

[a] € Z,, hat genau dann ein inverses Element bzgl. der Multiplikation, wenn a
und m teilerfremd sind (d.h. ggT(a,m) = 1).

Beweis:

»= Sei [b] ein multiplikatives Inverses zu [a] € Zy,

=[] = [df-[p]=[a-0]
=3dqeZ : ab—1=gm (*)
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Um zu zeigen, dass ggT'(a,m) = 1, zeigen wir, dass fiir jeden Teiler ¢ von a und
m gilt: ¢ | 1.
Fiir ¢ | a und ¢ | m folgt mit Satz[6.5] auf Seite [56]c):

¢ | ab—gm

Wegen (*) bedeutet dies: ¢ | 1

»<=" siehe z.B. Beutelspacher / Zschiegner: Diskete Mathematik fiir Einsteiger,
2002 (Satz 5.3.4)
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Kapitel 8

Gruppen

8.1 Bedeutung in der Informatik

e Gruppen sind abstrakte Modelle fiir Mengen, auf denen eine Verkniipfung
(etwa Addition oder Multiplikation) definiert ist.

e Allgemeine Aussagen aus der Gruppentheorie arbeiten die Gemeinsamkei-
ten hinter vielen Problemen heraus. (Beutelspacher: ,Mathematik ist die
Lehre von der guten Beschreibung*).

8.2 Definition: (Gruppe)

Eine Gruppe besteht aus einer Menge G und einer Verkniipfung -, die je zwei
Elementen aus G wieder ein Element aus G zuordnet, fir die gilt:

(a) Assoziativgesetz: (a-b)-c=a-(b-c) Ya,b,c € G.
(b) Neutrales Element: 3e € G: e-a=a Ya € G.

(¢) Inverse Elemente: Zu jedem a € G existiert b€ G :b-a =e.
Man schreibt auch: b=: a1

Glilt zusatzlich

(d) Kommutativgesetz: a-b=">-aVa,be G,
so heift (G,-) kommutative Gruppe (abelsche Gruppe).

| G | heifit Ordnung der Gruppe. Ist | G |< oo, spricht man von einer G
endlichen Gruppe.

Bemerkung: Erfillt (G,-) lediglich das Assoziativgesetz, so spricht man von
einer Halbgruppe (engl. semigroup). Halbgruppen mit neutralem Element heiflen
Monozide.
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8.3 Beispiele

(N, +) ist eine Halbgruppe, aber kein Monoid, da kein neutrales Element
existiert.

(Np, +) ist ein Monoid (mit 0 als neutralem Element), jedoch keine Grup-
pe, da zu a € Ny im Allgemeinen kein inverses Element existiert.

(Z,+),(Q,+), (R, +) sind kommutative Gruppen .
(Z,-) ist ein Monoid (mit 1 als neutralem Element), aber keine Gruppe.
(@Q\ {0},-), (R \ {0}, -) sind kommutative Gruppen.

Die Menge Z,, aller Restklassen modulo m bildet zusammen mit der mo-
dularen Addition eine kommutative Gruppe mit [0] als neutralem Element

(vgl. Satz auf Seite [64)).

Sei m eine Primzahl. Dann ist ((Z,, \ {[0]},-) eine kommutative Gruppe
mit neutralem Element [1] (vgl. Satz [7.12] auf Seite [66] und Satz [7.13] auf

Seite .

Die Menge aller Abbildungen g : M +— M bildet mit der Kompositi-
on ein Monoid (mit der identischen Abbildung als neutralem Element).
Betrachtet man nur bijektive Abbildungen, liegt sogar eine (i.A. nicht-
kommutative) Gruppe vor (vgl. § |5 auf Seite .

Spezialfall von (h):

Sei M = {1,...,n}. Dann bildet die Menge der bijektiven Abbildungen
von M — M mit der Komposition die Permutationsgruppe
(symmetrische Gruppe) (S, o)

Beispiel: fiir n =3

(12 3 (12 3 (12 3
=\l 2 3 2=\ 2 31 =131 2
(1 2 3 (1 2 3 (12 3,
4=\2 1 3 5 =N1 3 2 %6 =\3 2 1 )°"
bei beschreibt z.B. o3 die Abbildung
1 — 3
2 — 1
3 - 2
o3 o 04 beschreibt Abbildung:
749 03
4133
373

d.h. 03004 = O5.
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Die Verkniipfungstafel lautet

o g1 g2 g3 04 05 06
g1 g1 g9 03 (o} 05 6
02 | 02 03 01 O0Og¢ 04 O3

03 | 03 01 02 05 0O 04
04 | 04 05 0O 01 02 O3
05 | 05 0O 04 03 01 02
06 | 06 04 O5 02 03 01

o1 ist neutrales Element.

Beachte: S, ist nicht kommutativ: o4 - 06 # 0¢ - 04.

8.4 Satz: (Eindeutigkeit des neutr. Elements und der inversen Elemen-

te)

In jeder Gruppe gibt es nur ein neutrales Element und jedes Element einer
Gruppe hat genau ein inverses Element.

Beweis:

Sei e ein neutrales Element. Wir gehen in 4 Schritten vor:

(a) Istb-a=e(dh.b=a"1),soistaucha-b=c¢
(d.h. ,linksinverse“ Elemente sind auch ,rechtsinvers®).

Denn:

e-(a-b)
— (' -b)ab)
= bil(w)b (Assoz.)
= b le ~eb
~~
b
= b'b

= €

(b) Es gilt ae =a VYa € G (d.h. e ist auch ,rechtsneutral®. )
(Assoz.) nach (a)

Denn: ae = a(a™'a) (aa"Ya

len)

ea = a (Def. des Linksneutra-

(¢) Es gibt nur ein neutrales Element.
Denn: Sei e* ein weiteres neutrales Element.
* % (_b) * %
= e*a=a VaeG=e=ce=e*=¢
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(d) Zu jedem a € G gibt es nur ein a™! € G.
Denn: Sei ¢ ein weiteres inverses Element zu a.

=c-a=c¢e (*)
nach (b)
= :(

nach (a) 1
= cC-a-a

nach(*) 1
= ec-a
= a,_l

Gibt es Gruppen, die selbst wieder Gruppen enthalten ?

8.5 Satz: (Untergruppenkriterium,)

Sei (G, -) eine (kommutative) Gruppe und U C G. Dann ist (U,-) genau dann
eine (kommutative) Gruppe, wenn gilt:

abelU = a-beUunda'el.
(U,-) heifit dann Untergruppe von (G, -).
Beweis:

Aus a - b € U folgt, dass - abgeschlossen auf U abgeschlossen ist. Das Asso-
ziativgesetz iibertriigt sich aus G. (ebenso das Kommutativgesetz im Fall einer
kommutativen Gruppe)

Ausa-be U und a~! € U folgt fiir alle a € U:

e =a 'a € U Ferner ist a~! € U nach Voraussetzung.

8.6 Beispiel:

(a) (Z,+) und (Q,+) sind Untergruppen von (R, +).
(b) (mZ,+) mit mZ := {mz| z € Z} ist Untergruppe von Z fiir m € N.

(¢) Ist (G,-) eine Gruppe mit neutralem Element e, so sind ({e},-) und (G, -)
selbst wieder Untergruppen von (G, -).

(d) Jede Permutation einer Menge M = {1,...,n} ldsst sich durch eine Se-
quenz von Vertauschungen zweier Elemente (Transpositionen) darstellen.
Die Menge aller Permutationen von M = {1,...,n} mit einer geraden
Anzahl von Transpositionen bildet eine Untergruppe der symmetrischen
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Gruppe (Sp, o), die alternierende Gruppe (A, o).
Z.B. besteht A3 aus den Permutationen o1, 02,03 (Notation aus auf
Seite [70{i)) und wird beschrieben durch die Verkniipfungstafel

© ‘ 01 02 03
g1 | 01 02 03
g9 g9 g3 01
g3 g3 g1 (o)

A, ist sogar kommutativ (obwohl S,, nicht kommutativ ist).

8.7 Zyklenschreibweise fiir Permuationen

Sei o eine Permutation vom M = {1,...,n}. Dann wird jedes Element von M
nach hochstens n-maligen Anwenden von o auf sich selbst abgebildet.
Beispiel:

o 1 2 3 4 o1 o1 o1 g1
(a) 01<3 1 9 1) 1—3—2—4—1
(b) (1 2 3 4 13332531
2=\ 31 2 4 W
(©) o3 1 2 3 4 12233
7= l3 41 2 78 4 78

Das motiviert die Zyklenschreibweise

(a) o1 =(1324)
(b) o2

(c) o3 = (13)(24)

(132) (Der Einerzyklus (4) wird weggelassen.)

8.8 Definition: (Nebenklassen, Rechts- und Linksnebenklassen)

Mit Hilfe von Aquivalenzrelationen kann man eine Menge in Aquivalenzklassen
zerlegen.

(Bsp.: Z wird in m Aquivalenzklassen modulo m zerlegt.)

Gibt es eine dhnliche Zerlequng bei Gruppen?

Def.: Sei (G,-) eine Gruppe mit Untergruppe (U,-). Ferner sei g € G. Dann
nennen wir

gU = {gu| ueU} Linksnebenklasse von g bzgl. U,
Ug = {ug| ue U} Rechtsnebenklasse von g bzgl. U.
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Bemerkung: Haufig betrachtet man nur Linksnebenklassen und nennt diese
dann Nebenklassen.

8.9 Satz: (Nebenklassenzerlegung einer Gruppe)

Sei (G,-) eine Gruppe, g,h € G und (U,-) eine Untergruppe. Dann gilt: fiir
g,h €G:

(a) gecU=gU=U

(b) Zwei (Links-)Nebenklassen g U, h U sind entweder gleich oder disjunkt.

(¢) Jedes a € G liegt in einer eindeutig bestimmten (Links-)Nebenklasse, d.h.
die Nebenklassen von U bilden eine Partition von G.

(d) Alle (Links-)Nebenklassen bzgl. einer festen Untergruppe U sind gleichmdchtig:
lgUI=|U| Vged.

Beweis:

(a) Aus der Abgeschlossenheit folgt gU C U. Mit (d) folgt schliesslich gU = U.

(b) Ann.: gU und AU haben ein gemeinsames Element
= da,b € U : ga = hb. )

= gU Y g(aU) = (ga)U & (b)U = h(oU) & hU

(¢) a € GliegtinaU, da U das neutrale Elemente e enthilt. Die Eindeutigkeit
folgt aus (b).

(d) Esgilt: | gU |=| U |, denn:

e Zu jedem a € U ex. Element ga € gU, d.h. | U |<]| gU |.
e Zu jedem ga € gU existiert a € U, d.h. | gU |<| U |.

8.10 Beispiele

(a) (BZ,+) ist eine Untergruppe von (Z, +). Wir kénnen Z in 5 Nebenklassen

zerlegen.
0+5Z = [0]
1+5Z = [l
2457Z = [2]
3+5Z = [3]
445Z = [4]

Dies sind gerade die 5 Kongruenzklassen modulo 5.
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(b) Die alternierende Gruppe (As, o) ist eine Untergruppe der symmetrischen

Gruppe (S3,0) (Vgl. auf Seite [70(i), auf Seite [72/(d)).

S3 :={01,02,...,06} hat die Linksnebenklassen:
A3 = {o1,0203} (= 0143 = 0943 = 0343)
04As = {04,05,06} (= 0543 = 06A3)

0401 = 04 0501 =05 001 = Op
denn: o409 =05 0509 =0g 002 = 04
0403 = 0¢ 0503 =04 0603 =05

Wie viele Nebenklassen besitzt eine Nebenklassenzerlegung von G bzgl. einer
Untergruppe U?

8.11 G modulo U

Sei (U,-) eine Untergruppe von (G,-). Dann bezeichnen wir die Menge aller
Linksnebenklassen mit G/U (gesprochen: ,,G modulo U*), und G : U :=| G/U |
heifit Index von U in G.

8.12 Satz: (von Lagrange)

Sei (G, ) eine endliche Gruppe mit Untergruppe (U, -). Dann ist die Untergrup-
penordnung | U | Teiler der Gruppenordnung | G |. Fir die Zahl der Linksne-
benklassen gilt:

|G|

GU:ﬁ

Beweis:

Nach Satz auf der vorherigen Seite sind alle Nebenklassen von G bzgl. U
gleichméchtig und bilden eine Partition von G. Also muss | U | Teiler von | G |
G|

sein und Tl ist die Zahl der Nebenklassen.

8.13 Beispiel:

(a) |Ss|=6,] A3z |=3
S3/As = {As, 0443}

. _ 1831 _6 _
Sg.Ag—‘Ai‘—§—2

(0]
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(b) Eine Gruppe mit 30 Elementen kann nur Untergruppen mit 1,2,3,5,6,
10, 15, 30 Elementen besitzen.

8.14

Wichtig sind Untergruppen (N, -) einer Gruppe (G, ) fiir die Links- und Rechts-
nebenklassen identisch sind:

gN = Ng Vge @

Sie heiflen Normalteiler. Offensichtlich ist in einer kommutativen Gruppe (G, -)
jede Untergruppe ein Normalteiler.

Warum sind Normalteiler wichtig?

Ist eine Untergruppe (N, -) Normalteiler von (G, -), so kann man zeigen, dass
die Nebenklassenmenge G/N zu einer Gruppe wird, indem man sie mit der
Verkniipfung:

(gN)(hN) == (gh) N

ausstattet. Diese Gruppe heifit Faktorgruppe von G nach N.

8.15 Beispiel:

Die Untergruppe (6 Z, +) ist Normalteiler in (Z, +), da (Z, +) eine kommutative
Gruppe ist. In auf Seite [63| hatten wir auf der Restklassenmenge Zg = Z/6Z
die modulare Addition definiert durch:

[a] + [b] := [a + b].

Wegen [a] = a+6Z, [b] = b+6Z ist dies nichts anderes als die in eingefiihrte
Verkniipfung

(a4+6Z)+ (b+6Z) := (a+b)+6Z.

8.16 Definition: (Abbildung zwischen Gruppen)
Seien (G1,0), (G2,e) Gruppen.

(a) Ein Homomorphismus von G1 nach Go ist eine Abbildung

f:G1 — Gy mit flaod) = f(a)e f(b) Va,beG
N—— ————
Verkniipfung in G1 Verkniipfung in Ga

(b) Ein injektiver Homomorphismus heifst Monomorphismus.
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(¢) Ein surjektiver Homomorphismus heifst Epimorphismus.

(d) Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus.
Man schreibt: G1 = Go (,G1 isomorph G3“).

(e) Ein Homomorphismus von Gy in sich selbst heiffit Endomorphismus.

(f) Ein Isomorphismus von G1 in G1 heifit Automorphismus.

8.17 Definition: (Bid, Kern)

Sei f: Gy — Go ein Homomorphismus der Gruppen G1,Gs. Dann heif$t

Im(f) :={f(g1) | g1 € G1}

das Bild von f. Sei ferner ea das neutrale Element von (Ga,-). Dann nennt man

Ker(f) :={g1 € G1| f(g1) = e2}

den Kern von f.

8.18 Satz: (Homomorphismus fiir Gruppen)

Warum ist der Kern eines Homorphismus wichtig ? Man kann zeigen:

Sei f : G1 — G2 ein Homomorphismus der Gruppen G; und G9. Dann ist
Ker(f) Normalteiler von f und die Faktorgruppe G1/Ker(f) ist isomorph zum
Bild von f:

Gi/Ker(f) = Im(f).

Bemerkung: Man kann also eine nicht bijektive Abbildung bijektiv machen,
indem man zum Faktorraum iibergeht, d.h. Elemente ignoriert, die auf das neu-
trale Element von G5 abgebildet werden.
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Kapitel 9

Ringe

9.1 Motivation

e Hiufig gibt es auf einer Menge 2 Verkniipfungen: eine ,, Addition“ und eine
» Multiplikation“.
(Beispiel: (Z,+,-))

e In (Z,+,-) gibt es sogar noch eine Division mit Rest.

e Lassen sich diese Konzepte algebraisch abstrahieren?

9.2 Definition: (Ring)
Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen +,- auf R heifit Ring, wenn gilt:

(a) (R,+) ist eine kommutative Gruppe.
(b) (R,-) ist eine Halbgruppe.
(¢) Distributivgesetze:

a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

(b+c)-a=(b-a)+ (c-a) }Va,b,ceR.

Ist (R,-) sogar ein Monoid, so heifst (R,+,-) Ring mit Einselement. Gilt
neben (a)-(c) zusdtzlich:

(d) Kommutativgesetz d. Multiplikation:
a-b=b-a Va,beR

so heift (R, +,-) kommutativer Ring.
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9.3 Konventionen

In einem Ring (R, +,-) nennt man oft

e das neutrale Element der Addtition Nullelement (0).
e das neutrale Element der Multiplikation Einselement (1).

e das additive Inverse zu a : —a.

Q|

e das multiplikative Inverse zu a :

Um Klammern zu sparen,vereinbart man ,,Punkt vor Strich“.

9.4 Beispiele

(a) (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins (ebenso wie (Q,+,-) und
(R, +, ))

(b) Die Menge Z,, = Z/mZ der Restklassen modulo m bildet zusammen mit
der modularen Addition und Multiplikation den Restklassenring (Z/m Z, +, -).
Auch er ist kommutitiv. Er besitzt das Einselement [1] (vgl. § [7] auf Sei-

te .

Nachweis des ersten Distributivgesetzes:

[a] - (o] + [c]) =

Y(a], [b],[c] € Z/mZ

Zweites Distributivgesetz folgt aus Kommutativitét.

Beispiel fiir nicht kommutative Ringe folgt spéter (Matrizen).

9.5 Satz: (Unterringkriterium,)
Sei (R,+,) ein Ring und S C R. Dann ist (S,+,-) genau dann ein Ring, falls

(a) (S,+) ist Untergruppe von (R,+).
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(b) (S,-) ist abgeschlossen: a,b€ S=a-be S.

(S,+,-) heifit dann Unterring von (R, +,-).
Beweis:

Wie Satz 8.5.

9.6 Beispiel:
(mZ,+,-) ist Unterring in (Z,+, ), denn

(a) (mZ,+) ist Untergruppe von (Z, +).

(b) (mZ,-) ist abgeschlossen:

Seien a,b € m7Z:

dq1,92 € Z:

a=qm, b=gm

=a-b=(g1m)(g2m) = (q1g2m) m € mZ.
——

cZ

9.7 Polynomringe

Sie sind die wichtigsten Ringe. Sei (R, +, -) ein Ring (z.B. R = R) und ag, a1, .. .,a, €
R. Dann nennen wir die Abbildung:

n
p:R— R, xHZ:akxk
k=0
Polynom (iiber R). Dabei ist 2* :=x -z -... . ao, ..., a, heiflen Koeffizienten
k—mal

von p. Ist ag # 0, so heifit n Grad von p : n = deg(p).
(Beispiel: p(x) = 523 — 1,3z + 6 ist Polynom 3. Grades.)
Die Menge aller Polynom iiber R nennen wir R[z].

Auf R[z] definieren wir eine Additition und eine Multiplikation , punktweise“
durch

P+a(z) = plx)+q)
(p-a)(x) = plz)-q(x).
Dann ist (R[z],+,) ein Ring, der Polynomring iiber R.

Der Nachweis der Ringeigenschaften ist arbeitsaufwéndig, aber nicht schwierig.
Man verwendet:
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Mit p(z) = Z apz®, q(x) = Z brx® gilt:
k=0 k=0

n

Z(ak + bk)a:k

k=0

P+ a)(x)

n+n

p-9(x) = Z Z aib; | =

k=0 \ i+j=k
0<i,j<n

Dabei wurde n := max(deg(p), deg(q)) gewihlt und entsprechend Koeffizienten
des Polynoms kleineren Grades Null gesetzt.

9.8 Horner-Schema

Oft miissen Funktionswerte von Polynomen effizient berechnet werden: z.B. ap-
proximiert der Taschenrechner die Sinusfunktion durch ein Polynom. Eine naive
Auswertung eines Polynoms

p(x) = 52" +4a® —32° + 42t +62% — 72 + 42— 1
erfordert 7 Additionen und 7+6+45+4+3+241 = 28 Multiplikationen.

Wesentlich effizienter ist das Horner-Schema, das eine geschickte Klammerung
ausnutzt:

pl@)=((((z+4)z—-3)z+4)z+6)c—Taz+4)z—1

Arbeitet man die Klammern von innen nach auflen ab, benotigt man 7 Addi-
tionen und 7 Multiplikationen.

Allgemein benétig man bei der naiven Auswertung eines Polynoms n-ten Gra-

n
1
des n Additionen und Z k= m
k=1
benétigt nur n Multiplikationen.

Multiplikationen. Das Horner-Schema

9.9 Polynomdivision

Im Ring (Z,+, ) haben wir in|§| auf SeiteDivision mit Rest betrachtet. Kann
man Ahnliches auch im Polynomring (R[z], +, ) tun? (Beachte: R = R hier!!!)

Satz:

Polynomdivision In (R[z],+,-) kann man eine Division mit Rest durchfiihren:
Zu a,b € R[z] mit b # 0 existieren eindeutig bestimmte ¢, r € R[z] mit a = gb+r
und deg(r) < deg(b).
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9.10 Praktische Durchfiihrung der Polynomdi-
vision

Analog zur Division natiirlicher Zahlen:

365 : 7 = 52 Restl
—35
15
—14
1

fiihrt man die Polynomdivision durch:

2 3
( x4+2x3+3x2+4x+5)+(9:2+1):x2+2x+2+%
*£84 *1'2 z
2x3 4 222 + 4z
— 273 — 2z
2¢2 +2x+5
— 272 -2
2+ 3

bzw.: (z* + 223 + 322 + 4z +5) : (22 + 1) = 2% + 22 + 2 Rest 22 + 3.

Satz auf der vorherigen Seite hat eine wichtige Folgerung.

9.11 Satz: (Abspaltung von Nullstellen)

Hat p € Rlx] die Nullstelle zo (d.h. p(xg) = 0), so ist p durch das Polynom
(x — xo) ohne Rest teilbar.

Beweis:

Nach Satz|9.9| auf der vorherigen Seite existiert fiir p(x) und b(x) := x — ¢ eine
Division mit Rest:

dg(x),r(z) mit p(z) = q(z)b(x) + 7(z).

In xq gilt dann 0 = p(xg) = q(z0) b(zo) +7(z0) = 7(70) =0
——

0
Wegen 1 = deg(b) > deg(r) ist deg(r) =0= r =a9=0.
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9.12 Satz: (Zahl der Nulistellen)

FEin von Null verschiedenes Polynom p € Rlx] vom Grad n hat hichstens n
Nullstellen.

Beweis:

Annahme: p(z) hat mehr als n Nullstellen. Sukzessives Abspalten der n Null-
stellen x1, xo, ... x, ergibt:

dq € Rlz] : p(z)=(x—z1) (. —x2) ... - (x — ) - ¢(x). ¢(z) hat Grad 0,
sonst wire deg(p) > n.

D.h. ¢(z) = ag. Sei x,,41 eine weitere Nullstelle.

0 = p(@nt1)(@nt1 —2n) o (Tpy1 — 21) - Q(Tog1)
Also ist einer der Faktoren (41 — 1), .., (Tnt1 — n), ¢(py1) Null. ag = 0
———

—ao
geht nicht, da p(x) # 0 vorausgesetzt.
= Zp41 stimmt mit einem z,(k = 1,...,n) iiberein.

Im Ring (Z, +, -) haben wir in@ auf Seite |b5| Teilbarkeit und ggT studiert. Geht
dies auch im Polynomring (R[z], +,-)?

9.13 Definition: (99T von Polynomen)

Seien a,b € R[z]. Dann ist a durch b teilbar, wenn es ein ¢ € Rlx] gibt mit
a(x) = q(x)b(z). Ein Polynom p € R[z| ist gemeinsamer Teiler von a und b,
falls p sowohl a als auch b teilt. p heifst grofiter gemeinsamer Teiler von a und
b (99T(a,b)), falls p durch jeden gemeinsamen Teiler von a und b teilbar ist.

9.14 Euklidischer Algorithmus fiir Polynome

Analog zu auf Seite 59 bestimmt man den ggT zweier Polynome a,b € R[z]
mit deg(a) > deg(b) mit dem Euklidischen Algorithmus.

Beispiel:

alr) = x4+ -2+ +2
b(z) = 2 +222+20+1
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Polynomdivision ergibt:

(x*+ 2 -2+ +2) = (- +222 +20+ 1)+ (—2* + 22 +3)
(23 +222 +22+1) = (—z—4)(—2%+ 22 +3) + (132 + 13)
1 3
—2? 42 = (——z+ =) 1
(—z* + 22+ 3) ( 13ac+13)( 3z +13)

Also ist ggT(a(x),b(x)) = (13z + 13).
Ebenso wie jedes Polynom ¢ - (13x + 13) mit einer Konstante ¢ # 0.

Gibt es ,,Primfaktoren* in Polynomringen?

9.15 Definition: (reduzibel, irreduzibel)

Sei (R, +,-) ein kommutativer Ring mit 1. Ein Polynom p € R|x] heifit reduzibel
iber R, wenn es nichtkonstante Polynome a,b € Rlx] gibt mit p = a(x) - b(z).
Andernfalls heifst p irreduzibel iber R.

9.16 Beispiele

(a) 22 — 4 ist reduzibel iiber Z: 22 — 4 = (x + 2)(z — 2)

(b) 2% — 3 ist irreduzibel iiber Z und Q, aber reduzibel iiber R : 2% — 3 =
(z+V3)(z — V3)

(c) x? + 1 ist irreduzibel iiber R

9.17 Irreduzible Polynome als ,,Primfaktoren*
in (R[z], +,")

Irreduzible Polynome in (R[x], +, ) haben dhnliche Eigenschaften wie Primfak-
toren in (Z,+,-). So existiert z.B. eine , Primfaktorzerlegung*:

Jedes nichtkonstante Polynom p € R[z] ldsst sich als Produkt irreduzibler Po-
lynome aus R[z] darstellen. Die Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der
irreduziblen Polynome und bis auf Multiplikation mit konstanten Polynomen

eindeutig. (vgl. Satz auf Seite

9.18 Beispiel:
P
p(r) = 23 —2%+2—1 hat in R[z] die folgende Zerlegung in irreduzible Polynome:
ple) = (@ +1)(z-1)
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Aquivalent sind z.B.

x? 1

p@) = @ De—1) = (5 + M)

Generell kann man zeigen, dass es iiber R nur 2 Typen von irreduziblen Poly-
nomen gibt:

(a) lineare Polynome (d.h. Grad 1).

(b) quadratische Polynome az? + bz + ¢ mit b* — 4ac < 0.
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Kapitel 10
Korper

10.1 Definition: (Kérper)

Ein Korper (K, +,-) besteht aus einer Menge K und zwei Verkniipfungen + und
- auf K, fir die gilt:

(a) (K,+,) ist ein kommutativer Ring mit 1.

(b) Inverse Elemente: Zu jedem a € K mit a # 0 ezistiert ein a~! € K mit
-1
a” " -a=1.

10.2 Bemerkung:

(a) (K,+,-) besteht somit aus den kommutativen Gruppen (K, +) und (K \
{0}, -), zwischen denen ein Distributivgesetz gilt.

(b) Statt K \ {0} schreibt man oft K* .

—
o
-~

Im Englischen heiflen Korper fields.

(d) Falls (K*, ) nur eine nicht kommutative Gruppe ist, bezeichnet man (K, +, -)
als Schiefkorper.

10.3 Beispiele

(a) (Z,+,) ist kein Kérper, da zu a € Z* i.A. kein a™! existiert (bzgl. - ) .
(b) (Q,+,) und (R, +,) sind Kérper.

Weitere Beispiele folgen spéter.

Welche Eigenschaften gelten in Korpern?
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10.4 Satz: (Eigenschaften von Kdrpern)
In einem Kérper (K, +,-) gilt:

() a-0=0 Va € K

(b) Nullteilerfreiheit:
Sind a,b € K mita # 0 und b # 0, folgt a-b#0 (d.h. aus a-b =0 folgt
a=0 oderb=0).

Beweis:
(a) Da 0 neutrales Element bzgl. + ist, gilt:

a-0+0=a-0=a-(0+0) "2 a.0+a-0
Addition von —a - 0 auf beiden Seiten ergibt die Behauptung

0=a-0.
(b) Seien a # 0,b # 0.
Annahme:
a-b = 0

=b = (ata)-b

a”'-(ab)

0

= o« 0@

Widerspruch zu b # 0
O

Bemerkung: (a) impliziert, dass man in Kérpern nicht durch 0 dividieren
darf: ¢ := ¢ bedeutet a = ¢ - b. Ist b = 0, folgt a = 0. Fiir a = 0 ist jedoch
a = q - b fir jedes ¢ € K erfiillt. Somit macht auch % keinen Sinn.

10.5 Endliche Koérper

Wir betrachten den Restklassenring Z,, = Z/mZ mit der modularen Addition
und Multiplikation. In [8.3]auf Seite [70fg) haben wir gesehen (vgl. auch auf

Seite und auf Seite :

(Z7,,-) ist eine kommutative Gruppe, falls m eine Primzahl ist.
Man kann sogar zeigen:

(Zp,,+,-) ist genau dann ein Korper, wenn m Primzahl ist.
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Beispiel 7.11 illustriert, dass (Zg, +, ) kein Korper sein kann, da z.B. [2] kein
multiplikatives Inverses hat und Zg nicht nullteilerfrei ist.

Allgemein bezeichnet man einen endlichen Kérper mit ¢ Elementen als Galoisfeld
GF(q) (Evariste Galois, 1811 - 1832). Galoisfelder existieren nur fiir Primzahl-
potenzen ¢ = p™ und sind nur fir festes ¢ eindeutig (bis auf Isomorphie). Fiir
eine Primzahl p gilt also:

10.6 Der Korper der komplexen Zahlen

Problem:

e Manche Polynome haben in R keine Nullstellen.
e Beispiel: p(z) = 22 + 1.

e Kann man v/—1 sinnvoll definieren?
Abhilfe:

e Wir betten R in C := R? = {(a,b) | a,b € R} ein, indem wir R als
x-Achse {(a,0) | a € R} interpretieren. Dort muss gelten:

— Addition: (a,0) + (¢,0) = (a + ¢,0)
— Multiplikation: (a,0) - (¢,0) = (a - ¢,0) Va,b e R

e Wir suchen eine Erweiterung der Addition und Multiplikation auf C, so
dass

— (C,+, ) ein Korper ist und
— eine Zahl (a,b) € C existiert mit (a,b) - (a,b) = (—1,0).

10.7 Definition: (Komplexe Zahlen)
Auf C:=R? = {(a,b) | a,b € R} sind folgende Verkniipfungen definiert:
(a) Addition: (a,b) + (¢,d) == (a+ ¢, b+ d) Va,b,c,d e R .

(b) Multiplikation: (a,b) - (¢,d) :==(a-c—b-d,a-d+b-c) Ya,b,c,d € R.
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10.8 Konsequenzen aus Def.

e Einschrinkung auf 2- Achse liefert Addition/Multiplikation der reellen Zah-
len:

(,)+(C 0) (a+0,0+0):(a+c70)
(@.0) - (¢,0) = (a-c—0+0,a-0+0-¢) = (a-c,0) " @R

e Das neutrale Element der Multiplikation auf C ist (1,0):

(lao)'(cvd) = (Cad)'

e In C existiert /—1, denn:
(0,1)-(0,1) = (0-0—-1-1,0-1+1-0)=(-1,0).

Fiir (0,1) schreiben wir i (imagindre Einheit).

10.9 Satz: (Kérper der komplexen Zahlen)

(C,+,) bildet einen Korper, den Kiorper der komplexen Zahlen.

Beweis:

Elementar, abgesehen von der Existenz des inversen Elements der Multiplikati-

on.
Fiir (a,b) # (0,0) gilt:

—b
b h = S
(a’7 ) a2+b27a2+b2)

a —b a® b? ab ab
2 V@) = + , -
Cl2+b2 0,2+b2 a2+b2 a2+b2 a2+b2 a2+b2

= (1,0)

10.10 Praktisches Rechnen mit komplexen Zah-
len

Statt (a,b) schreibe man a+1-b, verwendet 2 = —1 und rechnet ansonsten wie
mit reellen Zahlen. Damit erhélt man direkt Def. auf der vorherigen Seite
der Addition/Multiplikation:

Addition:

(a+ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d)
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Multiplikation
(a+ib)- (c+id) = ac+iad+ibc+ i bd

-1

(ac — bd) + i(ad + be)

10.11 Definition: (komplex konjugiertes Element, Betrag, Realteil,
Imagindrteil )

Zu einer komplexen Zahl z = a + b definiert man z := a — ib als das (komplex)
konjugierte Element zu z.

Ferner nennt man |z| = \/(z - ) = Va2 + b2 (siehe auch den Betrag von

zZ.

a heifst Realteil, b heiffit Imagindrteil von z.

10.12 Geometrische Interpretation

Betrachtet man z als Vektor (a,b) € R?, so ist Z der an der z-Achse gespiegelte
Vektor.
Wegen

A = VG
= +/(a+ib)(a —1ib)
— (a2 — i22)

= Va2 +0b?

ist | z | die Lénge des Vektors (a, b).

T zZ= (337 _y)
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10.13 Niitzlichkeit des konjugiert komplexen Ele-
mentes
a+ b

den Nenner reell zu machen. Man er-

Z.B. um bei komplexen Briichen n
c

weitert mit ¢ — id:

a+ib c—1id ac — iad + ibc — i%bd
c+id c—1id c? — cid + ide — i2d?
ac+bd  5bc—ad

+1 .
2 + d? c2 + d?

Welche Bedeutung hat C fiir die Nullstellen von Polynomen? Man kann zeigen:

10.14 Satz: (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes komplexwertige Polynom p € Clz] mit Grad > 0 hat eine Nullstelle in C.
(,C ist algebraisch abgeschlossen®).

Konsequenz:

p € Clz] mit deg(p) = n > 1 zerfillt in n Linearfaktoren:

p(z) = Zakxkéﬂxl,...,xnec
k=0
plx) = an-(x—x1)(x—22) ... (T — )

10.15 Beispiel:

p(z) = 22% — 3z + 5 hat nach der abe-Formel die Nullstellen:

3++v32-4-2-5
2.2
3++v-31

4
3 ++31/=1

1,2
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10.16 Wozu sind komplexe Zahlen noch niitzlich?

e Manche mathematischen Resultate lassen sich in C einfacher beschreiben
und besser verstehen als in R (z.B. das Konvergenzverhalten von Potenz-
reihen (spéter)).

e Schwingungsvorgénge in elektrischen Schaltkreisen sind in C wesentlich
kompakter darstellbar als in R. Es gibt also sehr konkrete Anwendungen
in der Elektrotechnik und der technischen Informatik.
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Kapitel 11

Polynome auf allgemeinen
Korpern

11.1 Ubertragung von Resultaten aus R[z]

In Paragraph § @] auf Seite [79| haben wir viele Resultate in R[z] gefunden:

e Horner-Schema

e Polynomdivision

e Abspaltung von Nullstellen

e Zahl der Nullstellen eines Polynoms n-ten Grades
e Teilbarkeit, gemeinsamer Teiler, ggT

e Fuklidischer Algorithmus

Diese Resultate gelten allgemein fiir jeden Polynomring K [x] iiber einem Koérper
K.

11.2 Beispiele

(a) Wir betrachten das Polynom p(z) = 422 + 3z — 1 im Korper (Zs, +,-).

Wegen:
p(0]) = [4]-[0)* +[3] - [0] - [1] = [4]
p(1]) = 40P +03]- 1] -] =[1]
p(2) = [4]-[2°+ 3] 2] - 1] =[3]
p(Bl) = [4]- 3" + 3] 3] - [1] = [4]
p(Al) = [4]-[4 + 3] [4] - [1] = [0]
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hat p in Zs eine Nullstelle in [4].
(b) Polynomdivision in (Zs, 4+, -):

+ [0 [ [2 Lo [ [2]

o] | [0] [t] [2] [0] | [0] [o] [0]

(1] | 1] [2] [o] (] [ [o] [ [2]

2] | [2] [0o] [1] (2] | [o] [2] [1]

([2]x3 +[2]x 4+ [1]) : (x + [2]) = [2]22 + [2]z + [1] Rest [2]
—([2]2® + 2?)
2]2* + [2]=
—([2]2% + z)
x +[1]
—(z+[2])
2]

Probe:
2]+ (212 + 2z + 1) (= +[2]) = [2]+ [2)2® + 2% + [2]2* + 2 + = + [2]

= 2]+ 2z + 1]

11.3 Anwendung der Polynomdivision in Z,|z]
zur Datensicherung

Bei der Dateniibertragung kénnen Bits ,,umklappen. Einfachste Abhilfe zur
Fehlererkennung: Einfithrung von zusétzlichen ,, Priifbits®.

Beispiel: Datenblock von 1 Byte, an den ein Priifbit angehéngt wird, das die
Summe der 8 Bits modulo 2 berechnet:

11011001 | 1
—— ~—~
Byte Priifbit

Empfingt man z.B. 11011011 | 1, muss also ein Fehler aufgetreten sein.
Nachteile:

e Keine Fehlermeldung, wenn gerade Anzahl von Bits umkippt.

1

e Man muss 3

mehr Daten iibertragen.

Alternativ kann man Polynomdivision in Zs[z] zur Datensicherung verwenden.

Vorgehensweise:

1. Interpretiere Bits eines zu iibertragenden Datenblocks als Polynom f(z) €
ZQ [{E]
Beispiel: Byte als Datenblock: 11011001
Polynom: f(x) = 2" + a5 + a* + 23 + 1
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2. Ein festes ,,Generatorpolynom* g(x) € Zg[z] mit deg(g) = n dient als
Divisor. Typischerweise ist deg(g) << deg(f).

3. Betrachte statt f(z) das Polynom h(x) = 2™ f(z). D.h. in der Bitfolge von
f(z) werden n Nullen angehéingt.

Beispiel: n =4
h(z)
—_——N—
11011001 | 0000
—_—— =~
f(=) zr

4. Berechne Polynomdivision h(z) : g(z) in Zg[z] :
hiz) = q(z)g9(z)+r(z) mit deg(r) < n.

5. Sende h(z) — r(z) = q(z)g(z) (= h(z) + r(z) in Za[z]).

Wegen deg(r) < r unterscheiden sich h(z) — r(x) und h(z) hochstens in
den letzten n Bits:

h(z)—r(z)
——
11011001 | 1011
—_—
f(=) 7(x)
r(x) dient der Datensicherung.

6. Der Empféinger erhilt das Polynom p(x). Tritt bei der Division von p(x)
durch g(x) ein Rest auf, so ist p(z) # h(x)—r(x), d.h. ein Ubertragungsfehler
ist aufgetreten.

Bei geschickter Wahl von g(x)
e ist es sehr unwahrscheinlich, dass bei einem Ubertragungfehler die Division

p(z) : g(x) ohne Rest aufgeht.
e kann man aus dem Divisionsrest den Fehler lokalisieren und korrigieren.
Konkrete Spezifikation im X.25 - Ubertragunsprotokoll:
e Datenblock mit 4096 Byte = 32.768 Bit
= deg(f) = 32.767
e Generatorproblem: g(z) = 26 + 212 + 2% + 1

= deg(g) = 16 (2 Byte zur Datensicherung)

Es werden also nur ﬁ ~ 0.49 Promille zusétzliche Daten iibertragen. Erkannt
werden kénnen u.A. alle 1-, 2-; 3- Bit - Fehler, sowie alle Fehler mit ungerader

Fehlerzahl!

Bemerkung: Algorithmen zur Polynomdivision in Zs[x] lassen sich effizient in
Soft- und Hardware realisieren.
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Kapitel 12

Boole’sche Algebren

12.1 Motivation

e In §[Tauf Seite[23|und §[2Jauf Seite[29 haben wir gesehen, dass Operationen
auf Mengen (N, U, Komplementbildung) und auf logischen Ausdriicken
(A, V, ) Ahnlichkeiten besitzen und #hnlichen Gesetzen folgen.

e Liegt eine gemeinsame algebraische Struktur vor?

e Gibt es weitere wichtige Beispiele hierfiir?

12.2 Definition: (Boole’sche Algrabra)

Eine Boole’sche Algrebra besteht aus einer Menge M, zwei algebraischen Opera-
tionen + und -, sowie einer ,einstelligen® Operation —, wenn fir alle x,y,z € M
gilt:

(a) Kommutativgesetze:

r+y = y+zx
(b) Assoziativgesetze:
(@+y)+z = z+(y+2)
(Z-y)-z = z-(y-2)
(¢) Distributivgesetze:
z-(y+z) = (z-y)+(z-2)
r+(y-2) = (@+y)-(z+2)
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(d) Neutrale Elemente: Es gibt 0,1 € M mit
O+z2 =
l-z =
(e) Komplementire Elemente:

r+x =

1
rz-—-x = 0

Wir nennen —x das komplementdre Element zu x.

12.3 Beispiel 1: Operationen auf Mengen

Sei M ein Menge, P(M) ihre Potenzmenge und C die Komplementbildung. Dann
ist (P(M),u,N,C) eine Boole’sche Algebra mit () als Nullelement und M als
Einselement.

Denn: (a), (b), (¢): Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetze gelten nach
Satz [L6] auf Seite

(d) Neutrale Elemente:

pudA = A
MnNA = A

} vV AeP(M)
denn A C M.
(e) Komplementiire Elemente
Sei A€ P(M) und CA := A := M\ A.
= AUA = M
ANnA = 0

12.4 Beispiel 2: Aussagenlogik

Die Menge der Aussagenformeln bildet zusammen mit der Disjunktion V, der
Konjunktion A und der Negation — eine Boole’sche Algebra. Dabei bildet die
logische Konstante ,,falsch“ das Nullelement und ,,wahr“ das Einselement.

(a), (b), (c) Die Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetze gelten nach
Satz 2.8 auf Seite [31]

(d) Neutrale Elemente:

OvA = A (vgl. Wahrheitswertetafel auf Seite
1INnA = A (vgl. Wahrheitswertetafel auf Seite
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(e) Komplementiire Elemente:

AVv-A = 1  (vgl.[2.§auf Seite[3I|a), Satz vom ausgeschlossenen Dritten)
AN-A = 0 (vgl. auf Seite [BI|b), Satz vom Widerspruch)

In einer Boole’schen Algebra kann man zahlreiche Aussagen beweisen. Beispiels-
weise gilt:

12.5 Satz: (Eigenschaften Boole’scher Algebren)

In einer Boole’schen Algebra (M, +,-,—) gilt:

(a) a=a-+a, a=a-a Ya € M
(b) —(—a)=a Ya € M
(¢) Gesetze von de Morgan:

=(a+b) = (—a)-(-b)
—(a-b) = (=a)+(-b)

Man kann sich leicht einen Uberblick iiber alle endlichen (!) Boole’schen Alge-
bren verschaffen, denn es gilt:

12.6 Satz: (Endliche Boole’sche Algebren)

(a) Jede endliche Boole’sche Algebra ist isomorph zur Boole’schen Algebra der
Teilmengen einer endlichen Menge. (vgl. auf der vorherigen Seite).

(b) Endliche Boole’sche Algebren haben immer 2™ Elemente mit einem n € N

(¢) Zwei endliche Algebren mit der gleichen Anzahl an Elementen sind iso-
morph.
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Kapitel 13

Axiomatik der reellen
Z.ahlen

13.1 Motivation

e Analysis beschéftigt sich mit Grenzwerten, Differentiation und Integrati-
on.

e Viele Phidnomene in den Natur- und Ingenieurswissenschaften lassen sich
mit Hilfsmitteln der Analysis beschreiben.

e In der Informatik wichtig z.B. bei Zahlendarstellung, Komplexititsabschitzungen
und physiknahen Bereichen wie Visual Computing.

e Analysis verwendet grundlegende Eigenschaften der reellen Zahlen.

e Worin unterscheidet sich R beispielsweise von Q und C?

13.2 Definition: (angeordnet, Positivbereich)

Wir nennen einen Korper (K,+,-) angeordnet, wenn es eine Teilmenge P (den
Positivbereich) gibt, so dass gilt:

(a) P, {0} und — P:={x € K| —x € P} bilden eine Partition von K.
(b) P ist abgeschlossen bzgl. + und -:
z,2yeP = x+yebP, x-yeP
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13.3 Definition: (Ordnungsbegriffe)

Sei (K, +,-) ein angeordneter Korper mit Positivbereich P. Dann lassen sich fiir
x,y € K folgende Ordnungsbegriffe definieren:

r<y &= y—xeP

r<y & x=yoderx<y
r>y = y<cx
r>y & y<luz

Folgerung: e P& x—-—0€ P< x> 0.
Der Positivbereich enthélt die positiven Zahlen.

Welche Eigenschaften besitzen angeordnete Korper?

13.4 Satz: (Eigenschaften angeordneter Kérper)

Sei (K, 4+, ) ein angeordneter Kérper. Dann gilt Va,y, z,w € K :

(a) Vergleichbarkeit:

entweder x <y oder x =y oder x > y.
(b) Transitivitdt:
r<y,y<z=x<z.
(¢) Vertrdglichkeit der Anordnung mit der Addition:

Seix<yundz<w: = xz+z<y+w.

(d) Vertriglichkeit der Anordnung mit der Multiplikation:
s<yundz>0 = xz<yz
r<yundz<0 = xz>yz.

(e) Invertierung:

bzgl. Addition:

x>0 = —-x<0
r<y = -—x>-y.
bzgl. Multiplikation:
O<z<y = O0<yl<azh
(f) Positivitit des Quadrats:

r#0=22>0.

Beweis:

Ubungsaufgabe.
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13.5 Konsequenzen

(a) In einem angeordneten Korper (K, +,-) gilt 1 > 0.
Beweis:

Da (K \ {0},-) eine Gruppe mit neutralem Element 1 ist, ist 1 # 0. Nach

(f) folgt: 0 < 12 = 1.

(b) (C,+,) ist kein angeordneter Kérper, da i> = —1 < 0 ein Widerspruch
zu [13.4] (f) ist.

(c) Jeder angeordnete Korper enthilt N als Teilmenge.
Denn: Aus 0 < 1 folgt mit (c):

I1<lI+1<1+14+1 <
~—  —
=:2 =:3

Endliche Kérper wie z.B. Zj, (p Primzahl) konnen daher nicht angeordnet
sein.
Offensichtlich sind (Q, +, ) und (R, +, ) angeordnete Korper.

Worin unterscheiden sich R und Q?

13.6 Definition: (Mazimum und Minimum)

Sei (K, 4+, ) ein angeordneter Kéorper und M C K.

FEin Element © € M heifft Mazimum von M (x = max M), wenn fir alley € M
gilt: y < x.

x € M heifit Minimum von M (xz = min M), falls y > x  fiir alley € M

Bemerkung: Hat M ein Maximum oder Minimum, so ist dieses eindeutig be-
stimmt.

Denn: Seien z,y zwei Maxima. Dann gilt:

> i .
y>x (da y Maximum) } 13.70)

x>y (da  Maximum) v

13.7 Beispiel:
Sei K =Q.

(a) Mi:={ze€Q| z<2}=maxM; =2,da2¢c M; und z <2Vz € M.
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(b) My :={x € Q]| z < 2} hat kein Maximum, denn zu jedem x € M, gibt

es ein y € My mit y > x. Wéhle z.B. y := “2'2. Dann ist z < y < 2.

(¢) Ms:={r € Q| 22 <2} hat kein Maximum, denn: Ist  Maximum, so ist
2?2 = 2 oder 2% < 2. Fiir 22 = 2 ist 2 ¢ Q. Fiir 22 < 2 findet man &hnlich
wie in (b) eine Zahl y € Q mit x < y und y? < 2.

Gibt es ein ,Maximum, das nicht in M liegt*“?

13.8 Definition: (Infimum, Supremum)

Sei (K, 4+, ) ein angeordneter Kérper und M C K.

M heif$t nach oben beschrinkt, wenn es ein © € K (nicht notwendigerweise in
M) gibt mit y < a¥y € M. Dann heifit x obere Schranke von M.

s € K heifst kleinste obere Schranke (Supremum) von M (s = sup M), wenn
fiir jede obere Schranke x gilt: x > s.

Analog definiert man nach unten beschrinkt, untere Schranke und grofite untere
Schranke (Infimum) (r =inf M ).

13.9 Beispiel:
Wir betrachten K = QQ und Beispiele aus auf der vorherigen Seite.

(a) M hat viele obere Schranken, z.B. 1000; 7; 2.
Kleinste obere Schranke: sup M; = 2.
M3 ist nicht nach unten beschrénkt.

(b) M5 hat die gleichen oberen Schranken wie Mj.
Obwohl kein Maximum existiert, gibt es ein Supremum: sup Ms = 2.

(¢) Ms hat viele obere Schranken, z.B. 1000; 7; 1,5.

Es gibt jedoch keine kleinste obere Schranke in Q, da /2 keine rationale
Zahl ist.

Diese Beispiele illustrieren:

(a) Wenn eine Menge M ein Maximum hat, so ist dieses auch das Supremum.
(b) Es gibt Mengen, die ein Supremum besitzen, jedoch kein Maximum.

(¢) In Q gibt es Mengen, die obere Schranken besitzen, jedoch keine kleinste
obere Schranke.
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13.10 Definition: (volistindig)

Ein angeordneter Korper heifft vollstindig, wenn in ihm jede nach oben be-
schrinkte Menge ein Supremum besitzt.

Man kann zeigen:

13.11 Satz: (Aziomatische Charakterisierung von R)

Es gibt genau einen vollstindigen, angeordneten Korper.
Er heifst Korper der reellen Zahlen R.

Mit der Unbeschranktheit der natiirlichen Zahlen zeigt man:

13.12 Satz: (Eigenschaften der reellen Zahlen)
Fiir z,y € R gilt:

(a) Zux,y >0 ezistiert n € N mit nx >y (Archimedisches Aziom).
(b) Zu x>0 existiert n € N mit L < .

(¢) Zux €R existiert m :=max{z € Z| z<a}.

13.13 Definition: (Betragsfunktion)

xz  fallsxz >0

Fiir x € R heifst |z ::{ falls < 0
— alls ©

Betrag von z.

13.14 Satz: (Eigenschaften des Betrags)
Fir z,y e R gilt:

(a) [z] =0

|z =0&2=0
(0) |z -yl =[] |yl
(¢) |z +yl <[z[+]yl

€T

Y

_ el

N
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(&) [zl =lyl | <lz -yl

108



Teil 111

Eindimensionale Analysis



Mathematik fiir Informatiker I,
Version vom: 21. Juli 2004 WS 2003, Prof. J. Weickert

110



Kapitel 14

Folgen

14.1 Motivation

e In der Mathematik werden Folgen bendtigt, um stetige Funktionen zu
untersuchen und um die Differential- und Integralrechnung einzufiihren.

e Klassische Funktionen wie sin, cos, exp, log werden als Grenzwerte von
Zahlenfolgen definiert. Programmiert man eine Mathematikbibliothek, ist
es notig, Darstellungen zu verwenden, bei denen die Folgen schnell bere-
chenbar sind und schnell konvergieren.

14.2 Definition: (Foige)

FEine Abbildung f : N — Ryn — f(n) =: a, heifit (reellwertige) Folge. Wir
nennen a, das n-te Glied der Folge und kiirzen die Folge mit (an)nen, (an)
oder einfach nur a, ab.

Bemerkung: Viele der nachfolgenden Resultate (aber nicht alle) lassen sich
verallgemeinern auf Folgen mit anderen Wertebereichen, z.B. C,R™.

14.3 Beispiel:

(a) konstante Folge: a, = a Vn € N.

1 111
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(d) Die Fibonacci-Folge ist rekursiv definiert durch

ap = 1, as =1

An = Qp—1+ap_2 firn > 3
Sie ergibt: 1,1,2,3,5,8,13,21,...
(e) (b")nen ist die Folge: b, b2, b2, . ..

14.4 Definition: ((streng) monoton fallend / wachsend; beschrinkt)

FEine reellwertige Folge (a,,) heifst monoton wachsend, wenn an41 > a, Yn € N
ist. Gilt sogar ap+1 > a, Vn € N, so ist (a,,) streng monoton wachsend. Analog
definiert man (streng) monoton fallend.

(an) heifft nach oben/unten beschrinkt, wenn {(a,) | n € N} nach oben/unten
beschrdankt ist.

sup a,, und inlf\I an, werden als Supremum/Infimum von {(a,) | n € N} definiert.
neN ne

Wie kann man das Konvergenzverhalten einer Folge beschreiben?

14.5 Definition: (e - Umgebung)

Seia € R und € > 0 eine reelle Zahl. Dann nennen wir
Uca) = {xeR]| |[z—a|<e}={reR|a—-ec<z<a+e}

die € - Umgebung von a.

Ufq)
I | .
I I I
d-g ad Cl+¢

14.6 Definition: (konvergente Folge)

Fine Folge (ay) heifst konvergent gegen a, wenn in jeder € - Umgebung von a
Hfast alle® Folgenglieder liegen:

Ve >0 dng(e) eN  mit |z —a|<e Vn > ng(e).

Man schreibt , lim a, = a“ oder ,a, — a fir n — oo und nennt a den
n—oo

Grenzwert (Limes) von (ay).
Eine reellwertige Folge heifst divergent, wenn sie gegen keine reelle Zahl konver-
giert.
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14.7 Beispiel:

(a) Die konstante Folge ist konvergent:

a, = a VYneN= lim a, = a.

n—oo

1
(b) lim — =0. Denn :

n—oo n

1
Sei € > 0. Dann existiert nach 13.12 (b) ein no(¢) € N mit — < e.
no

1 1 1
Wegen 0 < — < — Vn > nyg ist also — € U-(0) Yn > ny.
n ~ ng n

Folgen, die gegen 0 konvergieren, heilen Nullfolgen.

(c) Die Folge ((—1)™)nen ist divergent.

14.8 Definition: (uneigentliche Konvergenz, bestimmte Divergenz)

Sei (an) eine Folge. Dann strebt a,, gegen oo, (lim a,, = o0), falls fir jedes

r >0 ein no(r) € N existiert mit a,, >r Yn > ng. In diesem Fall spricht man
auch von uneigentlicher Konvergenz oder bestimmter Divergenz.

Analog definiert man lim a,, = —oo, falls fiir jedes r < 0 einng(r) € N existiert
n—oo

mit a, <r VYn > ng.

Beispiel: lim n? = oo

n— o0

Ko6nnen unbeschrinkte Folgen konvergieren?

14.9 Satz: (Beschrinktheit konvergenter Folgen)

FEine konvergente Folge st beschrinkt, d.h. sie ist sowohl nach oben als auch
nach unten beschrinkt.

Beweis:

Sei (ay,) Folge mit lim a, = a. Dann existiert ny mit a, € Ui(a) VYn > ng.
n—oo

Damit ist {a, | » € N} in der beschrinkten Menge {a1,as,...,an,—1} U Ui(a)
enthalten.

Kann es mehrere Grenzwerte geben?
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14.10 Satz: (Eindeutigkeit des Grenzwerts)

Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.
Beweis:

Annahme: (a,) habe zwei Grenzwerte a,b mit a # b.

U () U, ()
A A
[ o | F I
( | ) | ) S
{ | J ( ! J
la —b]

. Dann ist

Wiéhle € > 0 so, dass € <
Ue(a)NU(b) = 0 (%)
Da a,b Grenzwerte sind, existiert ng,n; mit

an, € Uc(a) Vn > ng und
an, € U (b) Vn > ng

D.h. ay, € Uc.(a) NU(b) Vn > max(ng, ny).

Das ist ein Widerspruch zu (*). = a = b.

Gibt es Kriterien, mit deren Hilfe man Konvergenz zeigen kann?

14.11 Satz: (Konvergenzkriterien)

(a) Vergleichskriterium: Seien (ay), (by), (¢n) reelle Folgen mit

anp < b, <c, VYn € N und nh—{go a, =b= nlingo ¢n. Dann konvergiert (by,)

und es gilt lim b, =b.

n—oo

(b) Cauchy-Kriterium: Eine reelle Zahlenfolge ist genau dann konvergent, wenn
sie eine Cauchy-Folge ist, d.h.

Ve >03ng(e) €N : |ap —am| <& VYn,m > ng(e).

(d.h. die Folgenglieder weichen beliebig wenig voneinander ab, wenn der
Index hinreichend grof ist.)

(¢) Eine monoton wachsende, nach oben beschrinkte Folge konvergiert. Eben-
so konvergiert eine monoton fallende, nach unten beschrinkte Folge.
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Beweis:
von (a)
Sei ¢ > 0. Dann existieren ng,n; € N:

an, € U:(b) Vn > ng
cn € UL (b) Vn > ny

=b—ec<a,<b,<c,<b+e VYn > max(ng,n1) =: na

Also ist b,, € U-(b) Vn > ng, d.h. lim b, = b.

n—oo

14.12 Beispiel:

2 n2

1 1

> ist monton fallend und von unten durch 0 beschrinkt. Also ist ()
n

nach [14.11] (¢) konvergent.

14.13 Satz: (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Seien (an), (by) reelle Folgen mit lim a, = a, lim b, = b. Dann gilt:

n—oo n—oo

(a) Falls ap, < by, Vn € N, so ist a <b.
(b) Falls an < by Vn €N, soista <b (a <bist i.A. falsch!).

(¢) lim (ap, +£b,)=a+bd

n—oo

(d) lim (an -b,) =a-b (d.h. insbesondere lim (c-an,)=c-a).
n—oo n—oo

(e) Ist b # 0, so existiert ng mit b, # 0 VYn > ng. Dann sind auch

1 n , 1
() , (a) konvergent und haben den Limes — bzw. ﬂ_
by n>ng by n>ng b b

() (Janl) konvergiert gegen |al.

(9 SeimeNunda, >0 VneN= lim /a, = =/lim a,
n—oo

n—oo

Dabei bezeichnet 7/a,, die eindeutig bestimmite Zahl w > 0 mit w™ = a,, .

14.14 Beispiel:

1 1
(a) lim —7:17 lim —=17-0=0.

n—oo N n—oo n
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(b)

. n . n 1
lim = lim - —
lim 1
= lim 1- n—oo i
" lim 14 lim —
n—o00 n—oo N
1
140
© 1 snt—2n24+1 5-3%+L4% 5-0+0 5
im = = ==
n—oo Tnd +11n3 +1 7+%+% 7+0+0 7

14.15 Der Grenzwert lim (1 + £>n
n

n—oo

Anwendungsbeispiel:
Ein Geldbetrag ag wird mit einem Jahreszinsfufl p jahrlich, halbjéhrlich, vier-
teljahrlich, monatlich oder téglich verzinst. Nach einem Jahr ergibt sich also:

a = ao(1+p) bei jahrlicher Verzinsung
2

as = ap (1 + g) bei halbjéhrlicher Verzinsung
P4

ay = ag (1 + Z) bei vierteljahrlicher Verzinsung
P12

ala = ag (1 + E) bei monatlicher Verzinsung
p 365

azes = do (1 + %> bei téglicher Verzinsung

Z.B. ergibt mit ag = 100 Euro und p = 0,03:

a; = 103 Euro

as = 103.02 Euro

ay = 103.03 Euro
a2 = 103.04 Euro
azgs = 103.05 Euro

Konvergiert die Folge (1 + B) ?
n

Man kann zeigen :

e (ay) ist streng monoton wachsend.

e (ay) ist nach oben beschréinkt.
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Nach Satz|14.11] (¢) konvergiert damit (ay,).
Fiir p =1 ist der Grenzwert die Eulersche Zahl e.

1 n
lim <1 + ) = e~ 2,7T182..
n

n—oo

und fiir ein allgemeines p erhélt man

lim (1 + £>n =eP
n

n—oo
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Kapitel 15

Landau - Symbole

15.1 Motivation

e Suchen kompakte Notation zur Aufwandsabschitzung von Algorithmen.

e Algorithmus soll von Problemgréfie n abhéingen (z.B.: n = Zahl der zu
sortierenden Objekte in einer Liste)

e Laufzeit ist Abbildung f : N — R mit f(n) = a,, d.h. eine Folge.

e Meist ist (a,) monoton wachsend und nicht beschréinkt, d.h. lim a, = co.
n—oo

e Interessant ist, wie schnell a,, gegen oo strebt. Hierzu vergleicht man (a,,)
mit Prototypen von anderen Folgen (by,).

15.2 Definition: (Grop-0,Klein-o0)

FEin Folge A = (ay) ist ,Grof-O%“ von B = (b,), wenn der Quotient (Zn>

n

beschrankt ist. Die Folge A ist ,Klein-o“ von B, wenn % eine Nullfol-

ge ist. Wir schreiben A = O(B) bzw. A = o(B). O und o nennt man auch
Landau-Symbole.

15.3 Beispiel:

(a) 2n%+3n+4=0(n?), denn

% +3n+4 nP2+3+ %) 3 4
2 = 2 =2+ -+
n

Dies ist eine konvergente Folge und damit beschrankt.
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(b) 2n?+3n+4 = o(n?), denn

(
m>+3n+4 2+35+%

2 .s
3 — 0 fiir n — oo.
n 1

15.4 Mehrdeutigkeit

Die Angabe A = O(B) ist nicht eindeutig. Fiir A = (n 4 2) sind z.B.:

A = 0(n?),
4 = o).
4= 0(3)

wahre Aussagen. Es gilt:

e Konstante Faktoren &ndern nicht die Ordnung.

O(B) = Of(c-B) Ve € R.

e Terme niedriger Ordnung sind unwichtig:

z.B. haben (n? + 3n +4) und (n? + 17n) die selbe Ordnung O(n?).

15.5 Satz: (Rechenregeln fiir Landau-Symbole)

Fiir reelle Zahlenfolgen A, B und C gelten folgen Regeln:

(a) A=0(4)
c-0(4) = 0O(4)
(b) colA) = ofA) }VCER
(¢ O(A)+0(4) = 0O(4)
o(A)+0(A) = o(4)
(d) O(0(4)) = 0O(4)
oo(4)) = o(4)
(e) O(A4)-0(B) = O(4-B)
o(A)-o(B) = o(A-B)
() A-0(B) = O(4-B)
A-o(B) = o(A-B)
(9) Transitivitdt:
A=0(B), B=0(C) = A=0(0)
A =o0(B), B=0o(C) = A=0(C)
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15.6 Vergleichbarkeit von Folgen

Nicht alle Folgen sind vergleichbar. Betrachte z.B. A = (a,), B = (b,) mit

n gerade )

{n2 ( n gerade )
(
(
(

n ungerade )
n
b, =

Fiir gerades n sieht man, dass A # O(B).
Fiir ungerades n sieht man, dass B # O(A).

n ungerade )

15.7 Definition: ©0(4) =0(B),0(4) < O(B))

Wir sagen

15.8 Haufig verwendete Prototypen von Vergleichs-

funktionen
0 Laufzeitverhalten
O(1) konstant
O(log, n), a > 1 logarithmisch
O(n) linear
O(nlog,n), a>1 nlogn
0(n?) quadratisch
O(n?) kubisch
O(nk) polynomial
O(a™), a>1 exponentiell

Héufig ist a = 2. Die Wahl von a ist jedoch unwichtig, da sich Logarithmen zu
unterschiedlichen Basen nur durch eine multiplikative Konstante unterscheiden.

ldn .
log,n = da mit Id :=log, .
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15.9 Vergleich von Ordnungen

Es gilt:
O(1) <O(logn) <O(n) <O(nlogn) <O(n?) <O(n3?)
<... <O0(nk) <... <0(2") <O0(3") <...

n ‘ ldn nldn n? n3 2"

10 3,32 33,22 100 1000 1024

100 6,64 664,4 10000 10 1,27-1030
1000 | 9,97 9966 108 109 ~ 10301
10000 | 13,29 132877 10% 102 =~ 103010

Fiir grofle n sollte man daher nicht auf Fortschritte im Rechnerbau hoffen, son-
dern nach Algorithmen suchen, die eine bessere Ordnung besitzen.
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Kapitel 16

Reihen

16.1 Motivation

e Reihen sind spezielle Folgen, die z.B. in Form von Potenzreihen wichtige
Anwendungen in der Approximation klassischer Funktionen wie sin, cos,
exp, log haben.

e In der Informatik haben sie zudem Bedeutung in der Zahlendarstellung.

16.2 Definition: (Reihe, n-te Partialsumme)

Sei (ay,) eine Folge. Bildet man hieraus eine neue Folge (s,) mit

n
Sp = Z agk, n €N,
k=1
o0
so nennt man (s,) eine Reihe und schreibt hierfiir Zak. Das n-te Glied s,
k=1

o0
heifst n-te Partialsumme der Reihe. Ist die Reihe Z ay konvergent, so wird thr
k=1

n o0
G ts:=li b lls mat bezeichnet.
renzwert s nl)rr;o];ak ebenfalls mi ;ak ezeichne

Folgen und Reihen unterscheiden sich also lediglich darin, dass man bei Reihen
versucht, Konvergenzaussagen nicht in Abhéngigkeit von s,, sondern von den
Folgengliedern aj zu gewinnen.
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16.3 Satz: (Konvergenzkriterien fiir Reihen)

(a)

Cauchy-Kriterium: (vgl. (b))

oo

Z ay, konvergiert genau dann, wenn es zu jedem e > 0 ein ng(e) € N gibt

k=1
mit
€ Ym,n > ng(e) mit m > n.

m
D> a
k=n

Notwendige Konvergenzbedingung:

Z ay, konvergent = (ay) ist Nullfolge.
k=1
(Die Umkehrung gilt nicht!)

Linearitat

o0 o0 o0
Falls Zak, Zbk konvergieren, so konvergieren auch Z(ak =+ bg) und
k=1 k=1 k=1

o0
Z (c-ay). Es gilt:
k=1

oo (o) e}
Zakibk = Zakﬂ:Zbk
k=1 k=1 k=1
o0 o0
Z(C-ak) = C~Zak
k=1 k=1

Leibniz-Kriterium:

Sei (ax) eine monoton fallende Nullfolge nichtnegativer Zahlen ag. Dann
oo

konvergieren die alternierenden Reihen Z(— ap, und Z 1) la
k=1
Der Grenzwert liegt zwischen zwei aufeinander folgenden Partzalsummen.

Beweis:

folgt aus dem Cauchy-Kriterium [14.11} (b).
folgt aus (a) mit m = n.

folgt aus Satz[14.13| auf Seite

n

Betrachte (s,,) mit s, := Z(—l)kak. Dann gilt:

k=1
Sont2 — Son = Gapt2 — Gap+1 < 0 d.h. (S2,)neny monoton fallend. (x)
Son41 — S2n—1 = —aap+1 + az2p >0 d.h. (s2,-1)nen monoton wachsend. (xx)
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Wegen

wachsend
Sogp = Sop—1+G2n > Sop—1 > 81 VneN

ist (s2,) nach unten beschrinkt. Damit existiert

Sp = lim sg,.
n—oo

Analog zeigt man, dass (s2,—1) nach oben beschrinkt ist und somit

s = lim s9,_1
n—oo
existiert.
Wegen
s—s = lim as, =0
n—oo

haben (s2,,) und (s2,—1) den selben Grenzwert s. Also konvergiert (s;)
gegen s.

Ferner gilt:
(%) ()

Soan—1 <8 < say vn.
oo

Der Beweis fiir s,, := Z(—l)k+1ak verlduft analog.
k=1

O

Bemerkung: Das Cauchy-Kriterium impliziert, dass das Konvergenzverhalten
einer Reihe sich nicht &ndert, wenn man endlich viele Folgenglieder abéndert.
In diesem Fall éindert sich jedoch i. A. der Grenzwert.

16.4 Beispiel:

(a) Geometrische Reihe:
oo
qu = 14+q+¢F+¢+...
k=0

(Hier ist es sinnvoll mit k = 0 zu beginnen.)
Wie sehen die Partialsummen aus?

sno= 1+ ¢+ +¢P+. +q"
g Sn = G+ +FE+. ¢ gt
(1-q) spn = 1 i
= Firqg#1: Sp = 1_1‘1:?1
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Fiir |g| < 1 ist daher

> 1
E ¢ = lim s, = ——
k=0

d.h. die geometrische Reihe konvergiert.

Fiir |¢| > 1 ist (ax) = (¢*) keine Nullfolge. Nach [16.3[ (b) kann qu in
k=0

diesem Fall nicht konvergieren.

(b) Harmonische Reihe:

= 1+1+1+1+
o 2 3 4

T =

o)
k=1

ist divergent, denn es gilt die Abschitzung:
m

i%;izl:ﬁ;ﬁiH1Mmﬂm
k=n

m m
k=n

Somit ist fiir 0 < € < 1 das Cauchy-Kriterium verletzt.

(¢) Alternierende harmonische Reihe:

> 1 1 1 1
S DL T
g} ) k 57371

1

konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium, da (> eine monoton fal-
N/ neN

lende Nullfolge ist.

1
Wegen s1 =1, s5 = 3 gilt die EinschlieSung

<1

DN | =

< i(_l)k—i—l

k=1

N =

(Man kann zeigen, dass der Grenzwert In2 & 0,69 betriigt.)

Bei endlichen Summen darf man die Reihenfolge der Summation beliebig ver-
tauschen. Bei unendlichen Summen (Reihen) ist diese nur in besonderen Fillen
erlaubt. Hierzu benétigen wir den Begriff der absolut konvergenten Reihe.

16.5 Definition: (absolut kovergente Reihe)

o0 o0
Eine Reihe Z ar heifst absolut konvergent, wenn die Reihe Z|ak| konvergiert.
k=1 k=1
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16.6 Beispiel:

(a) Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis:

Sei Z ay, absolut konvergent. Nach dem Cauchy-Kriterium fiir die Reihe

k=1
oo
Z | ar, | existiert zu jedem € > 0 ein ng(e) € N mit
k=1
m
Z|ak|<6 Vn,m > ng mit m > n
k=n
m m
Wegen Zak < Z|ak| (vel. [13.14] (c)) gilt:
k=n n
m
Zak < € Yn,m > ng mit m > n
k=n

oo
d.h. Z ay, konvergiert nach dem Cauchy- Kriterium.
k=1

(b) Es gibt konvergente Reihen, die nicht absolut konvergieren.

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe (16.4] (¢)) konvergiert. Sie
konvergiert jedoch nicht absolut, da die harmonische Reihe ((16.4] (b)) di-
vergiert.

16.7 Satz: (Kriterien fiir absolute Konvergenz)

(a) Die Reihe Zak ist absolut konvergent.

k=1
n

< Die Folge <Z|ak|) ist beschrdnkt.
neN

k=1

(b) Majorantenkriterium:

lax| < by fiir alle k € N und Zbk konvergiert.
k=1

o0
= Zak ist absolut konvergent.
k=1

(Die Reihe Z by heifst Majorante fiir Z a.)
k=1 k=1
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(¢) Quotientenkriterium:
Es sei ay, # 0 fiir alle k > ko, ko € N. Gilt fir alle k > ko die Ungleichung
G41 >

— | < g mit etnem q < 1, so ist Zak absolut konvergent.
ag
k=1

(d) Wurzelkriterium:

Gilt fiir alle k > ko die Ungleichung {/|ax| < g mit einem q < 1, so ist

oo
Z ay, absolut konvergent.
k=1

Beweis:

n
(a) <Z|ak|> ist monoton wachsende Folge. Dann ist sie nach 14.11(c)
k=1 neN
konvergent, falls sie beschrinkt ist (,=¢). Die andere Richtung (,<*)
folgt aus Satz 14.9.

d

n oo
(b) Die Folge <Z bk> der Partialsummen von Z by, ist konvergent und
k=1 neN k=1
damit beschrénkt.

Wegen Z|ak| < Z b, ist die Folge der Partialsummen von Z|ak| durch
k=1 k=1 k=1
dieselbe Schranke nach oben beschriankt. Nach (a) folgt absolute Konver-

o0
genz von E ag.
k=1

a
(¢) und (d) In beiden Fillen wird der Beweis gefiihrt, indem die Reihe geméis

Majorantenkriterium (b) gegen eine geometrische Reihe (vgl. (a))
abgeschétzt wird.

16.8 Bemerkung:

(a) Um nach Quotienten- bzw. Wurzelkriterium absolute Konvergenz von
oo

g ay, folgern zu konnen, reicht es aus zu zeigen, dass
k=1
. Ak+1 . .
lim <1 bzw.  lim ¥ lax| < 1 ist.
k—oo | ap k— oo
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(b) Gilt

Ak+1
Qg

lim

k—oo

>1 oder

o0
so ist Z ay, divergent.
k=1

16.9 Beispiel:

ok
(a) Fiir jede reelle Zahl z ist Z %
k=0~

=lak

S

ist namlich fir z # 0

apq1| Pyl
ag 2k(k +1)!
]
kE+1

lim &/ax] > 1,
k—oo

k
;) absolut konvergent. Es

— 0 fir k — oo

und damit nach Quotientenkriterium Z ay absolut konvergent. (Fall z =

k=0
0: trivial.)
© _k
Anmerkung: Es gilt Z % =e* Vz € R (e: Euler’sche Zahl, vgl.[14.15
k=0
: - 1 )
(b) Wir betrachten kz_; h)F Wegen {/|ay| = TV 0 fiir k¥ — oo konver-

=iak

giert die Reihe nach Wurzelkriterium absolut.

1; k(k
D

k=1

Z::k;(k;—i—l

k=1

1st absolut konvergent, und Z A

(=)

1
=1, denn:
(k+1) ’
1
n+1

=1
(d) Fiir jedes r € N, r > 2, ist Z T absolut konvergent, denn

k=1
"1 "1
Do < D=
k=1 k=1
< Z
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1
Anmerkung: 1: Man kann sogar zeigen, dass fiir jedesr € R,r > 1, Z o
k=1

absolut konvergiert.

=1 x? =1 7 =1 7
Anmerkung: 2: Z 26 Z =90 Z Py
k=1 k=1 k=1
Anmerkung: 3: Wegen hm ’ RS ‘ = 1 niitzt das Quotientenkriteri-
um hier nichts.
(e) Warnung: Fir khrn L1 — 1 baw. klim V/|ax| = 1 ist kein Schluss auf

das Konvergenzverhalten moglich.

00 ] k
Fiir die alternierende harmonische Reihe Z (=1) (vgl.|16.4{(c)) gilt z.B.
k=1
. k41 . k . . . . .
lim = lim |——| = 1. Die Reihe konvergiert, jedoch nicht ab-
k—oo | ag k—oo |k +1
solut.
Ebenso gilt
m [P = 1 i iir>1
k—oo | ap 1 Er’

(absolut konvergent, siehe (b)) oder 0 < r < 1 (divergiert).
16.10 Satz: (Umordnungssatz)

Ist die Reihe Zak absolut konvergent, und ist o : N — N eine beliebige Per-

k=1
o0
mutation (bijektive Abbildung, ,Umnummerierung®), so ist auch Z G, absolut
k=1

konvergent, und es gilt
(oo} (oo}
> a = ) an
k=1 k=1

Beweis:

Zu jedem m € N gibt es ein N € N, so dass {01,09,...,0m} C{1,..., N} gilt
und damit:

IN

N

> x|

k=1

o0

Z\ak| =S
k=1
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Nach Satz [16.7] (a) ist Z las, | absolut konvergent; fiir den Grenzwert S’ :=
k=1

> la,| gilt 8" < S.

k=1

oo o0

Umgekehrt ist auch Z|ak| eine Umordnung von Z las, |, also S < 8" =8 =
k=1 k=1

S’

Wir betrachten nun die absolut konvergente Reihe Z (lag] + ax) und erhalten
k=1

o0 oo
Z(‘ak|+ak Z |a0'k|+a’0'k
k=1 k=1

Wegen der Linearitit (vgl. (c)) folgt

S+yan = S+ a,
k=1 k=1
und daher

oo oo
E ar = E Qg -
k=1 k=1

O
16.11 Bemerkung:
o0
Wenn fiir jede Permutation o : N — N die Reihe Z a, konvergiert, so konver-
k=1

o0
giert die Reihe Z ax absolut.
k=1

16.12 Umordnung nicht absolut konvergenter Rei-
hen

Ordnet man eine nicht absolut konvergente Reihe um, so kann sich der Grenz-
wert und das Konvergenzverhalten &ndern.

Beispiel: Eine Umordnung der alternierenden harmonischen Reihe:
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o111
2 3 4 5 6
1 + L !
1= - _Z
2 3 4
P B
5 7 6
PSR R A T |
9 11 13 15 8
R T T T T T B R |
17 19 21 23 25 27 29 31 10
1 1 1 1 1 1

on 1 243 Tangs Ty r T 1 2nto

Da die positiven Teilsummen

Lo Lo st L]
ony4 1 on4 3 T gntl o+l T4

erfiillen, ist diese Reihe nach dem Cauchy-Kriterium [14.11| (b) divergent.

Es gilt sogar der Satz:
Ist eine Reihe konvergent, jedoch nicht absolut konvergent, dann gibt es

e zu jeder reellen Zahl g eine Umordnung mit g als Grenzwert,
e bestimmt divergente Umordnungen mit Grenzwert +oo und —oo,
e cine unbestimmt divergente Umordnung.

Jetzt wollen wir uns noch mit der ,,Multiplikation“ von Reihen befassen. Kann
man das Produkt zweier Reihen ,,ausmultiplizieren®, etwa folgendermaflen

(Dabei soll die Reihe auf der rechten Seite jedes Paar (k,1), k,l € N von Indizes
genau einmal enthalten ).

Die Antwort gibt der folgende Satz:

16.13 Satz: (Produkt von Reihen)

oo oo
Die Reihen Z ak, Z b; seien absolut konvergent.
k=1 =1
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Dann ist fiir jede bijektive Abbildung (o, ) : N — N2 der Indexpaare die Reihe

Zaak b, absolut konvergent, und es gilt
k=1

S = (S (&)

(ohne Beweis)

Bemerkung: Fiir nicht absolut konvergente Reihen ist aufgrund des Satzes
aus [16.12] auf Seite keine vergleichbare Aussage moglich.

16.14 Folgerung:

Mit der Reihenfolge der Indexpaare geméif

Ok 0 1 2 3

Pk

0 0 2 ) 9
/! / /

1 1 4 8
/ /

2 3 7
/

3 6

erhélt man (hier wird ab 0 nummeriert, damit sich einfachere Ausdriicke erge-
ben!)

(5) (50) - S ()

= aobo + (a0b1 —+ albo) —+ (a0b2 —+ a1b1 —+ (ZQbo) + ...

16.15 Beispiel:

Nach (a) gilt fir ze R,0 < 2z < 1,

k _ I _
E S und ZE_O(—z) =112

k=0
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Fiir das Produkt erhalten wir nach

() () - Beer)

k=0 =0 n=0

)

n=0

und wegen Z:(—l)"_]C =

{1 fiir n gerade
k=0

0 fiir n ungerade

() () - 2

=0

- 1
: 2n
Nach [16.4] (a) ist ;—OZ =1

Andererseits gilt nach der dritten binomischen Formel

1 1 1

1—2z 142  1-—2z2
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Kapitel 17

Potenzreihen

17.1 Motivation

Potenzreihen sind wichtig bei der Darstellung und Approximation von Funktio-
nen. (Taylorreihen, erzeugende Funktionen).

17.2 Definition: (Potenzreihe, Entwicklungspunkt)
Eine Reihe der Form
Zai(x—xo)i mit xg,x € R
i=0

heifst Potenzreihe. xqo heifit Entwicklungspunkt. Im folgenden sei stets xo = 0.

17.3 Beispiel:

(a) Die Exponentialreihe E z—' konvergiert fiir alle z € R.
il
=0

(b) Die geometrische Reihe stellt fiir |x| < 1 eine Funktion dar:

D at= (vgl. 16.15).

Die Reihe konvergiert absolut fiir || < 1 und divergiert fiir |z| > 1. Es
scheint eine einfache ,,Grenze* zu geben, welche die Bereiche trennt, in
denen eine Potenzreihe konvergiert oder divergiert.
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17.4 Satz:

Fiir eine Potenzreihe, die nicht fir alle x € R konvergiert, gibt es ein R > 0,
so dass sie fir |x| < R absolut konvergiert und fiir |x| > R divergiert.

Beweis:
siehe Brill, S. 271.

Die Zahl R heifit Konvergenzradius und das Intervall |— R, R[ heifit Konvergenz-
intervall.

Man legt fest:

e R = oo : Die Potenzreihe konvergiert absolut fiir alle x € R.

e R = 0: Die Potenzreihe konvergiert nur fiir x = 0.

17.5 Anmerkung:

Man darf auch komplexe Zahlen z € C einsetzen. In C ist die Menge {z € C |
|z] < R} ein (offener) Kreis.

17.6 Satz: (Hadamard, Berechnung des Konvergenzradius)

(oo}
Hat die Potenzreihe Z a;x’ einen Konvergenzradius R und konvergiert die Fol-
i=0

ge («"/|an|) , dann gilt:
neN
. 1
lim {/|a,| = R

1
Die Aussage bleibt richtig fir R = 0 oder R = oo, wenn man = als oo oder 0
interpretiert.

Beweis:

siehe Brill, S. 272.

17.7 Beispiel:

(a) Geometrische Reihe in : lim {/|a,| = lim {/|1|=1= R=1. Aber
i=1
Divergenz fiir x = +R.

136



Mathematik fiir Informatiker I,
Version vom: 21. Juli 2004

WS 2003, Prof. J. Weickert

(b) Z % hat Konvergenzradius R = 1, denn:

i=1

. . 1
lim = lim
n—00 n n—oo YN
1
= - = 1
1
= R=1
Fiir = 1: Divergenz, harmonische Reihe.
Fiir x = —1: Konvergenz, alternierende harmonische Reihe.
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Kapitel 18

Darstellung von Zahlen in
Zahlsystemen

18.1 Motivation

Die Wahl von 10 als Basis eines Zahlensystems ist nicht zwingend. In der Infor-
matik sind Zahldarstellungen z.B. im Hexadezimalsystem (16), besonders aber
im Dualsystem (2) wichtig.

18.2 Satz: (Darstellung natiirlicher Zahlen in Zahlsystemen,)

Sei b € N;b > 2. Dann lisst sich jedes n € N eindeutig darstellen in der Form
no= amb™ + am_1b" + ...+ arb! + agh®

mit m € Ny und a; € {0,...,b—1}.

Anstelle von a,,b™ + ... + agh® schreibt man (a,,dm_1 - .- ao)s
Beweis:

Hartmann, S. 48.

18.3 Definition: (Zifern, Basis)

Die maoglichen Koeffizienten 0,...,b — 1 nennt man Ziffern des b-adischen Sy-
stem zur Basis b. Stets sei b0 = 1.
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18.4 Beispiel:

b=2: 256=2-102+5-10+6-1=1-2240-27+...0-1 = (100000000)
Wie findet man die Ziffern fiir die Zahldarstellung?

Durch wiederholte Division mit Rest:

(@mb™ + ...+ agh®) : b = amb™ L+ 4 agbd Rest ag
(amb™ Y+ ... +ab%):b = amb™ 2 4+ agh® Rest a;
amb? i b = 0 Rest a,

18.5 Definition: (b-adischer Bruch)

Es sei z € Z und fiir allen > z sei a, € {0,...,b— 1}. Fine Reihe der Form

an

Z — (Reihe mit negativen Indizes)

mit a, # 0 heift b-adischer Bruch. Man schreibt dafiir (aza.41 ... E — z),. Man
spricht von

e cinem endlichen b-adischen Bruch und schreibt (a,a,41 . ..anE—2)yp, falls
fiir alle i > n gilt: a; = 0.

e cinem periodischen b-adischen Bruch und setzt
(azy0p41 .. a1 PrE—2)y = (az,...app1...pep1-.-Dr...E—2)p,

falls eine Folge py . ..p, von Ziffern sich stindig wiederholt.

Alternative Schreibweisen:

(araz41...00,a102...)y fir z<0,
und
(0, 0...0 azaz41...)p fir z>0.
2-1 Stiick
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18.6 Beispiel:

2
(4,625E1); = (46,25)7 =4-7' 4+6-7° + =+ %
1685
49

18.7 Satz: (Darstellung reeller Zahlen in Zahlensystemen,)

Sei b€ N;b> 2. Dann gilt:

(a) Jeder b-adische Bruch konvergiert gegen ein x € R,z > 0.

(b) Zu jedem x € R,z > 0, gibt es einen b-adischen Bruch, der gegen x
konvergiert.

(¢) Jeder periodische b-adische Bruch konvergiert gegen einy € Q,y > 0.

(d) Zujedemy € Q,y > 0 gibt es einen periodischen oder endlichen b-adischen
Bruch, der gegen y konvergiert.

Beweis:
(a), (b), (c) siche Hartmann, S. 251.

Zu (d): 0.B.d.A. seiy = P 1,p € Ng,q € N.
q

Gesucht aq,as ... mit
P o
— _n
Berechnung der a; durch folgenden Divisionsalgorithmus fiir natiirliche Zahlen:

-p = ay-q+nm 0<r <gq,
T az - q+r2 0<r <gq

SIS R

Ty = az-q+7rs 0<r3<gq
- T3 ag-q+ry 0<ry<q (*)
b'Tn = Qp+1 +Tn+1 OS"“n—Q—l < q.

Es ist stets a; < b, denn:

Man setze ro := p. Aus b < a; und r;_q < ¢ fiir i € N folgt
b-rioi <b-q <a;-q

= Widerspruch zu

boricn = ai-q+ri=ai-q.
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Diese a; sind die gesuchten Koeffizienten, denn aus dem Gleichungsystem (*)

folgt:

ay 1
— az T9 - a as ro
n = ?q + ? r1 einsetzen p (? —+ b—Z) q + 672
=
r; einsetzen
An+1 T+l n+1 a -
_ n+ n .
k=1
n+1
Tn+1 - aj
n+1 - =
u k=1 b
~—

konvergiert gegen 0
fiir n— oo

konvergiert gegen %

Wann endet der Algorithmus?

Gilt 7, = 0, dann ist P _ (0,a1...a,)p . Gilt stets r, # 0, dann muss

sich ein Rest wiederholen, der Bruch wird periodisch, alle Divisionen wieder-

holen sich. Ist z.B. r, = rs fiir ein n > s, dann folgt asy1 = a,41, also

p .
. =(0,a1...050511 - Gn)b-

18.8 Bemerkung:

Die Darstellung aus [I85] auf Seite [I40] zur Basis b=2 entspricht genau der
Speicherung von Zahlen im Computer. Die endliche (!) Folge der a; heifit
Mantisse. Die sogenannte Gleitkommadarstellung umfasst das Vorzeichen, die
Mantisse und den Exponenten. Typischer float:

99
~1,01...1 - 2%
1 Bit 23 Bit
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Kapitel 19

Binomialkoeffizienten und
die Binomialreihe

19.1 Motivation

Binomialkoeffizienten spielen eine grofie Rolle
e in der Kombinatorik, wenn man die Anzahl der k-elementigen Teilmengen
einer n-elementigen Menge sucht
e beim binomischen Satz zur Berechnung von (a + b)", n € N.

e in der Potenzreihendarstellung von (1 4 x)* fiir |z| < 1.

19.2 Definition: (Binomialkoeffizient)

Seien n, k € Ng. Dann heifst

n\ Anzahl der k-elementigen Teilmengen
k o einer n-elementigen Menge

den Binomialkoeffizient n tber k.

Bemerkung: Offensichtlich gilt:
n\ (n

0) \n

(1) = »

1 - )

(Z) =0 fir k >n

Der folgende Satz liefert eine rekursive Beschreibung der Binomialkoeffizienten.

I
[t
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19.3 Satz: (Rekursionsbeziehung fiir Binomialkoeffizienten)

Seien n,k € Ng und n > k. Dann gilt:
(n) )1 falls k =0 oder k =n
LV UG o ey sonst

Aussage klar fiir K = 0 oder k = n. Sei also 0 < k < n. Sei M = {x1,...,2,}.
Die k-elementigen Teilmengen N von M zerfallen in 2 Klassen:

Beweis:

(a) Mengen N mit z,, € N. Diese entsprechen den k-elementigen Teilmengen
von M \ {x,}. Davon gibt es nach Def. (™. 1) Stiick.

(b) Mengen N mit x,, € N. Sie entsprechen den (k — 1)-elementigen Teilmen-

gen von M \ {z,,}. Davon gibt es (}'_}) Stiick.

() - ()G

Insgesamt gilt daher:

19.4 Pascal’sches Dreieck

Satz erlaubt die Berechnung von Binomialkoeffizienten mit Hilfe eines Drei-
ecks, in dem jeder Koeflizient als Summe der beiden schriag dariiber stehenden
Koeffizienten berechnet wird.

Fiir grofle n ist diese Rekursionsformel ineffizient. Gibt es eine direkte Formel?

19.5 Satz: (Direkte Formel fiir Binomialkoeffizienten)

Seien n, k € Ng, n > k. Dann gilt:

"
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Dabei bezeichnet k! .= k- (k—1)-(k—2)-...-1 die Fakultit von k. Man setzt
o= 1.

Beweis:

Vollstdndige Induktion

19.6 Beispiel:

Wie viele Moglichkeiten gibt es im Lotto, 6 aus 49 Zahlen auszuwéhlen?
(49) B 49! 4948474645 - 44

= = 13.983.816
6 6! - 43! 6-5-4-3-2-1

Dabei spielt die Reihenfolge der 6 Zahlen keine Rolle.

Was hat das mit Analysis zu tun ?

19.7 Satz: (Binomialsatz)

Seien a,b € R und n € Ny. Dann gilt

(a+b)" = ;(Z)Mb"k.

19.8 Beispiel:

(a)
(a+0)?* = <§> a®v? + (3) a'd' + <§> a®t?
= bV +2ab+d’
(b)
(a+0)? = (g) a®v® + (il))) a'b® + (3) a’b' + (g) a3t?

= b+ 3ab® +3a%b+a®

19.9 Beweis des Binomialsatzes

Wir verwenden das Prinzip der Indexverschiebung.

n n+1
Zak = ao—l—al—l—...—i—ak:Zak_l (*)
k=0 k=1
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um den Binomialsatz mit vollstédndiger Induktion zu beweisen.

Induktionsanfang:
o /n 0
> aor R = )% =1-1-1 = 1
k 0
k=0
= (a+0)°

Induktionsannahme: Es sei
3 <Z> a"b"F = (a + b)".

k=0

Induktionsschluss:

(a+b)" = (a+b)"(a+b)

Ind.:Ann Z Z) akbn—k> (a+ b)
0
NN kti1pn—k (1 i n—k+1
(k)a b + Z <k)a b
n kpn—k+1 - Y\ kyn—k+1
(k_1>ab +Z(k>ab
k=0
abs;ﬁltcn i |:<k n 1) + (Z)] akbn—k‘-i-l +

I
NIE

*

—~
N2

k=0
”) a0 4 (n) aOpntl
n 0

——
1 1

19.10 Binomialreihe: Motivation

Aus dem Binomialsatz folgt fiir n € Ng:

(1+2)" = (z+1)"= zn: (Z)mn—k = zn: (Z)x
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Kann man eine #hnliche Beziehung auch fiir (1 + z)® gewinnen, wenn « keine
natiirliche Zahl ist? Hierzu miissen wir den Binomialkoeflizienten

n n! 1 kot ‘
(k> - m:gg(nﬂ)

verallgemeinern zu

k—1
1
(Z) ::EH(a—j) aeR k>0

Dann kann man zeigen

19.11 Satz: (Binomialreihe)

Sei a« € R und —1 < z < 1. Dann hat (1 + z)* die Potenzreihenentwicklung

(1+2)* = i(;)xk

k=0

Bemerkung: Fir @ € Ny bricht die Reihe wegen (z) =0 VYa > n ab

(vel. auf Seite [143) .

19.12 Konvergenz der Binomialreihe

Sei a € Ny und z # 0. Dann gilt mit dem Quotientenkriterium fiir ay := (‘z) xk:

Q41
ag

—k
O"1|1ist lim

Q41 m

Wegen lim

k—o0

k+1
Damit konvergiert (aj) nach dem Quotientenkriterium fiir |z| < 1.
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19.13 Beispiele

(a) a=-1:

k—1
(V) = BIIC1-0= g0 (2 (0 = (-0
11 -

1
- _ _1)k gk
14+ I;J( )

= > (-a)f  fir 2] < 1.

k=0

Die geometrische Reihe ist also ein Spezialfall der Binomialreihe.

(b) a=g:

1 151 1
2 _ _
(J = llG-9=3
=0
1 1,1 11 1 1
2 — _ 2= .= __ J——
(2) = allG-9=53 ( 2) 8
Jj=0
11, 5 iy
=Vli+z = 1—|—§x—§x + O(z?) fiir |z] < 1.

Derartige Potenzreihendarstellungen sind niitzlich zur numerischen Ap-
proximation der Wurzelfunktion.
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Kapitel 20

Stetigkeit

20.1 Motivation

e In technischen Systemen erwartet man héufig, dass sich das Resultat nur
wenig dndert, wenn man die Eingabegrofien nur gering variiert.

e Mathematisch kann man dies durch das Konzept der Stetigkeit formali-
sieren.
20.2 Definition: (Konvergenz gegen Grenzwert)

Sei f: R — R eine Funktion und £ € R. Wir sagen, f(x) konvergiert fiir v — ¢
gegen den Grenzwert n, falls fiir jede (!) Folge (xp)neny mit x, # & Vn € N gilt:

lim z, =¢ = lim f(z,)=mn.

In diesem Fulls schreiben wir limgf(l’n) =1.

Tp—

20.3 Beispiele

(a) f:R — Rmit f(z) = 22 hat fiir jedes ¢ € R einen Grenzwert:
Sei (zy,) eine Folge mit lim z, = &.

Dann konvergiert die Folge (z2) gegen &£2.

(b) Die Sprungfunktion

Fla) = {0 fiir z < 0

1 firz>0
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hat in 0 keinen Grenzwert.
Sei (zy,) eine Folge mit z, < 0Vn € Nund lim z, =0

= lim f(z,)=0.

Fiir eine Folge x,, mit z,, > 0 und lim x, = 0 gilt jedoch

lim f(z,)=1.

n—oo

Die fiir Folgen bekannten Grenzwertsétze lassen sich auf Grenzwerte von Funk-
tionen iibertragen:

20.4 Satz: (Grenzwertsitze fiir Funktionen)

Existieren fiir die Funktionen f,g: R — R die Grenzwerte im Punkt £ € R, so
gilt:

(@) lim (f(z) £g(x)) = f(£) £ 9(S)

z—¢
(b) lim (f(z) - g(x)) = f(£) - 9(6)
(¢) lim f@) = FE) falls g(§) # 0.

=g g(x)  g(§)
(d) iigé(c-f(x)hc-f(f)

() limle| = [¢].

20.5 Definition: (Stetigkeit)

Eine Funktion f : R — R heifit stetig in & € R, wenn dort Funktionswert und
Grenzwert tbereinstimmen:

i f0) = £ (1) = 9

rz—€

f heifst stetig, wenn f in allen Punkten stetig ist.

Der folgende Satz zeigt, dass kleine Anderungen im Argument einer stetigen
Funktion nur zu kleinen Anderungen der Funktionswerte fiihren.

20.6 Satz: (e — 60— Kriterium der Stetigkeit)

Fiir eine Funktion f: R — R sind dquivalent:
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(a) fist stetigin & € R, d.h. f(§) = 1iIr§ fx).

(b) Zu jedem € > 0 existiert ein §(e) > 0 mit
[z =& <0 = |f(z) - fOl<e

T

£ € €46

Man kann also erreichen, dass die Funktionswerte beliebig nahe bei einander
liegen, wenn sich die Argumente nur hinreichend wenig unterscheiden.

f
.

Das ist hier nicht moglich. Die Funktion ist unstetig in £.
Informell:

»Stetige Funktionen kann man zeichnen, ohne abzusetzen*.

20.7 Bemerkung:

(a) Satz auf der vorherigen Seite besagt, dass fiir in £ stetige Funktionen
f(x), g(z) auch die Funktionen
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/() o
f(z) £ g(x), f(x)- g(x), o) (falls g(€) # 0) und ¢ - f(z) stetig sind.
g(z

Ebenso ist die Betragsfunktion f(z) = |z| stetig.

(b) Die Komposition stetiger Funktionen ist ebenfalls stetig. Denn:

Seien f, g : R — R stetige Funktionen und () eine Folge mit lim z, = &.
n—oo

= lim f(z,) = f(§), da f stetig.

L —

= lim_g(f(zn)) = g(f(£)), da g stetig.

Tn—§

(c) Die Grenzwert- und Stetigkeitsbegriffe sind sinngeméfl auch auf Funktio-
nen f : D — R iibertragbar, deren Definitionsbereich D eine echte Teil-
menge von R ist. In diesem Fall miissen die betrachteten Folgen (x,,) in
D liegen.

20.8 Beispiel:

f(x) = 52% — 7o + 12 ist stetig, denn

g1(x) = 12 ist stetig

g2(x) = =Tz ist stetig

g3(x) := 5a3 ist stetig, da Produkt stetiger Funktionen.
= f(z) = g3(x)+ g2(x) + g1(x) ist stetig.

20.9 Satz: (Eigenschaften stetiger Funktionen)
Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gilt:

(a) Nullstellensatz:
Ist f(a)- f(b) <0, so existiert £ € (a,b) mit f(§) =0.

(b) Zwischenwertsatz:

Zu jedem ¢ mit f(a) < ¢ < f(b) existiert £ € (a,b) mit f(§) =c.

(¢) Stetigkeit der Umkehrfunktion:

Ist f(x) stetig und streng monoton wachsend auf [a,b] (d.h. z < y =
f(z) < fly) ), soist auch die Umkehrfunktion

71 [f) fo)] - R

stetig und streng monoton wachsend.
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(d) Maximum-Minimum-Eigenschaft:

Es existieren 1,2 € [a,b] mit
flz) = max f(z)
z€la,b]

flea) = min f(z).

Beweis:
von (a): Sei 0.B.d.A. f(a) < f(b).

Wir konstruieren induktiv eine Intervallschachtelung (Folge von Intervallen [ay,, by])
mit folgenden Eigenschaften:

(a) flan) <0, f(by) >0  Vn

(b) agan—lgan<bn§bn—1§b

1
(¢) byp—a,= 27(1)—@)

Intitialisierung:
ap:=a bo :=b.
Annahme:

Die Intervallschachtelung sei bis zum Index n konstruiert und erfiille (a) - (c).

. an + by
S = .
€l C B

Ist f(c) <0, setze ant1 := ¢, byy1 := by
Ist f(c) >0, setze ant1 = A, bpy1 1= c.

=

(a) flant1) <0, f(by) > 0.
(b) Qn, S an+1 < bn+1 S bn~

1 Ind.Ann. 1
n) =

(C> bn—i—l —Op+1 = §(bn - ont1

(b —a).
Nach Konstruktion gilt:

e (a,) mon. wachsend, nach oben beschrinkt durch b und f(a,) <0
= Ja mit lim a, =a und f(a) <O0.

e (b,) mon. fallend, nach unten beschrénkt durch a und f(b,) > 0
= 3b mit lim b, = b und f(b) > 0.
n—oo
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1 -

Wegen lim (b, — a,,) = lim 27(6 —a)=0ista=b=:¢

Wegen f(¢) = f(a) < 0 und f(§) = f(b) > 0 st f(¢) =0

O

Bemerkung: Dieser konstruktive Beweis beschreibt ein numerisches Verfahren
zur Nullstellensuche, das so genannte Bisektionsverfahren (Ubungsaufgabe).

20.10 Gleichmiflige Stetigkeit

Nach dem e — §—Kriterium ( auf Seite ) sind stetige Funktionen solche,
deren Funktionswert sich bei hinreichend kleinen Anderungen des Arguments
nur beliebig wenig dndert; allerdings kann zu vorgegebenen ¢ > 0 (Funktions-
wertdnderung) das zugehorige d(e) (Argumenténderung) noch von ¢ abhingen.
In manchen Zusammenhéngen ist es aber wichtig, dass 6 nur von ¢ und nicht
von £ abhiingt, d.h. dass man in einem ganzen Intervall zu einem € dasselbe §(¢)
wéhlen kann.

Definition:

Gleichmifige Stetigkeit Eine Funktion f : D — R (D C R Definitionsbereich)
heifit gleichmiBig stetig auf D, wenn zu jedem € > 0 ein d(€) > 0 existiert, so
dass

|1 — 22| <6 = |f(x1) — flz2)] <€ fiir 21,29 € D.
Beispiel: D = (0,400), y = f(z) = %

Zujedem5>0gibtesn€Nmit%fﬁ_l:m<6;esistaber

‘f(i) —f(ni1>’= In—(n+1)] = 1.

Damit gibt es zu 0 < € < 1 kein d(¢) mit der geforderten Eigenschaft; f ist also
nicht gleichmfig stetig auf D.
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Satz:
Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist gleichmiflig stetig auf [a, b].

Bemerkung: Im obigen Beispiel war der Definitionsbereich kein abgeschlosse-
nes Intervall.
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Kapitel 21

Wichtige stetige Funktionen

21.1 Motivation

e Es gibt einige Funktionen, die so wichtig sind, dass sie einen eigenen Na-
men tragen.

e Wir wollen diese Funktionen und ihre Umkehrfunktionen genauer betrach-
ten.

21.2 Potenzfunktionen

Potenzfunktionen besitzen die Struktur f : R — R mit f(z) = ™ fiir ein n € Ny.

Beispiel:

Abbildung 21.1: n =1 Abbildung 21.2: n = 2

Fiir n = 0 definiert man 2° := 1. Wie alle Polynomfunktionen sind Potenzfunk-
tionen stetig. Es gelten die Rechenregeln:

n n

(-y)" =" -y", x

— xn+m7 (In)nl — 'Tnm
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Abbildung 21.3: n =3 Abbildung 21.4: n =4
21.3 Wurzelfunktionen

Schriinkt man die Potenzfunktion f(x) = 2™ mit n € N auf R{ ein, so ist sie
dort nicht nur stetig, sondern auch streng monoton wachsend. Nach (d)
existiert daher eine stetige, streng monoton wachsende Umkehrfunktion. Die
Umkehrfunktion zur n-ten Potenzfunktion

f o RS‘HRS‘, x— "

nennt man die n-te Wurzelfunktion

g Rg — Rg, T— VY
Statt &z schreibt man auch /x
3 //
Vs >
@) =a"" s T,//
4 ’
/7 ’
7 7
P A
4 7
7/ 4
// //
/¢ ... g(z) = Yz
| 9(z) = /(z) o
7, 7 I
/5 1 T
1
Abbildung 21.5: 22 und /z Abbildung 21.6: 2% und ¢z
1 n n 1 . .
Setzt man zw = Yx, xwm = R/z", x~m = —, so gelten die gleichen

Trm

Rechenregeln wie fiir die Potenzfunktionen in 21.2.

21.4 Exponentialfunktion

Sei a > 0. Dann bezeichnet man mit f : R — R,
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die Exponentialfunktion zur Basis a (meist ist @ > 1). Exponentialfunktionen
sind stetig.
Es gilt die Funktionalgleichung

a®tv = a*-av. (%)

Besonders wichtig ist die Exponentialfunktion, bei der die Euler’sche Zahl

n—oo

1 n
e = lim (1+> ~2,7T182...
n

als Basis dient (vgl. |14.15| auf Seite ). Man bezeichnet sie als
exp(z) = €°.
Fiir alle z € C gilt die Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion:

2 3

2\ 2k 2%z
exp(z)zzg = 1+z+?+€+...
k=0 "

Sie konvergiert absolut fiir alle z € C und wéchst schneller als jede Potenz:
lim — = oo Vn € N.
Sei z =z 4+ 1y € C mit x,y € R. Dann gilt:

(a) e :=¢e%-eW. Denn €* := e*TW = % . W,

(b) €® > 0. Denn:

© K
. . . "
Firz >0 ist e—g A >0
k=0~~~
>0
N z 1
Firz<0 ist ef=—2>0
e*{L’
~—
>0

(¢) |e®|=1. Denn: [¢"¥|? = ¢V = ¢V~ = eiv—iv = 0 =1,

()

(d) |e*| = e®. Denn: [e?| = |e%e™| = |e?| || = [e¥] = e®.
~ =
1 >0
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21.5 Logarithmusfunktionen

Die Exponentialfunktion f(x) = a* mit a > 1 ist stetig, streng monoton wach-
send und bildet R bijektiv auf RT ab. Thre Umkehrfunktion
log, : Rt —=R

bezeichnet man als Logarithmusfunktion zur Basis a.

Fiir a = e ergibt sich der natiirliche Logarithmus In.

Es gelten die Rechenregeln:
log,(z-y) = log, = +log,y,
log,(z") = p-log,w.
Logarithmusfunktionen wachsen langsamer als Potenzfunktionen:

1
lim 28« _ fira>1, neN.

rz—oo M

21.6 Trigonometrische Funktionen
Die Koordinaten eines Punktes auf dem Einheitskreis werden in Abh#ngigkeit
vom Winkel ¢ mit

T = Ccosy,

= sine
bezeichnet.
Hierdurch wird die Sinusfunktion sin ¢ und die Cosinusfunktion cos ¢ definiert.

Dabei misst man den Winkel ¢ im Bogenmaf:
Lénge des Kreissegments von (1,0) bis zum Punkt P.

Der Umfang eines Einheitskreises betragt 2. Dabei beschreibt 7 die Kreiszahl
™ ~ 3,14159...

Da das Bogenmafl 27 einem Gradmafl von 360° entspricht, gilt:
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Gradmafl | Bogenmafl

0° 0
45° 1
90° 5

o’ ﬁ e}

Sinus- und Cosinusfunktion haben folgende Gestalt:

y

Es gilt:

a) sin®p +cos?p =1 (Ubungsaufgabe)

(¢) cos(—¢) =cosp (gerade Fkt.)

(a)
(b) sin(—p) = —sine (ungerade Fkt.)
)
(d) 2

m-Periodizitit:

sin (¢ + 27k) sinp  Vke€Z,
cos(p+2mk) = cosy Vk € Z.
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(e) Additionstheoreme:

cosqa - cos 3 —sina - sin 3,

cos (a+ f)
sin(a+3) = sina-cosf + cosa-sinfj.

(f) Potenzreihendarstellung:

oo 22k I
sinz = E(—l)kizx——+—$...,
| | !
Z 2k +1)! 30 "
oo 2k 2 4
_ A
cosr = E (-1) (2]@)!71 51 +4! F....
k=0

Diese Reihen konvergieren absolut fiir alle z € R. Die Sinus- und Cosinus-
funktion sind stetig. Es gilt die Moivre-Formel:

1T

e = cosx+isinz Vr e R (Ubungsaufgabe).

Die Tangensfunktion tan z ist definiert als

sin
tanp =

cosp’

m-Periodizitét:
tan(p) = tan(e+ km) vk € Z.

Sie ist stetig auf

R\{2k;1w|kez}.
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21.7 Trigonometrische Umkehrfunktionen

Wenn wir die trigonometrischen Funktionen auf ein Intervall einschrénken, auf
dem sie streng monoton sind, kénnen wir dort Umkehrfunktionen definieren.

(a) cos ist in [0, 7] streng monoton fallend mit Wertebereich [—1, 1]. Die Um-
kehrfunktion

arccos : [—1,1] — [0,7]

heifit Arcus-Cosinus. Sie ist stetig.

T

cos(z)

1 - :

0 ] :
- arccos(x)

- :

N [

-1 1

Abbildung 21.7: Cosinus Abbildung 21.8: Arcus-Cosinus

(b) sin ist in [—g, g] streng monoton wachsend mit Wertebereich [-1,1]. Die
Umkehrfunktion

arcsin : [~1,1] — [_g, iy

heifit Arcus-Sinus. Sie ist stetig.

(c) tan ist in (fg, g) streng monoton wachsend mit Wertebereich R. Die
Umkehrfunktion
T
tan : R -, =
arctan : R — ( 5" 2)
heifit Arcus-Tangens. Sie ist stetig.
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sin(x)
1 ——
| |
1 1 -
- :
-1 L

Abbildung 21.9: Sinus Abbildung 21.10: Arcus-Sinus

h
tan(z) :
i |
| I~
o S
= 12
“> arctan(z)

Abbildung 21.11: Tangens Abbildung 21.12:

Arcus-
Tangens
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Kapitel 22

Differenzierbarkeit

22.1 Motivation

e Wird durch eine Funktion beschrieben, wie sich eine Gréfle abhéngig von
einer anderen veréndert, so stellt sich die Frage:

» Wie schnell“ dndert sich die abhingige Grofe?

Beschreibt die Funktion z.B. den Ort eines Punktes abhéngig v.d. Zeit (Be-
wegung entlang einer Linie), so ist dies die Frage nach der Geschwindigkeit
(zu jedem Zeitpunkt).

e Betrachtet man eine Funktion nur in der unmittelbaren Nihe einer Stelle,
dann mochte man sie dort durch eine einfachere Funktion mdoglichst gut
anndhern, z.B. f(x) durch t(z) = az + b (a,b € R (affin-lineare Funktion).

Diese und dhnliche Fragen beantwortet die Ableitung (auch Differentiation ge-
nannt).
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22.2 Definition: (differenzierbar, Ableitung, Differentialquotient)

FEs sei eine Funktion f : R — R und ein & € R gegeben. f(x) heifit differenzierbar
in &, falls der Grenzwert

L 1@ = £©)

r—E Xr —
existiert.

In diesem Fall heifit der Grenzwert Ableitung von f(z) in & oder auch Differentialquotient
von f(x) in & und wird mit

f'(€)  oder ©)

df
dx
bezeichnet.

Ist f in allen & € R differenzierbar, so heif§t f differenzierbar.

22.3 Bemerkungen:

- A
(a) Der Ausdruck M =: A—y heifit Differenzenquotient. Er gibt die
x — x
Steigung der Sekante zwischen den Punkten (&, f(¢)) und (z, f(z)) des
Graphen von f an.

f

b %Sekame

Fiir v — £ (also Az — 0) geht die Sekantensteigung in der Tangentenstei-

d A
gung im Punkt (&, f(&)) tiber, f'(§) = TZ(O = ;132 IZ

(b) Gleichung der Tangente ¢ an f in (&, f(§)):
tx) = fO+1() (x-9).
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Y

f

Tangente

(¢) Schrankt man bei der Grenzwertbildung x auf Werte grofier /kleiner als &
ein, so erhilt man die einseitigen Grenzwerte

/ o f@) = f©)
r'en = :Eli>r£1+ x—¢

1(¢— . : f(x)_f<§)
I

die als rechtsseitige bzw. linksseitige Ableitung von f(x) in & bezeichnet
werden.

(d) Wie im Falle der Stetigkeit iibertragen sich die Begriffe sinngemifl auf
Funktionen mit Definitionsbereich D & R.
22.4 Beispiel:

Essei f(x) =2", neN, z e R.

Fiir x,¢ € R gilt dann:

fla) = f(8) gt =€ = (2 =@+ 2"+ a0
Fiir = # £ also:

f@ - £ _ -

+$n_2€+...+$§n_2+§n_l,

r—¢& x—¢&
@O
e T

Also ist f(z) = x™ iiberall auf R differenzierbar mit f'(x) = na"1.
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22.5 Ableitungen elementarer Funktionen

f(@) f'(@)
x* aeRx>0 ax® !
e e’
sinx cosx
cos T —sinx
tanz,z # § +km, k€ Z PEE
Inz,z >0 P

Um aus diesen Ableitungen viele weitere Funktionen ,zusammensetzen“ zu
konnen, benotigt man die Ableitungsregeln, die im folgenden Satz zusammen-
gefasst sind.

22.6 Satz: (Differentiationsregeln)

(a) Ist f:R — R in ¢ €R differenzierbar, so ist f in & auch stetig.
Sind f: R — R und g: R — R in & differenzierbar, so gilt:

(b) «f + Bg ist differenzierbar fir «, 5 € R mit
(af +B89) (&) = af(€)+ By ).
(¢) f-g ist differenzierbar in £ mit

(f-9'(&) = [ -9+ f(&)-g'(&).  (Produktregel)

(d) Falls g(&) #0, so ist 2 in & differenzierbar mit
g

(f) © = O9O-TO9O  oosientreger)

g

(e) Istf:R—>RinfE€Rundg:R—Rinn=f(§) €R differenzierbar, so
ist auch die Komposition (go f)(x) = g(f(z)) in & differenzierbar mit

(go ) () = ¢(f(&)-f(&).  (Kettenregel)

(f) Ist f:]a,b] — R streng monton wachsend und in & € [a,b] differenzierbar
mit (&) # 0, so ist auch die inverse Funktion

7t [fla), f)] = R
inn = f(&) differenzierbar mit
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Bemerkung: Auch diese Aussagen iibertragen sich sinngeméfl auf Funktionen
mit Definitionbereich D ; R. Aussage (f) gilt auch fiir streng monton fallende

Funktionen (Defintionsbereich von f~! dann

Beweis:

[£(b), f(a)])-

Wir zeigen nur beispielhaft (c) (Produktregel). Die iibrigen Beweise verlaufen

dhnlich.

Aufgrund der Grenzwertsitze 20.4] auf Seite [I50] gilt

»geschickt Null addiert®

@) = F©0) . S@)e(r) ~ FEg) + T©al) ~f(Eg(€)
z—§ x—¢& z—§ x—¢

i (@) O 9(x) — 9(§)

=t (F =80 4 920209

= (€9 + f(©)g'(©).

O

22.7 Beispiele
(a) Mit a(sin x) = cosz und @(cos x) = —sinx folgt:

(tan )

dz
auf Seite (c)

fiir x # (2k+1)g, k€ Z.

d

iz (o)

cos x cos & — sin x(— sin x)

sinx

CoOsT

cos? x

2

cos? x + sin® x

cos? x
1

cos? x

(b) Mit y = tanx erhiilt man mit auf der vorherigen Seite.(f) als Ablei-

tung des Arcustangens

1
d—y(arctan y) = |

T (tanz)
= } =cos’z

cos? x
a cos? x B 1 B 1
N sin2w+cos2x71+%il+tan2
_ 1
142
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xT

(c) %(Sin(e‘”)) = cos(e”) - e”.

(d) %(aw) = % (ema)) = ema)T]ng = g% Ina (a > 0).
(e) Sei x> 0.
d T _ d (Inz)z) _ (Inz)x 1
a(x) = a(e )—e (1n:1:)~1+;~x
= z°(lnz+1).

22.8 Bemerkung:

Wihrend Differenzierbarkeit Stetigkeit impliziert, gilt die Umkehrung nicht:

f(z) = |z| ist in & = 0 stetig, dort aber nicht differenzierbar

(f'(0F) =1# -1 =f'(07)).

22.9 Definition: (Zweite Ableitung)

Sei f : R — R differenzierbar mit Ableitung f'. Falls f'(x) wiederum differen-
zierbar ist, so erhdlt man die zweite Ableitung

f(=).

T d%

Analog definiert man héhere Ableitungen f"'(x), f'"(x),..., f™)(x). Ist f(x)

n

d
n-mal differenzierbar auf R und die n-te Ableitung de(x) stetig auf R, so
T

schreibt man f € C™(R) und bezeichnet f als n-mal stetig differenzierbar auf R.
Gilt dies fir alle n € N, schreibt man f € C*(R).

Bemerkung: Die Definitionen iibertragen sich sinngemif auf Intervalle [a, b],
wobei in a nur rechtseitige und in b nur linksseitige Ableitungen zugelassen sind.
Ist f auf [a,b] n-mal stetig differenzierbar, schreibt man f € C™[a,b]. Statt
CPa, b] oder CO(R) schreibt man C|a, b] bzw. C(R) fiir die stetigen Funktionen
auf [a,b] bzw. R.
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22.10 Beispiel:

flx) = bz +62% -2,
fl(z) = 1522 + 12z,
f(x) = 30z +12,
fP) = 30,
f™@) = 0 Vn € N mit n > 4,
f e C®R).
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Kapitel 23

Mittelwertsatze und die
Regel von L’Hospital

23.1 Motivation

e Fiir stetige Funktionen gibt es wichtige Aussagen wie den Nullstellensatz

e Gibt es einen Trick, wie man Grenzwerte der Form

20.9| (a) und den Zwischenwertsatz 20.9 (b). Gibt es dhnliche Aussagen
fur differenzierbare Funktionen?

0«
»0

o0
oo

oder ,, einfach

berechnen kann?

23.2 Satz: (Mittelwertsditze)

(a)

(b)

Satz von Rolle:

Sei f € Ca,b] mit f(a) = f(b). Dann existiert ein € € (a,b) mit f'(£) =
0.

(Erster) Mittelwertsatz:

Sei f € Cta,b]. Dann existiert ein & € (a,b) mit

J0) = I(@)

re = =

Zweiter Mittelwertsatz:

Seien f,g € Clla,b] mit g’(z) # 0 Vx € (a,b). Dann existiert ein £ € (a,b)
mit
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Veranschaulichung;:

(a) Satz von Rolle:

IS]
o

Es gibt eine waagerechte Tangente in (a, b), falls f(a) = f(b) (Hier gibt es
sogar zwei Stellen £ mit f/(£) = 0).

(b) Mittelwertsatz:

Zu jeder Sekante existiert mindestens eine parallele Tangente (hier: 2).

Beweis:
Wir zeigen nur (b).
Fiir f € C'{a,b] erfiillt
r—a
h = —
(@) = fa)- T

die Voraussetzung des Satzes von Rolle:

(f(b) = f(a))

h € Cta,b]

(o) = fla) _—
Me) = 50) T2 ()~ fa) = fa) {70
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= 3 € (a,) mit 10 = K(€) = F/(€) ~ 7 ()~ f(a)

Der zweite Mittelwertsatz hat eine interessante Anwendung;:

23.3 Satz: (Regel von I’Hospital)

0 «.,
(a) Fall ,5*

Seien f,g stetig differenzierbar auf (a,b),& € (a,b), f(§) = g(§) = 0 und
es gelte g'(x) # 0 fiir x # &. Dann folgt

f@) _ o F@)

1 = 1m
ot gl@) | amEg(a)

wenn der rechte Grenzwert existiert.

(b) Fall ,2
Seien f, g stetig differenzierbar auf (a,b) \ &, und

lim f(z) = limg(z) =00

z—& z—E
und es gelte g'(x) # 0 fiir x # £. Dann folgt

lim f(@) = lim I'(z)

a—¢ g(x) a—¢ g'(2)

wenn der rechte Grenzwert existiert.

Beweis:
von (a)

Wegen f(£) = g(¢) =0 und dem 2. Mittelwertsatz existiert 7 = n(z) mit

fl@) _ f@) = f(&) 2mws f'(n)

g() g(x) —g(§) g'(n)

mit n(z) zwischen z und €. Fir ¢ — £ gilt daher auch n(z) — & und es folgt die
Behauptung.

175



Mathematik fiir Informatiker I,
Version vom: 21. Juli 2004 WS 2003, Prof. J. Weickert

23.4 Beispiel:

sinx
(a) lim hat die Form ,,2“. Mit ’'Hospital ergibt sich
r—oo I
sin cos
lim = lim =cos0=1.
xr— 00 €T Tr— 00

(b) lim % ist vom Typ ,, 2. 'Hospital liefert

T—00 €
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Kapitel 24

Der Satz von Taylor

24.1 Motivation

e Fiir eine differenzierbare Funktion f(x) stellt die Tangente

t@) =)+ (-8 f(&)
eine lokale Approximation durch ein Polynom 1. Grades im Punkt £ dar.

e Ist es moglich, f(z) in £ durch ein Polynom héheren Grades zu approxi-
mieren, wenn f eine hohere Differenzierbarkeitsordnung besitzt?

24.2 Satz: (Satz von Taylor)

Sei & € (a,b) und f € C™HL[a,b]. Dann besitzt f(x) folgende Taylorentwicklung
um &:

mit dem Taylorpolynom m-ten Grades

m r— k
To(ee) = 3 U8 g

k!
k=0
und dem Restglied nach Lagrange

T — m—+1
Ru(e§) = S €0 - 9)

mit © € (0,1).
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Beweis:

Betrachte g(z) := f(x) — T (x, §).

Dann ist
9(§) = f(&) —Tm(& )
= f( - f(§=0,
g€ = [T,
= fi(§)—f(¢=0,
g™ © = JmE - e =o.
Nun wenden wir den 2. Mittelwertsatz auf (zg(g)mﬂ an:
3¢1 zwischen x und £ mit
0
=
9() _ (2) - 9(9)
@—om @—Om = (-9
2.MWS g'(§)

(m+1)(& — ™
Induktiv folgt

I /()
(x —&gm+! (m+1)(& - ™
) ¢(&)
m-(m+1)-(&—&m
_ _ g(m)(gm)
(m + 1)!(€m - 5)
_ g(m+1)(€m+1)
(m+1)!

mit & zwischen x und £ fir k= 1,...,m+ 1. Mit g(z) = f(x) — T (x, &) folgt
also:

T — m+1
0 =T = S )

Wegen g™+ (z) = f(m+1)(z) ist daher
_ m+41
Fa) = Tl + S o)

mit &,,4+1 zwischen z und &.
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24.3 Bemerkung:

(a) Fiir m = 0 liefert der Satz von Taylor den 1. Mittelwertsatz.

(b) Man kann sogar zeigen, dass Tp,,(z, &) das einzige Polynom vom Grad < m

ist, das die Approximationsgiite O ((m — f)mﬂ) =o((z — &)™) besitzt.

(¢) Neben der Restglieddarstellung nach Lagrange gibt es noch weitere Dar-
stellungen des Restglieds.

24.4 Beispiel:

(a) Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion um £ = 0:

~ (z =" @ ="
Aus f(z) = kZ:% PO+ T e+ Ol - ©)) folgt
k
mit dd?(ew) =e% eV =1und £ =0:
m zk pmtl on )
f(x):§ﬁ+me fir0 <O < 1.
Ry, (2,0)

Fiir 0 < x < 1 hat man beispielsweise die Fehlerabschétzung
merl o - 1

|R(z,0)] < (m+1)!e _(m—&—l)!.e'

Hieraus folgt fiir m = 10:

1
|R10(z,0)] < TR 6.81-1075.

(b) Taylor-Entwicklung der Sinusfunktion um & = 0:
Mit % sinz = cos z, % cosx = —sinz und sin0 = 0, cos0 = 1 folgt, dass
T, (x,0) keine geraden Potenzen in x enthélt:

d—(sinx) = coszx cos0=1

x

d2

@(sinx) = —sinz —sin0 =0
d3

ﬁ(sinx) = —cosw —cos0=—-1
d4

F(sinx) = sinx sin0 =0

x

ds

ﬁ(sinx) = cosx cos0 =1

x
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Damit erhalten wir folgende Taylorentwicklung fiir m = 2n + 1:

2n+1 l‘k dk
sinx = E @(Sin .17) Y + RQ»,H_Q(.’E, 0)
k=0 =
x3 22 x2n+1
= —— 4+ —F...+(-1)"——— + Ron ,0
g T T ) gyt Benee(@0)

ntl cos(Ox)
(2n + 3)!
Fiir |2] <1 und n = 3 folgt beispielsweise

mit Ropi2(z,0) = (—1) 3 0<Oe <.

1
|Rg(x,0)| < o~ 28 1076,

24.5 Definition: (Taylorreihen)

© (. e\
Fiir eine C*°—Funktion f bezeichnet man die Potenzreihe Z %f(k) €)

k=0
als die Taylorreihe von f im Entwicklungspunkt .

24.6 Bemerkungen:

(a) Die Taylorreihe muss i.A. nicht konvergieren!
(b) Konvergiert sie, so muss sie nicht gegen f(z) konvergieren.

(¢) Ist dies jedoch der Fall, so dass also

N @ 9F :
fle) =Y F8E  Va e (a,b) gilt,

k!
k=0

so heifit f reell analytisch (C*—Funktion) auf (a,b).

(d) Die Taylorreihe einer C*°—Funktion f mit Entwicklungspunkt ¢ konver-
giert in « genau dann gegen f(x), wenn

lim R,,(x,&§) = 0.
24.7 Beispiele
(a) Z o ist die Taylorreihe zur Exponentialfunktion im Entwicklungspunkt

k=0
& = 0. Sie konvergiert fiir alle z € R gegen e”.

Allgemein gilt: Wenn eine Funktion eine Potenzreihendarstellung hat,
so ist dies die Taylorreihe.
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(b) Die Binomialreihe Z (i) 2% ist die Taylorreihe von (1+z)® im Entwick-
k=0
lungspunkt & = 0. Sie konvergiert fiir |z| < 1 (vgl. [19.11] auf Seite [147]).

(¢) flz)= ist aus C*°(R).

e~s firxz >0
0 sonst

Nachrechnen zeigt, dass
fm™M@O) = 0 YmeN,.

= Tp(z,0) =0V m e N.
Die Taylorreihe verschwindet also (f(z) = Ry (z,0)).

Fiir z > 0 konvergiert die Taylorreihe nicht gegen f(z). f(z) ist nicht reell
analytisch.

24.8 Satz: (Gliedweise Differentiation von Potenzreihen)

oo

Die durch die Potenzreihe Zakxk innerhalb ihres Konvergenzradius v darge-
k=0

stellte Funktion ist gliedweise differenzierbar.

Die Potenzreihe

oo
g k-ap- 281
k=0

hat den selben Konvergenzradius und stellt in (—r,r) die Funktion dar.

24.9 Beispiel:

o0 2k+1
Die Sinusreihe kzo<_1)k(;€+1)! konvergiert fiir alle z € R gegen sin z. Glied-

weise Differentiation ergibt
2k +1 x2k
)k 2k k
E = E -1 .
(2k +1)! Ck+ " (=1) (2k)!

k=0 k=0

Dies ist gerade die Cosinusreihe (vgl. auf Seite [160]). Sie konvergiert eben-
falls fiir alle z € R.
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Kapitel 25

Geometrische Bedeutung
der Ableitungen

25.1 Motivation

e Kann man aus der Kenntnis der Ableitung Aussagen iiber den Graphen
der Funktion gewinnen?

e Die Ableitungen liefern sogar viele Aussagen:
Monotonie, Kriimmungsverhalten, Extrema, Wendepunkte.

e Diese Aussagen bilden die Grundlagen der Kurvendiskussion und sind
wichtig bei Optimierungsproblemen.

25.2 Definition: (Monotonic)

Sei I C R ein Intervall.

Eine Funktion f : I — R heifst monoton wachsend, wenn fir alle x1,x2 € I mit
T > x1 gilt: f(xe) > f(x1).

f ist streng monoton wachsend, wenn stets f(x2) > f(x1) gilt.

Die FEigenschaften monoton fallend bzw. streng monoton fallend sind durch

f(z2) < f(z1) baw. f(x2) < f(x1) definiert.

25.3 Satz: (Monotonie differenzierbarer Funktionen)

Sei [ differenzierbar im Intervall I. Dann gilt:
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(a) f ist monoton wachsend (monoton fallend) in I
< ff(x) >0 (f'(x)<0)inl.

() f'()>0 (f'(z)<0)
= [ ist streng monoton wachsend (streng monoton fallend) in I.

Beweis:

(a) ,= “: Sel f monoton wachsend und differenzierbar in I.
= f(x+h)— f(z) > 0fiir h>0.
flx+h)—f(x) < Ofurh<O.
fiir alle x,z + h € 1.

éw 0 Vh#40mite+hel

= f'(x) > 0.

IV

Analog zeigt man f/(x) <0 fiir f monoton fallend.

»= % Sel f/(x) >0Vz el. Sei h >0 und zg, 29+ h € 1.
Nach dem Mittelwertsatz existiert © € (0, 1) mit

f(@o +h) — f(zo)
h
d.h. f ist monoton wachsend.
Der Fall f/(x) < 0 wird analog behandelt.

= f,({Eo + Gh) > 0.
f(xo) fir o + h > xg.

Y

(b) wie (a) ,< “, wobei > durch > ersetzt wird.

25.4 Beispiele

(a) Monotonie von f(z) = m?
f/(m):(1,2+2x+3).17(2x+2)’55 _ ﬂ
(22 1 27+ 3)° (2% + 22 +3)°
—_———
Nenner >0

flx)>0fir3—z2>0 dh |z|<V3 dh €[-V3,V3
flz)<0fir3—22<0 dh 2<-V3 oder z > V3.

Also ist f(x) monoton wachsend in [—+/3,1/3] und monoton fallend fiir
x < —v/3 oder = > /3.

Fiir ¢ € (—v/3,v/3) ist f'(z) > 0, d.h. f(x) streng monoton wachsend in
(—V3,V3).

(b) Die Umkehrung von Satz (b) gilt nicht!
Bsp.:  f(z) = a? ist streng monoton wachsend, aber f’(0) = 0.

Die folgenden Begriffe sind wichtig bei Optimierungsproblemen.
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25.5 Definition: (Konvexitit, Konkavitit)
Eine Funktion f : I — R heifit konvex in I, wenn fir alle a,b € I und © € (0,1)
qilt:
f®a+(1-0)h) < ©Of(a)+(1-06)f(b)
Gilt stattdessen
f(©a+(1—-0)b) >06f(a)+ (1-0)f(b),

so heifft f konkav. Gilt < statt < (bzw. > statt >), so heifst f streng konvex
(bzw. streng konkav).

25.6 Veranschaulichung:

Konvexe Funktionen verlaufen unterhalb ihrer Sekanten und weisen eine Links-
kriimmung auf.

f(b)
f©a+ (1 - 0))

£(b) Of(a)+ (1—0)f(b)

O©f(a)+(1—-0)f(b)
f(@a+ (1 —-0)b)

fla)
f(a)
— —
Oa+ (1 —¢ Oa+ (1- 0
Abbildung 25.1: konvex (Links- Abbildung 25.2: konkav
kriimmung) (Rechtskriimmung)

Konkave Funktionen verlaufen oberhalb ihrer Sekanten und weisen eine Rechts-
kriimmung auf.

Dabei ist anschaulich klar:

25.7 Satz: (Konvezitit / Konkavitit von C*-Funktionen)
Sei f € CL(I). Dann gilt:

(a) f istin I konvex < f' in I monoton wachsend.
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(b) f st in I konkav < f’ in I monoton fallend.

Als Folgerung aus Satz auf Seite und Satz auf der vorherigen Seite
ergibt sich:

25.8 Satz: (Konvewitit / Konkavitit von C2-Funktionen,)
Sei f € C*(I). Dann gilt:
(a) fistin I konver < f"(x) >0 in I.

f’(x) >04n I = f ist in I streng konvexz.

(b) fistinI konkav < f"(z) <0 in I.
f"(x) <0idn I = f istin I streng konkav.

25.9 Beispiele

(a) Typische konvexe Funktionen:
f(x) = 2% auf R: f’(z) = 2o monoton wachsend.
g(z) = e* auf R: ¢’(x) = ¢* monoton wachsend.
Wegen f”(x) =2 > 0 und ¢”’(z) = e® > 0 sind f und g sogar streng
konvex.

(b) f(z) =1In(x) ist streng konkav fiir > 0:
fl(@) =21 f"(x) = —% <O fiir alle z > 0.

Lokale Extrema spielen eine wichtige Rolle bei Funktionen.

25.10 Definition: (Lokale Minima und Mazima)

Sei f: I — R eine Funktion und & ein innerer Punkt in I (kein Randpunkt!). £
heifit lokales Mazimum von f in I, falls ein € > 0 existiert mit

[z — ¢ <e= flz) < f(S).

Gilt hingegen

[z =& <e= flz) = f(S),

so heifst & lokales Minimum von f in I.

Gilt Gleichheit nur im Punkt £, so liegt ein strenges lokales Mazimum bzw.
strenges lokales Monimum vor.

Wie kann man solche lokalen Extrema finden?
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25.11 Satz: (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema)

Sei fin & differenzierbar und habe dort ein lokales Extremum (d.h. lokales Ma-
zimum oder Minimum). Dann ist f'(§) = 0.
Beweis:

Wir nehmen an, dass in £ ein lokales Maximum vorliegt.

=3Je>0:lz—¢l<e = flz)<[f&).

Falls z > &:

Falls z < &:

Da f in £ differenzierbar ist, existiert ein eindeutiger Grenzwert fir x — &.
Wegen (%) und (xx) gilt f/(£) = 0.
Der Beweis fiir ein lokales Minimum verlduft analog.

25.12 Beispiele

(a) f(z) = 2% hat in & = 0 ein (lok.) Minimum. Wegen f’(z) = 2z gilt dort
f'(0) = 0.
(b) Die Umkehrung von Satz [25.11| gilt nicht:

Fiir f(z) = 23 gilt f/(z) = 322 und somit f’(0) = 0. Dennoch liegt in
& = 0 kein lokales Extremum vor.
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Satz [25.11] liefert also nur eine notwendige Bedingung, die jedoch nicht
hinreichend fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums ist.

25.13 Satz: (Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema)

Sei f e C™(I), n > 2,
xi innerer Punkt von I, und es gelte f'(€) = f"(&) = ... = f*=V(¢) = 0 und
f(€) #0. Dann gilt:

(a) Istn gerade, so liegt ein lokales Extremum vor.
Ist f(™ (&) > 0, ist es ein strenges lokales Minimum.
Ist f(™ (&) <0, ist es ein strenges lokales Mazimum.

(b) Fiir n ungerade liegt kein Extremum vor.

Beweis:

Wir betrachten nur den Fall f(") (&) > 0. Der Fall f(")(¢) < Ogeht analog. Sei h
so klein, dass £ + h innerer Punkt von [ ist. Nach dem Satz von Taylor existiert
ein © € (0,1) mit

n-2 hk hn—1
fe+h) = > 5P+ e 1),f(”’”(£ +(1-©)h)
2] !
n—1 1
= f<£>+;ki1 PO+ /e A-om ()
- 0

Da f(»=1) stetig in I ist und f(™(¢) > 0, ist £~V in einer Umgebung um &
streng monoton wachsend. h soll so klein sein, dass i + £ in dieser Umgebung
liegt. Dann gilt:

>0 (h>0)

V(e + (1 -0)h) {< 0 (h<0)
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Ist n ungerade, so ist A"~ ! > 0 und somit

>0 (h>0)

K1) (e 4 (1 O)h) {< 0 (h<0)

Wegen (*) kann also kein strenges Extremum vorliegen. Ist n gerade, hat h"~1
das Vorzeichen von h

= h"Lf(E+Oh) > 0.

Nach (*) hat dann f in £ ein strenges lokales Minimum.

25.14 Beispiele

(a) Fiir f(z) = 2® gilt:

f'(x) =32 f(0)=0

f'(x) =6z f"(0) =0

@) =6 7(0)=6#0.

Also liegt kein Extremum in 0 vor.

(b) Fiir f(x) = 2* gilt:

fl(@)=42®  f'(0)=0

f'(x) = 122" f"(0) =0

f///(x) — 2433 f///(O) — 0

fW@)y=24  fH0) >o0.

Somit liegt in 0 ein strenges Minimum vor.

(¢) Es gibt Fiille, in denen Satz [25.13| nicht anwendbar ist, z.B.

{emli’ (z #£0)

o= ol

Induktiv kann man zeigen, dass f € C*(R) und f*)(0) = 0 Vk € N.

i ’ .................................

Trotzdem liegt in O ein strenges lokales Minimum vor. Satz [25.13] liefert
somit nur eine hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema, die jedoch
nicht notwendig ist.

25.15 Definition: (Wendepunkt)

Eine in £ differenzierbare Funktion f(x) hat einen Wendepunkt in &, falls f'(x)
i & ein lokales Extremum hat.
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25.16 Bemerkung:

Im Wendepunkt wechselt das Kriimmungsverhalten:

e Hat f/(z) in £ ein lokales Maximum, so ist f’ in einer Umgegung links von
¢ mononton wachsend und rechts von £ monoton fallend.
(Konvex-konkav-Wechsel)

konvex
¥ konkav

—_—

£

e Hat f/(z) in & ein lokales Minimum, so liegt ein Konkav-konvex-Wechsel

VOr.
konvex
konkav™®

£

Analog zu Satz [25.11] auf Seite[I87|und Satz [25.13] auf Seite [I88| existieren daher

notwendige und hinreichende Kriterien fiir Wendepunkte.

25.17 Satz: (Notwendige Bedingung fiir Wendepunkte)

Sei f in & zweimal differenzierbar und habe dort einen Wendepunkt. Dann ist

1) = o

25.18 Satz: (Hinreichende Bedingung fiir Wendepunkte)

Sei f € C"T(I), n > 2, & innerer Punkt von I mit
F©)=1"€) =... = J™(€) = 0 und ["TI() £0.
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(a) Ist n gerade, so liegt in & ein Wendepunkt vor.
Fiir fD(€) > 0 ist es ein Konkav-konvez- Wechsel,
fiir fHD(€) < 0 ist es ein Konvex-konkav- Wechsel.

(b) Falls n ungerade ist, handelt es sich um keinen Wendepunkt.

25.19 Beispiel:

Fiir f(z) = 2® gilt:

f'(x) = 32° (0) =
f'(x) =6z £(0) =
f///(x) -6 f///(o) 6> 0.

In £ = 0 liegt daher ein Wendepunkt mit Konkav-konvex-Wechsel vor.

25.20 Kurvendiskussion

Ziel der Kurvendiskussion ist die Feststellung des qualitativen und quantitativen
Verhaltens des Graphen einer Funktion f(z) . Hierzu gehoren typischerweise
folgende Untersuchungen:

(a) Maximaler Definitionsbereich:

222 + 3z —

Beispiel: f(z) = 5 hat den Definitionsbereich R\ {0}.
x

(b) Symmetrien:

(i) f(z) ist symmetrisch zur y-Achse (gerade Funktion), falls

fl=z) = [fl@) Vx

Beispiel: f(x) = cosz ist gerade Funktion.

(ii) f(z) ist symmetrisch zum Ursprung (ungerade Funktion), falls

fl=x) = —f@) Vz

(¢) Polstellen:

g()

Hat f(z) die Form f(z) = @—o)F

besitzt f(z)

mit g(z) stetig in £ und g(§) # 0, so

e fiir ungerades k einen Pol mit Vorzeichenwechsel

o fiir gerades k einen Pol ohne Vorzeichenwechsel.
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212 —4
Beispiel: f(z) = % hat in £ = 0 einen Pol ohne Vorzeichen-
x
wechsel.
lim f(z) = —oco.

(f)

Verhalten im Unendlichen:

Bestimme lim f(z), lim f(z), falls existent.

Untersuchung auf Asymptoten:

Eine Gerade y = ax + b heifit Asymptote von f(z) fiir  — oo, falls

Erilm (f(z) — (az + b)) =0 gilt:

x

a und b werden bestimmt durch

a= lim Lx)7 b= lim (f(z)— ax)

r—+oo I x—+oo

202 —4
Beispiel: f(z) = cmtor— 4 2I
x

= y=2 Asymptote.

Nullstellen:

Koénnen bei Polynomen vom Grad < 4 analytisch bestimmt werden. An-
sonsten muss man , raten“ oder numerische Verfahren (z.B. Bisektionsver-
fahren auf Seite andere Verfahren folgen) verwenden.

Beispiel:
2
f@) = 2x —|—x§x 4
0 = 22°+3r—4
—34+,0+32 —3++41
é:El/Q = 1 = 1
r, ~ —2,35
o ~ 0,85

Extrema, Monotonieintervalle:

22 —4
Beispiel: f(x) = %
x
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2% (4z 4 3) — 2z (222 + 3z — 4)

fw) = —
_ —3z22 4+ 8z
= —Q
_ 8—3x
= =
, 8
filx) = 0&a3= 3

2,56

~
A~
wl 00
~—
Q

23(—3) —32*(8 —3x) 6z —242® 6z —24

fﬂ(x) - 1’6 1’6 {E4
w8 . 8
f (g) < 0= fhatinaxs= 3 lok. Max.
L8
<0 fir 3 < & < 0o (streng mon. fallend)
@) = {50 fir0<a< g (streng mon. wachsend)

<0 fiir —oo <z <0 (streng mon. fallend)

(g) Wendepunkte:

222 + 3x —
Beispiel: f(z) = %
x
6z — 24
" _
f (‘T) - I4
!
= 0
= x4 =4,
5
flea) = 5
,,, %6 —423(62 —24)  —182* + 962°
f (l‘) = 8 = )
x x
96— 18z
T2
4y > 0: Konkav-konvex-Wechsel.

(h) Skizze:
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Kapitel 26

Fixpunkt-Iteration

26.1 Motivation

Iterationsverfahren sind Verfahren der schrittweisen Anndherung. Sie gehoren
zu den wichtigsten Methoden in der Numerik zur Loésung von nichtlinearen
Gleichungen, z.B. Bisektionsverfahren.

Verfahren zur iterativen Lésung einer nichtlinearen Gleichung f(x) = 0 mit
einer C'-Funktion f : D — R, D C R, haben meistens die Form

Thi1 = O(ap), k=0,1,2,...  (FPI)

Iterationen dieser Form heilen Fixpunkt-Iterationen mit Verfahrensfunktion ®
Diese Bezeichnung ist wie folgt begriindet:

Erzeugt die Iterationsvorschrift (FPI) eine konvergente Folge (z,)nen, und ist
® stetig, so folgt:

k—o0

x* = klim Tyl = klim O(zg) =P ( lim (mk)> = d(z").

Das Verfahren konvergiert. Der Grenzwert «* hat die Eigenschaft

und ist damit ein Fixpunkt der Verfahrensfunktion ®.
Wie gewinnt man die Verfahrensfunktion ®?

Man formt die Gleichung f(z) = 0 in eine dquivalente Gleichung der Form
2z = ®(z) um. Dies kann auf vielfdltige Art geschehen und hat grofien Einfluss
auf das Konvergenzverhalten der Fixpunkt-Iteration.
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y‘ /

Abbildung  26.1:  Fixpunkt-
Iteration

26.2 Beispiel:

Abbildung

Iteration

26.2:  Fixpunkt-

Suche (eindeutig bestimmte) Nullstelle 2* € (0, g) von f(z) =2x —tanx =0

1
(a) Die Umformung 2z —tanz = 0 & o = itanx =: @, (x) fihrt mit der

Anfangsniaherung, dem Startwert zo := 1,2, zu

T

=W N = O

1,2
1,286075811
1,708396214

-3,610761599

-0,253404236

Ab dieser Iteration konvergiert (zj) monoton gegen 0.

(b) Die Umformung 2z — tanxz = 0 & x = arctan(2z) =: ®p(z) fiilhrt mit

gleichem Startwert zo = 1,2 zu
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Tp

1,2
1,165657641
1,165561465
1,165561186

o o=

— =
[ e

Man beobachtet Konvergenz dieser Iteration gegen die gesuchte nicht-
trivale Nullstelle z*.

Wie zeigt man Konvergenz einer Fixpunkt-Iteration?

Dazu zunéchst:

26.3 Definition: (Lipschitz-stetig, Lipschitz-Konstante)
Eine Abbildung ® : D — R, D C R, heifst Lipschitz-stetig auf D, falls es eine
Konstante L > 0 gibt mit:

Ve,ye D : |®(x)—P(y)| < L-|z—yl

L heifit Lipschitz-Konstante.

Kann man L < 1 wdhlen, so heifst die Abbildung ® kontrahierend und L nennt
man dann auch Kontraktionskonstante von ®.

26.4 Bemerkungen:

(a) @ Lipschitz-stetig = ® stetig, denn: Aus z;, — 2 (k — o00) folgt
[®(2) = B(x)| < L-fox —a| =0 (k— o0)
d.h. ®(zg) — D(z) (k — o0).
(b) Man beachte, dass die Kontraktionseigenschaft nur durch eine Abschétzung
|®(x) —@(y)| < L-|z—y, L < 1 gesichert ist.
Die schichere Abschitzung

|®(x) — P(y)| < L-|z—y| Va,y mit x # y leistet das nicht.

26.5 Satz: (Lipschitz-Stetigkeit von C*-Funktionen)

Jede C1-Funktion ® : [a,b] — R ist Lipschitz-stetig auf [a,b] mit einer Lipschitz-
Konstanten

L = sup{|®(z)|:a<z<b}.
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Ist L < 1, so ist ® kontrahierend.
Ist L > 1, so ist ® nicht kontrahierend.
Beweis:

Behauptung folgt direkt aus MWS:

[@(z) —@(y)] = () |x—yl<L-|x—y| mit § € (z,y).

Von zentraler Bedeutung ist

26.6 Satz: (Banachscher Fizpunktsatz, 1D-Version)

Es sei D C R abgeschlossen und ® : D — D eine kontrahierende Abbildung von
D in sich (d.h. f(D) C D) mit Kontraktionskonstante L < 1. Dann gelten die
folgenden Aussagen:

(a) Es gibt genau einen Fizpunkt z* von ® in D.

(b) Fiir jeden Startwert xog € D konvergiert die Fixpunkt-Iteration
Tp+1 = P(xg) gegen den Fixpunkt x*.

(¢) Es gelten die Fehlerabschitzungen (a posteriori und a priori Abschitzungen):

L "
< ﬁ|zn_zn—l| < 1- L

|

|x, — |x1 — ol
Beweis:

Sei beliebiges o € D gegeben. Da ® : D — D, ist die Folge (x)ren, durch
21 = P(xy) eindeutig definiert und fiir k£ € N gilt:

[Zhr1 — x| = [P(zk) — P(zp—1)]
< Llzg — op—1|
< L2|.’L‘k_1 — wk_g‘ <... (*)

Durch Tteration der (ersten) Abschitzung folgt fiir k > n:

|zpt1 — zk] < Lk+1_”|xn — Ty ()
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und damit auch fiir m > n:

|xm - xn| = |(mm - mm—l) + (xm—l - xm—2) + (J;m—Z - -rm—3) + ...+ (xn-i-l - -rn)|

m—1

Z |Tg+1 — Tk (A-Ungleichung)

k=n

m—1

<Z Lk+1—n> |$n _ xn71|
k=n
)

ZLj |Tn — Zp—1]
j=1

IN

IN

IN

oo
= L. ZLJ |Tn — Tyt
j=0

= =l ol
- 1_an Tn—1
LTL
< 1_L|x1—x0| (vgl. (*) oder (**)).
Also gilt fiir m > n:
R PR P L B (S
Tm In > 1_an Tn-1| = 1_1, Z1 Zo .

Wegen L < 1 gilt L™ — 0 (n — oo) und damit ist (2,)nen, eine Cauchy-Folge,
also auch konvergent mit einem Grenzwert z*. Da D abgeschlossen ist (***),
gilt 2* € D.

® ist stetig (vgl. (a)) und damit ist der Grenzwert z* Fixpunkt von ®. z*
ist der einzige Fixpunkt in D. Denn wire x** # z* ein weiterer Fixpunkt, so
wiirde folgen:

|z — 2| = |®(a™) — ®(z")| < Lljz™ — ™| < |2** — 2¥|, ein Widerspruch.

Die behauptete , Fehlerabschitzung “folgen direkt aus (* * %), wenn m — o0
strebt.

26.7 Bemerkung:

Die Bedingungen des Satzes[26.6auf der vorherigen Seite sind hinreichend, aber
nicht notwendig fiir die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes, sowie fiir
die Konvergenz der Fixpunkt-Iteration.

26.8 Beispiel:

Man berechne den kleinsten Fixpunkt von ®(z) = 0,1 - €. Wir setzen D :=
[-1,1].
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Fiir o € D gilt: 0 < ®(z) < % < 1,also ® : [-1,1] — [~1,1]. Es gilt
®'(z) = ®(x). Also ist ¢ kontrahierend mit

L = sup{|®(2)| : z € [-1,1]} = 130

Die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes sind erfiillt. 2* soll mit einem absoluten

Fehler kleiner oder gleich 10~® berechnet werden. Wir starten mit xy := 1 und
x1 = 0,2718281828. Die Forderung

n

L
|z — x,| < 1 L|x1 — x| < 1076

fiihrt mit den vorhandenen Werten auf

> = 10, 606...
log

Es geniigen also n = 11 Iterationen, um die verlangte Genauigkeit zu garan-
tieren. Tatséichlich ist nach 11 Iterationen bereits eine zehnstellige Genauigkeit
erreicht: z* = 0, 1118325592.
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Kapitel 27

Das Newton-Verfahren

27.1 Motivation

Das Konvergenzverhalten von Fixpunkt-Iterationen zur Losung von nichtlinea-
ren Gleichungen héngt entscheidend von der Wahl der Verfahrungsfunktion ®
ab.

Eine geschickte Wahl von & fiihrt auf das Newton-Verfahren. Es beruht auf einer
Taylorapproximation 1. Ordnung (Linearisierung) und konvergiert schnell, falls
es konvergiert.

27.2 Newton-Verfahren fiir eine nichtlineare Glei-
chung

Wir suchen eine Nullstelle einer skalaren C!-Funktion f : R — R, d.h. eine
Losung der Gleichung f(x) = 0.

Das Newton-Verfahren besteht darin, bei einem Niherungswert xy den Graphen
von f durch die Tangente zu ersetzen und dessen Nullstelle als neue Ndherung
1 zu benutzen. Dieses Vorgehen wird iteriert.

Tangente in zg:

Ti(z) = f(zo)+ (z— o) f(20)
Taylorpolynom 1. Ordnung

1 := Nullstelle von T7:

0 = f(mo)+ (m1 —z0) - f(0)
(o)
f'(wo)

= I1 =9 —

201



Mathematik fiir Informatiker I,
Version vom: 21. Juli 2004 WS 2003, Prof. J. Weickert

allgemeine Iterationsvorschrift:

Th41 = T — J{,((Z];)) =: ®(xy), k=0,1,2,...

27.3 Beispiele

f(z) = 2% — 2 hat Nullstelle bei +v/2 ~ 41,412136... ..
Mit der Iterationsvorschrift

2
Ty — 2

Tk+1 = Tk — 2n

und Startwert zo := 1 ergibt sich:

Ty
1,0
1.5000000
1.4166667
1.4142157
1.4142136

=W N~ O

27.4 Bemerkung:

Das Verfahren konvergiert nicht immer, im allgemeinen konvergiert es erst, wenn
der Startwert z¢ ,,hinreichend nahe“ bei der Nullstelle liegt (lokale Konvergenz).

Einen wichtigen Fall, in dem Konvergenz auftritt, enthélt der folgende Satz:
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27.5 Satz: (Konvergenz des Newtonverfahrens)

Es sei f : [a,b] — R eine zweimal differenzierbare konveze Funktion mit f(a) < 0
und f(b) > 0. Dann gilt:

(a)
(b)

Es gibt genau ein £ € (a,b) mit f(§) = 0.
Ist xg € [a,b] beliebig mit f(xg) > 0, so ist die Folge

Tl = Tp — f’(l‘ )»
n

n €N,

wohldefiniert und konvergiert monoton fallend gegen &.

Gilt f'(§) > C >0 und f"(x) < K Ve (D), so hat man firn € N die
Abschitzung

|xn — :cn_1|2.

‘mn—o—l *In‘ S |§*In| S 20

Beweis:

von (a) und (b):

(a)

Da f konvex ist, gilt f”(z) > 0V « € (a,b) und folglich ist f’ monoton
wachsend in [a, b]. Als stetige Funktion nimmt f sein Minimum iiber dem
Intervall [a,b] an, genauer:

Jg € [a,b) mit f(q) = inf{f(z) : z € [a,b]} < 0.

Falls ¢ # a, gilt f'(¢) = 0 und damit f/'(z) < 0 fiir < ¢ (f' monoton
wachsend).

= f ist im Intervall [a, ¢] monoton fallend.

= f kann in [a, g] keine Nullstelle haben.

Dies stimmt auch fiir ¢ = a.

Nach dem Zwischenwertsatz auf Seite (b) liegt im Intervall (g, b)

mindestens eine Nullstelle von f. Nach dem bisher Gezeigtem liegen alle
Nullstellen in (g, b).

Angenommen es gibe zwei Nullstellen & < &s.
Nach dem Mittelwertsatz auf Seite existiert ¢ € (g, &1) mit

iy - &) = fla) _ =)
)= G-q &g
= f'(z) > 0 fiir alle x > & (f' monoton wachsend)

= f ist streng monoton wachsend (und damit positiv) in (£1,b] und kann
damit keine zweite Nullstelle & € (&1, b] besitzen.

> 0.

Sei xg € [a,b] mit f(xg) > 0. Nach bisher Gezeigtem gilt xo > &.
Durch Induktion beweisen wir, dass fiir die Folge (2, )nen, definiert durch

Tl = Tp — f’(xn) ( )
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()

gilt:

flzn) >0und 2,1 >z, > ¢ Vn e Ny.

Ind. Anfang: n=0.

n—n+1: Aus x, > ¢ folgt f/(x,) > f(€) >0 (vgl. (a))
f(@n) (

*)
>0=zpy1 < Ty
Flan) = Tn+1 =T

Wir zeigen: f(xp41) > 0.
Wir betrachten dazu die Hilfsfunktion

9(z) = f(x) = f(zn) — (& — 2n) [ (20).

f ist monoton wachsend.
= ¢'(z) = f'(x) — f'(zn) <0 fiir x < x,.
Da g(z,) =0, gilt g(z) > 0 fir < x,, also gilt insbesondere

=

0< g<xn+1) = f($n+1) - f(xn) — (Tny1 — xn)f/(xn)

= 0 nach (x)

= f(anrl)

Aus f(xp41) > 0 folgt nach (a), dass x,+1 > £ Damit ist gezeigt: (5 )nen,
fallt monoton und ist nach unten beschrankt durch &.
= Es existiert lim xz, =: z*. Man hat f(z*) = 0 (Fixpunkt-Iteration).

n—oo

= z* = £ wegen der Eindeutigkeit der Nullstelle.

ohne Beweis.

27.6 Bemerkung:

(a)

(b)

Analoge Aussagen gelten auch, falls f konkav ist oder
f(a) >0 und f(b) < 0 gilt.

Die Fehlerabschitzung auf der vorherigen Seite (c) besagt, dass beim
Newton-Verfahren quadratische Konvergenz vorliegt. Ist etwa % ~ 1 und
stimmen x,,_; und x,, auf K Dezimalen iiberein, so ist die Naherung x,,4+1
auf 2k Dezimalen genau und bei jeder Iteration verdoppelt sich die Zahl
der giiltigen Stellen.
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Kapitel 28

Das Bestimmte Integral

28.1 Motivation

Es sei f(x),x € [a,b] eine reellwertige Funktion.

Ziel: Berechnung der Fliche zwischen f(z) und der z-Achse.
Annahme: f : [a,b] — R sei beschrinkt.

28.2 Definition: (Zerlegung, Partition, Feinheit)

(a) Eine Menge der Form
Z={a=xg<x1<...<xp="0}

heifit Zerlegung (Partition, Unterteilung) des Intervalls [a, b].
Die x; heiffen Knoten der Zerlegung.

(b)) 72| := jJnax |xip1 — x| heifit Feinheit der Zerlegung Z.
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(¢) 3:= 3la,b] : Menge aller Zerleqgungen des Intervalls [a,b].

(d) FEine Zerlequng Z ist eine feinere Zerlequng als Zy (Z1 D Za, Verfeinerung),
falls Zy durch Hinzunahme weiterer Knoten zu Zs entsteht.

28.3 Definition: (Riemann-Summe)

e Jede Summe der Form

n—1

R¢(Z) = Z f(&) - (@ivr — @), & € [2i, @i

=0

heifit Riemann-Summe von f zur Zerlegung Z.

Ug(Z) = g (ge[inf f(f)) (i1 — @)

Ii7$i+l]

heifit Untersumme von f zur Zerleqgung Z .

04(2) = 2—: < Sup ]f(@) (@ig1 — x0)

i—0 \§€lTi,Tit1

heiffit Obersumme von [ zur Zerlegung Z.

/\\/

Abbildung 28.1: Abbildung 28.2:

28.4 Bemerkung:

(a) Fir jedes feste Z gilt: Us(Z) < Ry(Z) < Of(Z).
(b) Verfeinerungen vergrofiern Untersummen und verkleinern Obersummen:

1D 4y = Uf(Zl) > Uf(ZQ), Of(Zl) < Of(Zg).
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Abbildung 28.3: Uy(Z) > Abbildung 28.4: Os(Z; <
Us(22) O(22)
(c) Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z;, Zs von [a, b] gilt stets
Up(Z1) < Of(22).

Insbesondere sind { Untersummen } nach { oben

Obersummen unten

} beschrénkt.
28.5 Definition: (Riemann-Integral)

o Aufgrund der obigen Figenschaften existieren die Grenzwerte

b
/ f(z)dz:= sup Uy(2) Riemann’sches Unterintegral
a Z€3[a,b]

b
dz:= inf Of(Z Ri ’sches Oberintegral.
/a flz) dx Z€13r)1[a7b] #(2) iemann’sches Oberintegra

o f(x) heifit (Riemann-)integrierbar iber [a,b], wenn Ober- und Unterinte-
gral dibereinstimmen.

Dann heifst

/abf(x) dz := /abf(x) d:c:/abf(x) dx

das (Riemann-) Integral von f(x) dber [a,b].

28.6 Beispiele

(a) Essei f(x) = ¢ = const auf [a, b].

=>Us(2)=04(2) = ic- (Tig1 — i) =c- (b—a).
i=0

b
D.h. f(z) ist integrierbar mit / f(z)dx =c-(b—a).
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(b) Es sei ¢ € [a,b]. Dann ist

)0 @y
flx) = {1 (=) integrierbar.

U (2) =0, 0<0s(2)<2-]2.
b
Also ist / f(z) dx = 0 (da ||Z]| beliebig klein gew#hlt werden kann).
(¢) Es sei
1
flx) = 0 (z€[0,1]nQ) (Dirichlet’sche Sprungfunktion).
€0, 1\ Q

Fiir jede Zerlegung Z ist
Up(Z) =0,04(2) = 1.

Somit ist f(z) nicht Riemann-integrierbar (Es gibt jedoch allgemeine In-
tegrierbarkeitsbegriffe - z.B. Lebesque-Integral -, nach denen auch solche
Funktionen integriert werden konnen).

28.7 Definition: (Eigenschaften des Riemann-Integrals)

Ist f : [a,b] — R eine nichinegative, Riemann-integrierbare Funktion, so wird

die Zahl
b
/ f(x) dz

als Fliche zwischen der Kurve f(x) und der x-Achse zwischen den Geraden
x =a und x = b bezeichnet.

28.8 Bemerkung:

b
o Ist f negativ, so kann man die Fléche durch / |f(z)| dz definieren.

b a
o Ist b < a, so definiert man / f(z) dz = 7/ f(z) da.
a b
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28.9 Lemma: (Monotonie des Riemann-Integrals)

Sind f und g integrierbar iber [a,b] mit f(z) < g(x) ¥V x € [a,b], so gilt:
b b
/ f(z) da S/ g(x) dz.

Zu jeder vorgegebenen Zerlegung Z gilt Uy(Z) < Ug(Z), Of(Z) < O4(Z). Diese
Ungleichungen tibertragen sich auf Supremum (Unterintegral) bzw. Infimum
(Oberintegral).

Beweis:

O

28.10 Folgerung:

b b
[t as| < [ ir)do
Beweis:
Nach Lemma [28.9 folgt aus —|f(z)| < f(z) < |f(z)| die Beziehung
- 1@< [ 1@ de< [1f) e

und somit die Behauptung.

O

28.11 Folgerung (Nichtnegativitit):
Integration erhélt Nichtnegativitét:

b
flz)>0 VIE[a,b]é/ f(z)dz > 0.

Beweis:

Lemma angewendet auf f(z) und 0 ergibt

/abf(x)dxz/ab()dxo.
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28.12 Satz: (Linearitit der Integration)

Es seien f(x),g(x) integrierbar iber [a,b] so wie a, f € R. Dann ist auch o -
f(@) + B g(x) integrierbar, und es gilt

Lb(a-f(x)+ﬂ'g(x))dxQ.Lbf(x)dx+g./abg(x)dx_
Beweis:

Aufgrund der Ungleichungen
sup  (f(z)+g(z)) < sup f(z)+ sup  g(z)

TE€[ri,Tit1) TE[Ti,Tit1] TE[Xi,Tit1]
inf (@) +g@)> inf fl)+ inf g(x)
T€[r;,Tit1) TE€[Ti,Tit1) TE[Ti,Tit1]

gilt fiir jede Zerlegung Z von [a, b]
Urg(2) 2 Up(2) + Uy(2),
Of+9(2) < 0§(Z) + 0y(Z)

also
b

/ (@) + (@) da > / " fa) do | ot aa.

b b

b b
/ (f(z) + g(x)) dz < / f(z) d + / g(z) dz.
Daraus folgt die Additivitét.

Fiir a > 0 und jede Zerlegung Z von [a, b] gilt weiter

Uap(Z2) = aUy(Z), Ouf(Z) = a0f(2),
damit
b b
/ a - flx)de = a- | f(x)de,
ab ab
/ a - fle)de = - flz)de
Fiir o < 0 hat man stattdessen
Uaf(Z2) = a0p(Z), Oaf(Z) = aUy(Z)
und somit

b b
l a- f(z) dx a- | f(z)de,

a a

b b
/ a- f(z) dx a- [ f(z)da.
b

b
In beiden Fillen folgt / a - fle)de=a- [ f(z)dz.

a
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28.13 Lemma: (Zusammensetzung von Integrationsintervallen)

Ista < c<b, soist f genau dann iber [a,b] integrierbar, wenn f iber [a,c] und
iber [a,b] integrierbar ist. Dann gilt:

/abf(x) dz = /:f(a:) dx+/cbf(a:) dz.

Beweis:

Aussage folgt unmittelbar aus der Betrachtung von Ober- und Untersummen zu
Zerlegungen von [a, b], die ¢ als Knoten enthalten. (Beliebige Zerlegungen von
[a, b] konnen ggf. durch Hinzunahme von ¢ verfeinert werden).

Kriterien fiir Integrierbarkeit

28.14 Lemma: (Riemann’sches Kriterium)

Ist f : [a,b] — R beschrinkt, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) [ ist integrierbar iber [a,b].
(ii) Fir jedes € > 0 existiert eine Zerlegung Z von [a,b] derart, dass gilt:

04(Z)—Uy(Z) < e.

Beweis:

»(1) = (ii)“: Nach Definition des Ober- und Unterintegrals gibt es zu jedem
€ > 0 Zerlegungen 7, Z5 mit

0 < Of(Z1)— | flz)dx<
0 < [ f@)de-Up(z) <

Diese Ungleichung bleiben beim Ubergang zu Verfeinerungen giiltig, also kann
7 = 7y = Zy gewihlt werden. Addition beider Ungleichungen ergibt dann (ii).

»(il) = (1)“: Fiir jedes € > 0 folgt aus (ii), dass

b b
0< / (@) dz — / F@) de < O4(2) — U(Z) < e
Da aber Ober- und Unterintegral identisch sind, ist f integrierbar iiber [a, b].
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a

ofiir kann man das Riemann’sche Kriterium anwenden?
Wofiir ki das R. ’sche Krit den?

28.15 Satz: (Integrierbarkeit monotoner Funktionen)

Sei f : [a,b] — R beschrdinkt.
Ist f monoton, so ist f intergrierbar.

Beweis:

Sei 0.B.d.A. f monoton wachsend. Betrachte die dquidistante Zerlegung Z mit
xi:aJri(bfa) und i =0,...,n.

n
Dann gilt:

(f(@ig1) — f(2)) - (i1 — x4) (da f wachsend)

3
|

04(2) = Us(2)

=0
b—a '~ U
= (flxig1) — f2)) (Aquidist. Zerlegung)
(-
b—a . .
= (f(d) — f(a)) (,,Ziehharmonikasumme*)
n
beschrinkt

Fiir n — oo konvergiert dieser Ausdruck gegen 0. Damit ist f nach dem Rie-
mann’schen Kriterium integrierbar.

Gibt es noch eine weitere Anwendung?

28.16 Satz: (Integrierbarkeit stetiger Funktionen,)

Sei f : [a,b] — R beschrinkt.
Ist f stetig, so ist f intergrierbar.

Beweis:

Nach Satz[20.10]auf Seite[I54]ist die stetige Funktion f auf dem abgeschlossenen
Intervall [a, b] gleichméBig stetig. Seien €,5 > 0 so gewéhlt, dass:

p-yl<d = @ —fWl<— )
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Fiir eine Zerlegung Z mit || Z|| < § folgt dann:

n—1
Op(Z)-Uy(2) = sup  f(z)— inf  f(x) ] - (wip1 — 25)
i—0 \ZElzi,ziy1] z€[wi,xit1]
n—1 ¢
< ; b—a (g1 — x4) (nach (*))
- j a (a—b)=¢€¢  (,Ziehharmonikasumme*)

Damit ist f nach dem Riemann’schen Kriterium integrierbar.

Welche Konsequenzen hat dieser Satz?

28.17 Beispiele

Folgende Funktionen sind iiber einem Intervall [a, b] integrierbar.

(a) f(z) =z falls a > 0.
(b) fla)=e"

(¢) f(z)=Inz falls a > 0.
(d) f(z)=sinz

(¢) Polynomfunktionen:

flx) = Z apzt.
k=0

f) Stiickweise stetige Funktionen mit endlich vielen Sprungstellen
g g
(Induktionsbeweis iiber die Zahl der Sprungstellen).

Welche Eigenschaften kann man fiir Integrale mit stetigen Funktionen noch
zeigen?

28.18 Satz: (Mittelwertsatz der Intergralrechnung)

Sei f : [a,b] — R stetig und g : [a,b] — R stickweise stetig und nichinegativ.
Dann existiert ein & € [a,b] mit

/a ) = ) / @) de.
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/f

9(x) do

b
Bemerkung: Fiir / g(z) dx > 0 kann f(¢ als Mittelwert

a
von f im Intervall [a,b] mit einer Gewichtsfunktion g angesehen werden.
Beweis:
(von Satz [28.18| auf der vorherigen Seite)

Seien m := m[inb] fz), M = m[a)z] f(z). Da g nichtnegativ ist, gilt:
xre|a, xrela,

g(z) < f(z) - g(x) <M - g(x) Va € [a, b]
und damit nach der Monotonieregel (Lemma m 28.9| auf Seite [209))

/ dx</f dat<M/

Somit existiert eine Zahl u € [m, M| (,Mittelwert“) mit

w [ o@ar = [ @

Nach dem Zwischenwertsatz [20.9] (b) existiert dann ein & € [a,b] mit f(&) = p.

Somit gilt:
b b
ﬂw/mmm::/ﬂmmm

a

Mit g(x) =1 V z € [a, b] ergibt sich eine wichtige Folgerung, die oft auch schon
als Mittelwertsatz der Integralrechnung bezeichnet wird.

28.19 Korollar: (Integralmittel)

Fiir ein stetige Funktion f : [a,b] — R g¢ibt es ein & € [a,b] mit

b
16 = 5o [ @

28.20 Veranschaulichung

b
Die Fliche unter der Kurve (d.h. das Integral / f(z) dz) stimmt mit der
Rechtecksflidche (b — a)f(&) iiberein: ’

/f — FO0b-a).
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28.21 Volumen von Rotationskérpern

Eine Anwendung des bestimmten Integrals ist die Volumenbrechnung von Ro-
tationskorpern.

(ke ALx)
Kreisfliche A(x) hat Radius f(x)

= A(z) = (f(2))?

Prinzip von Cavalieri

Das Volumen des Rotationskorpers ergibt sich durch Integration der Flacheninhalte
A(z) im z-Intervall [a, b]

V:/abA(x) dx:w/ab(f(x))Q dz

28.22 Beispiel:

(a) Kreiszylinder:

f(x) = r = konstant.
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Volumen eines Kreiszylinders mit Radius r und Héhe h:

h
VvV = 71'/0 (f(z))” d=x

h
= 7r/ r? dx
0

h
= 7T7’2/ dze=7-7>-h
0

(b) Paraboloid

A

f(z) = /z im Intervall [0, 1]:

1
vV = 77/0 (f(z))” dz

! 1
denn/ rdr = —.
O 2

g(z) ==

1
Flache = —
dche = 5
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Kapitel 29

Das unbestimmte Integral
und die Stammfunktion

29.1 DMotivation

e Gibt es eine Operation, die die Differentiation ,,riickgédngig® macht?

e Kann man zu einer gegebenen Funktion f eine Funktion F' finden mit

F(z) = f(x)?

29.2 Definition: (Stammfunktion)
Gegeben seien Funktionen F : [a,b] — R. Ist F differenzierbar auf [a,b] und gilt
F'(x) = f(x) fir alle x € [a,b], so heifst F(z) Stammfunktion.

Bemerkung: Ist F'(x) eine Stammfunktion von f(z), so ist auch F(z)+ C mit
einer beliebigen Konstante C' eine Stammfunktion von f(z).

Kommen wir nun zum Gipfel der Analysis.

29.3 Satz: (Hauptsatz der Differential- und Intergralrechnung)

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

x

(a) F(x):= / f(t) dt ist eine Stammfunktion von f(x)
( ,,Integmt(gon als Umkehrung der Differentiation®).

(b) Ist F(x) Stammfunktion von f(x), so gilt

b
[ roda = Fo) - F@ = P,
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( ,Stammfunktion als Mittel zum Lésen bestimmter Integrale).

Beweis:

(a) Sei h # 0 (h <0 ebenfalls zugelassen) so, dass z,z + h € [a, b].

z+h T z+h
;L(F(x—kh)—F(x)—f(x))‘ = 2(/{1 f(t)dt—/a f(t)dt)—}ll/m f\(,x-)/ dt
unabhéngig
1

x+h
i / (F() — f(x) dt

sup {|f(t) — f(x)| | t zwischen z und = + h}
— 0 fiir h — 0 da f stetig.

IN

Somit ist F'(x) = f(z).
(b) Mit (a) gilt:
F(z) = /wf(t) dt+C

Damit folgt:

Flo) = /bf(t) di +C

s
—~
s
~—
Il

/af(t)dt—i—C:C

~ F(b) - Fla) = /f(t)dt.

29.4 Definition: (Unbestimmte Integral)

Die Stammfunktion F(z) einer Funktion f(x) wird auch als ,das“ unbestimmte Integral

von f(x) bezeichnet und | f(x) dx (also ohne Integrationsgrenzen) geschrieben.

Es ist jedoch nur bis auf eine additive Konstante C' bestimmit.
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29.5 Beispiele von unbestimmten Integralen

o
8
I

o
8
I

1
—In

8
|

ln|x—|—\/x2—1’—|—C’ (Jz| > 1)
ln’x+\/x2—1’—|—0

= arctanx + C

/x” dx = n+1$n+1+0 (n #—1)
/%dx — e[+ C (2 #£0)

/sinx dx = —cosz+C

/cosa: dx = sinz+C

/tanm dz = —lIn|cosz|+C (cosz # 0)
/Co;xdx = tmrtC (@A Qk+1)- 5 keD)
/e‘”’ dz = ée‘”—i—C (a #0)

/lnx dx = z(lnz-1)+C (x> 0)
/ ! dz = arcsinz+C (Jlx] < 1)

/

/

/

/

— —
=T Hg‘\’ »—l&g‘\’ »—AH
8 8 |
S o+ | 5
o, o, = — o
8

2

(=] # 1)

weitere Beispiele: Formelsammlungen, z.B. Bronstein: Taschenbuch der Mathe-

matik.

Unbekannte Integrale berechnet man durch (z.T. trickreiche) Umformungen in
bekannte Integrale. Hierzu gibt es zwei Grundtechniken:

29.6 Satz: (Integrationsregeln)

(a) Partielle Integration:

Sind u,v : [a,b] — R stetig differenzierbar, so gilt:

/u(x)v’(m) de =

und fiir bestimmte Integrale:

/ab w(x)v' (z) de =
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(b) Substitutionsregel:

d
Zur Berechnung von / f(z) dx setze man x = g(t) mit g stetig differen-

zierbar, g(a) = ¢, g(b) ~ d und formal dz = ¢'(t)dt:

r=d t=b
/ f@)dz = /t: Fa(t)g'(t) dt.

=cC

Beweis:

(a) folgt aus der Produktregel der Differentiation:

(w) = uv+u
b b b
= / (wv) dz = / uw'vdr + / v'u dx.
a a a
uvl}

(b) folgt aus der Kettenregel

d

F®) = Flg(t)-g'#) = flg(t)) - ¢'(%)-

Integration iiber ¢ im Intervall [a, b] ergibt:

/ Flat)g () dt = Flg(t)]t = F(g(b) — Flg(a))

29.7 Beispiele zur partiellen Integration

(a)
/xezdx:xem—/1~e‘rdz
<~ = ~— =~
= ze® —e"+C
(b)

/lnxd:r = / 1 -Inx dz
~— =~

v’ u

= xln:rf/x~ldx:xlnazf:v+0
T
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(c)
/sinzxdx = /Sinx-sinx dx
—~—
u v’

= Sinx(—cosx)+/0082mdx

= —sinxcosm—&—/(l—sin%@) dz |+/sin2xdx
:2/5in2xdx = —sinxcosaﬁ—&—/ dx
.2 1 . T
sin“xdr = —§smxcosx+§+C

29.8 Beispiele zur Substitutionsregel

(a) eV dx
dz 1
Substz*—\/f,d ﬁ—g
der =2zdz

eVT dg = /EZ'QZdZ

2~/zezdz

20D 9zer —e*) 4 C
=  2zeVT —eV® 4+ C
1
(b) / V1—22dx
-1
dx . .
Subst. z = cos z, Pl sin z,dr = —sin z dz
z

1 z=0
/ V1—22dx / V1—cos?z-(—sinz) dz
-1 z=m

0 0
— / sin z dz = / sin? z dz
T s

s

1 . z
—§s1nzcosz+f

0
™ ™
0+ = —(=0+0) = =.
+5 (=0+40) 5
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29.9 Bemerkung:

Nicht alle Integrale lassen sich analytisch 16sen, obwohl sie z.T. einfach aussehen.
2 xr

Beispiel ,,Fehlerfunktion“ erf(x) := 7 / et dt ist in Formelsammlungen
T Jo

tabelliert bzw. numerisch approximierbar.

29.10 Integration rationaler Funktionen

Riickfithrung auf bekannte Integrale mittels Partialbruchzerlegung.

1
Beispiel: —d
eispie /m2—5m+6 x

Wegen 22 — 5z + 6 = (v — 2)(x — 3) machen wir den Ansatz

1 B A n B
22—5x+6 -2 x-—3
Az —-3)+ B(xr—2)
o (x —2)(xz—3)
_ (A+B)r+(-3A-2B)
N 22 —bx +6
Koeffiziertenvergleich:
(1) A+ B =

(2) —34-2B = (1) Losung: A= —1,B = 1.

Addition des 3-fachen von (1) zu (2) ergibt B =1;in (1): A= —1.
N 1 -1 n 1
r2—-5r+6  rx—-2 -3

1 1 1
— dx = -— d —d
/x2—5x+6 o /m—Q IJF/:L’—S .

= —Inlz—2|+njz-3|+C

$_§‘+C (r #2,3)

= In
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Kapitel 30

Uneigentliche Integrale

30.1 Motivation

Manchmal muss man Integrale berechnen

e bei denen iiber ein unendliches Intervall integriert wird.
o0 b oo
Beispiel: / f(z) dz, / f(z) dz, / f(z) da
a —00 —0o0
e bei denen unbeschriankte Funktionen vorliegen.
1
1
Beispiel: / — dz
0 VT

Solche Integrale heiflen uneigentliche Integrale.

Unter welchen Bedingungen ist deren Berechnung mdoglich?

30.2 Definition: (Unendliche Integrationsgrenzen)

Sei f : [a,00) — R diber jedem Intervall [a, R] mit a < R < oo integrierbar.
R

Falls Rlim f(z) dz existiert, heifst / f(z) dz konvergent und man setzt

a

/:Of(x)dsc = lim /aRf(x)dw.

R—o0
b
Analog definiert man / f(z) dz fir f: (—o0,b] — R.
Ferner setzt man
/OO flx)ydz := /a f(x) dx—|—/oof(x) dz fir f: R —R.
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30.3 Beispiele

1
(a) Konvergiert / — dz fir s > 17
1

T
R
1 1
/ —gdx = s
1z 1-s 1
1 1-s 1-s .
= R -1 — fir R — oo.
1—s |~~~ s—1

—0

o0
1
Also ist / — dx konvergent fiir s > 1.
1 :L.
<1
Bemerkung: Fiir s <1 ist / — duz divergent.
1

(b)

Sl | EO R
/ 72da: = lim 2dx+ lim ﬁdz
70014—.7] R—o0 7R1+J,‘ R—o0 0 1+.’I}
= lim arctanz \(lR—i— lim arctanx|é%
—00 R—o0
s T
2) T3 T
1
SO
Flache = 7T

Integration unbeschrinkter Funktionen:

Wie geht man vor, wenn der Integrand an einer der Integrationsgrenzen nicht
definiert ist?

1
1
Beispiel:/ — dz
0 VT

30.4 Definition: (Konvergenz)

Sei f: (a,b] — R dber jedem Teilintervall [a+¢€,b] mit 0 < € < b—a integrierbar

und in a nicht definiert.
b

b
Falls hH(l] f(z) dz existiert, heiﬁt/ f(z) dz konvergent, und man setzt

a—+e€ a

/abf(x)dx - liirg)/aief(x)dm.
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Eine analoge Definition gilt, falls f : [a,b) — R in b nicht definiert ist:
b b—e
/ flz)dz = lir% f(z) da.

Falls f : (a,b) — R in a und b nicht definiert ist, setzt man

/bf(x)dx = /Cf(x)dx+/bf(x)dx mit a < ¢ <b.

30.5 Beispiel:

1
1

Konvergiert / — dzfir0<s<1?
O m

1
1 1
/ — dx =
e X8 1-s

1 1
— 1 _ 1—s
1-s ( ‘ ) T 1o
= Konvergenz

€

flire — 0

1
1
Bemerkung;: / — dx konvergiert nicht fiir s > 1:
o T

1
1
s=1: /fdx = lnz|

X

1

= Inl —Ine— oo fiir e — 0.
~—

s>1: — dx

1 1
= (Sl—l)—>oofiire—>0.

30.6 Bemerkung:

Falls Polstellen im Innern des Integrationsbereich vorliegen, spaltet man das In-
tegral so in Teilintegrale auf, dass die Polstellen an den Grenzen der Teilintegrale
liegen.

Fiir uneigentlich Integrale kann man dhnliche Konvergenzkriterien wie fiir Rei-

hen zeigen (vgl. 9§ (16| auf Seite [123]).

30.7 Satz: (Konvergenzkriterien fiir uneigentliche Integrale)

Sei f : [a,00) — R integrierbar auf jedem endlichen Intervall [a,b]. Dann gilt:
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/ f(z) dz

oo oo
Ist / |f(z)] dx (d.h. / f(z) da konvergiert absolut), so konvergiert
a

auch /00 f(z) dz.

(a) Cauchy-Kriterium:

oo
/ f(z) dx existiert < Ve>03c>a: <€ V21,22 > c.
a

(b) Absolute Konvergenz:

(¢) Majorantenkriterium: Ist |f(x)| < g(x) fir alle x € [a,00) und kon-

vergiert/ g(z) dz, so konvergiert f(x) dx absolut. Gilt umge-

a

kehrt 0 < g(xz) < f(x) und divergiert/ g(z) dx, so divergiert auch

/aoo f(z) dz.

Bemerkung: Entsprechende Aussagen gelten auch beim nach unten unbe-
schrénkten Integrationsintervall (—oo,b], sowie an Singularitéten an den Gren-
zen eines beschrinkten Intervalls [a, b].

> sinx

dx

30.8 Beispiel: Das Dirichlet-Integral /
0 T

Cauchy-Kriterium ergibt fiir 0 < z1 < z5:

*2 sinx part.Int. COS T |#2 *2 cosx
— dx = — - 5 dw
21 T €T 21 21 xT
22 L3 zZ2
sinx 1 1 1 .
= dx < —+—+ —2dm—>0furzl—>oo
21 X z1 Z9 21 x

<1
(da / e dz nach |30.3| (a) konvergiert).
1

Das Dirichlet-Integral tritt z.B. in der Signalverarbeitung auf.

30.9 Beispiel: Die Gammafunktion (Euler, 1707-1783)

I(x) := / et dt  firx >0
0

Konvergiert dieses Integral?

Probleme:
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(a)
(b)

Fiir 0 < x < 1 divergiert der Integrand in ¢ = 0.

Obere Integrationsgrenze ist unendlich.

Wir spalten daher auf

1 00
I(z) := /e—tﬂ‘—ldwr/ ettt dt
0 1

und behandeln beide Probleme getrennt:

(a)

1
Betrachte / e 1 dt fiir 0 < z < 1.
0
1
Wegen 0 < e #7~1 < ¢~ hat / e 11 dt die nach
0

1
1
Majorante/ — dt.
tl—=
0

oo
Betrachte/ el de
1

C
Es existiert ¢ > 0 mit 0 < e~ %1 < = denn

30.5

konvergente

cel > ¢ot1 (e — Funktion wiichst schneller als jede Potenz).

Somit ist t% konvergente Majorante (vgl. [30.3[ (a)).
Also existiert I'(z) fiir all z > 0.

Zwei wichtige Eigenschaften der Gammafunktion:

(i)




Mathematik fiir Informatiker I,
Version vom: 21. Juli 2004 WS 2003, Prof. J. Weickert

dh.[T(@+1) =2 T(z)]

Wegen (i) und (ii) interpoliert die Gammafunktion die Fakultét.

F(n+1)=n!

228



Kapitel 31

Numerische Verfahren zur
Integration

31.1 Motivation

b
Die wenigsten Integrale f(x) dz lassen sich mit Hilfe von Stammfunktionen

a
analytisch berechnen. Man ist deswegen auf numerische Verfahren, sogenannte
Quadraturverfahren angewiesen.

Gesucht:

b
I[f] := / f(z) dz fiir eine Funktion f(x), die auf [a, b] hinreichend oft diffe-

a
renzierbar ist.

Quadraturformeln fithren dieses Integral in eine Summe iiber:

If] =~ Zwif(mi) : Quadraturformel
i=0
z; €la,b], i=0,1,...n: Knoten
w;,i=0,...,n: Gewichte

Praktisch brauchbar sind nur Quadraturformeln mit nichtnegativen Gewichten.
Sie garantieren Nichtnegativitét der Integralapproximation fiir nichtnegative In-
tegranden, sowie gutartiges Verhalten gegeniiber Rundungsfehlern.
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To = a .';:1 Ty T3 ~~— ... Tn1 Tn=0>0
31.2 Einfachstes Beispiel: Rechteckregel

b—a

T, = a+1- , 1=0,...,n, Knoten
n
b—a
h = , Gitterweite
n
n—1

Rulf] = > h-f(@)

Im Allgemeinen ist die Rechteckregel nicht sehr genau, solange man nicht sehr
viele Knoten verwendet.

Grund: f(z) wird im Intervall [z;, ;1] durch die Konstante f(z;) approximiert.

31.3 Zweiteinfachtes Beispiel: Trapezregel

Idee: Approximiere f(z) in [z;, x;+1] durch Gerade durch Punkte (z;, f(z;)) und
(@iv1, f(@iv1))-

Flache aller Trapeze:
n—1

f(zi) + f(@ig1)

Th[f] = ZO h - f

= 2 Fw) + R (F@) + F) ot fe)) o f (),

31.4 Bemerkung:

Genauere Quadraturformeln erhilt man, indem f(x) stiickweise durch Polynome
hoheren Grades ersetzt wird (— Newton-Cotes-Verfahren).
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Fiir zu grole Grade treten allerdings negative Gewichte auf und die Formeln
werden unbrauchbar.

Gewichte der Newton-Cotes-Formeln

Polynomgrad Gewichte pro Intervall Name
0 1 Rechteckregel
1 1
1 - — Trapezregel
1 2 4 2 1
2 - - - Simpson-Regel
6 6 6
1 3 3 1 3
3 §._ 8.8 .8 g Reeel
7 32 12 32 7 )
4 — — — — —  Milue-Regel
90 90

90 0
Die Newton-Cotes-Formel integriert Polynome < n exakt.
Gibt es bessere Alternativen zur Erhéhung der Genauigkeit?

Anwort: Romberg-Quadratur

Idee: Fehlerterme in der Trapezregel sukzessive wegextrapolieren.
Es gilt (Beweis aufwiindig):

31.5 Satz: (Euler-Maclaurinsche Summenformel)

Fiir f € C*>([a,b]) besitzt die Trapezregel die asymptotische Fehlerentwicklung

b
Tu[f] = /f(l‘)dx+61-h2+02-h4+c3-h6+...

mit Konstanten cy,, die von f**=V(a) und f*=1(b) abhingen.
Konsequenz:

b
Tulf] = /f(x)dx+cl.h2+<:2-h4+0(h6)
b
Tu[f] = /Gf(x)dx+cl~}f+02~ilg+(’)(h6)
4-Tw|f] =T b
éw = /Gf(m)dx—icTh‘L—l-O(h(s)

Quadratischer Fehlerterm in h wurde wegextrapoliert. Ebenso kann man mit
T [f],T% [f],T% [f] die h*-Terme eliminieren und erhilt ein Verfahren 6. Ord-
nung!
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31.6 Satz: (Romberg-Quadratur)

b
Es sei f € C?™*2([a,b]) und Ty,[f] die Trapezapprozimation an/ f(z) dz mit

Schrittweite h. ¢

Dann erhdlt man mit der Rekursionsformel

Pro = TQ%[f], (k=0,1,...,n)
- 47 Py j1— Pr_1j-1 E=1,...,m
R 41 : j=1,....,m

in Py, m eine Quadraturformel der Fehlerordnung 2m + 2.
Beweis:
Ubungsaufgabe (vollst. Ind.)

Veranschaulichung durch Schema:

Ty = Poo

-3

4
T% = P —=r 11
-4 \

T% == P204 >P21 >P22

~1 \% \
Tn = Py —

Fehlerordnung 2 4 6 8
Verfahrensmerkmale:

e schrittweise Intervallhalbierung
e Werte aus vorangegangenen Schritten werden weiter verwendet.

e Abbruch der Verfeinerung, Approximationen unterscheiden sich hinrei-
chend dicht voneinander.

31.7 Beispiel:

t
/ sin dq
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h Twlf] Romberg-Quadratur #Funktionsauswertung
1 0.9207354924 0.9207354924 2
% 09307932848 0.9461458823 3
; 0.9445135217  0.9460830041 5
- 09456908636  0.9460830704 9
G| 09450850200 0.9460830704 17

L 0.9460830703 32769

32768 '

Fazit: Die Romberg-Quadratur hat den Aufwand gegeniiber der Trapezregel um
den Faktor 2000 reduziert, bei vergleichbarer Genauigkeit.
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Kapitel 32

Kurven und Bogenlange

32.1 Motivation

Der Begriff der Kurve in der Ebene oder im Raum spielt in den Naturwis-
senschaften, insbesondere der Physik, Technik (Robotik) und der Informatik
(Computergraphik) eine tragende Rolle.

Neben der Berechnung von Flichen und Volumina ist die Definition / Ermitt-
lung der Linge von Kurven eine weitere wichtige Anwendung der Integralrech-
nung.

32.2 Definition: (Parametrisierte Kurve)

Eine (parametrisierte) Kurve im R™ ist eine Abbildung

c:la,b) — R"

l’l(t)
to= (@(t),. (1) = : :
Ty (t)
deren Komponentenfunktionen x1,...,x, : [a,b] — R stetig sind.

c heift differenzierbar (stetig differenzierbar, C'-Kurve), wenn alle x; differen-
zierbar (stetig differenzierbar) sind. Man definiert

o) = (?(t),...,d;"(t)f.

Das Bild ¢([a, b]) heifit Spur von c.

»,Bewegung eines Punktes im Raum, ¢(t) als Ort des Punktes zur Zeit ¢t“.
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32.3 Beispiele

(a) Ellipse mit Hauptachsen a und b:

(t) =a-cost

(t) =b-sint

Aus cos?t +sin® ¢t = 1 folgt die Spurgleichung

< 8

2 2

z Y
a? b2 L
(b) Zykloide
~

-
.
/
[_ &7

Kurve eines Randpunktes eines Kreises, der auf einer Geraden abrollt.

(t) =t — sin(t)
)-(1)

y(t) = 1 — cos(t)
und einer Kreisbewegung < Zgg ) = ( 7512(8 ) im Uhrzeigensinn.

Uberlagerung des Mittelpunktsbewegung (

(¢) Schraubenlinie

c(t) = (r~cost,r~sint7h-t)T, t € R.

Uberlagerung einer Kreisbewegung mit Radius r in der z — y—Ebene und
einer linearen Bewegung in z-Richtung.
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1

o y

32.4 Definition: (Parameterwechsel, Umparametrisierung)

Ist ¢ : [a,b] — R™ eine Kurve und h : [a, 8] — [a,b] eine stetige, bijektive und
monoton wachsende Abbildung, so hat die ,neue® Kurve ¢(7) := c(h(1)), T €
[a,b] die selbe Spur und den selben Durchlaufsinn wie c. Man nennt t = h(7)
einen Parameterwechsel (oder Umparametrisierung).

Kurven, die durch einen Parameterwechsel auseinander hervorgehen, werden als
gleich angesehen.

Ist ¢ stetig differenzierbar, so werden nur stetig differenzierbare Funktionen h :
[, B] — [a,b] mit /(1) > 0 als Parameterwechsel zugelassen (C*-Parameter-
wechsel).

32.5 Bemerkung:

Verschiedene Kurvenparametrisierungen kénnen zur selben Spur fithren:

c(t) = (cost,sint), t €10, 27]

co(t) =  (cost,—sint), t € [0,2m]
haben den Einheitskreis als Spur, unterscheiden sich aber im Durchlaufsinn.

Bogenlinge einer Kurve

wichtige Anwendung der Integralrechnung auf Kurven.

Motivierendes Beispiel: (Kreisumfang)

Approximiere Kreis durch einbeschriebene regelméfige 2™"-Ecke (n > 2). Ihre
Umfénge S, wachsen monoton in n und sind z.B. durch den Umfang eines
umbeschriebenen Quadrats nach oben beschrénkt. Somit existiert sup(S,,).

n
Es definiert den Kreisumfang.
Allgemein:
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S3

Sa

Approximiere die Kurve ¢(¢) durch einen Polygonzug. Fiir eine Zerlegung
Z = {a=to<ti <...<ty,=2>}

von [a, b] ist seine Linge gegeben durch

_

m—

L(Z) = ) le(tin) = c(ts)]-

=0

Dabei bezeichnet |(z1, ..., 2,)"| == z? die euklidische Norm eines Vektors

(1, .. 20)T .

32.6 Definition: (Linge, Rektifizierbarkeit einer Kurve)

Es bezeichne 3[a,b] die Menge aller Zerlegungen von 3[a,b]. Ist die Menge
{L(Z) | Z € 3a,b]} nach oben beschrinkt, so heifst die Kurve c rektifizierbar,
und

L(e) = supl{L(Z)]Z € 3[a,b]}
heifst die Linge der Kurve c.
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32.7 Satz:

Jede C*-Kurve c : [a,b] — R" ist rektifizierbar, und es gilt

b
L(c) = / &(t)] dt.

Beweis:

Fiir eine Zerlegung Z gilt:

3
L

le(tiv1) — c(ti)]

=

N

Il
1

3
i

n

> (@r(tisr) — wi(t:)®  Def. der euklid. Norm
k=1

I
i

= \ Z (&5 (7h;))” (tigr — ti) Mittelwertsatz
i k=1

3
L

s
Il
o

mit Tk, € [ti,ti+1].

b
Fiir die zu Z gehérende Rechtecksumme R(Z) von / |é(t)] dt gilt:

Zur Abschitzung von |L(Z) — R(Z)| verwenden wir die gleichméBige Stetigkeit
der 2 (t) auf dem Kompaktum [a, b]:

Ve>030>0:|t—t| <8 = |ip(t) —int)| <e, k=1,...,n.

Gilt nun fiir gegebenes € > 0, dass die Feinheit | Z|| der Zerlegung || Z|| < §
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erfiillt, so folgt damit

IL(Z) — R(Z)] = Z_: Z (dx(7,))" — (Ex(t:))* | - (tigr — ta)
=0 k=1 k=1
—Ungl. m—1 n n
: % l Z Z (@k(mr,))” — Z (Er(t:)?] - (tigr — 1)
1 k=1

=0
—1

m—

—
*
~

(@1 (T,) — &1 (t:) + (tiga — i)

L[]
M= 7

*
~—
o,
¢]
=}
=}

man zeigt fiir die eukl. Norm: ||a|] — |b|| < |a —b])

g
M-

62 . (ti+1 — tz)

=0 k=1
——

=y/Nn-e

= Vn-e(b—a)— 0 fir e — 0.

32.8 Beispiel:
Kreisumfang: ¢(t) — ( z(t) ) - ( " cost > t e [0,27]

r-sint
27
/ &) dt
0

(56 )= ()

le@t)] = Vr2sin?t + 12 cos2 t = \/T2(51n2 t+cos?t)=r

h
—
o
~
I

o-

—~
~

~—
Il

I
h

=
I

27
/ rdt = 2mr. stimmt
0

Warum ist die Kurvenlédnge wichtig?

32.9 Lemma: (Parametrisierungsinvarianz)

Die Linge einer C'-Kurve ist parametrisierungsinvariant.
Beweis:

Mit einem C!-Parameterwechsel h : [a, 8] — [a, b] gilt aufgrund der Substituti-
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onsregel
B
Licoh) = / dh() ()| dr  (Kettenregel)
a Y ad
>0

32.10 Definition: (Bogenlingenfunktion)
Es sei c: [a,b] — R" eine C'-Kurve. Die Funktion

s(t) = /|¢(T)| dr  telal

heifst Bogenlingenfunktion von c.

Bedeutung: Reparametrisiert man eine Kurve mit ihrer Bogenlinge (Bogen-
lingenparametrisierung), so vereinfachen sich viele Formeln.

32.11 Definition: (Tangentialvektor, Tangenteneinheitsvektor)

Es sei c: [a,b] — R" eine C1-Kurve. Dann nennt man

t) = (@1(t),...,@a(t)"

auch Tangentialvektor (Geschwindigkeitsvektor) der Kurve ¢ an der Stelle t.

Fiir () £ 0 heiBt To(t) = |28|

der Tangenteneinheitsvektor.

241



Mathematik fiir Informatiker I,
Version vom: 21. Juli 2004 WS 2003, Prof. J. Weickert

Bemerkung: Bei Bogenldngenparametrisierung (!) ist |¢(¢)| = 1, d.h. T.(s) :=
¢(s) ist bereits Tangenteneinheitsvektor. Aus

L= [é(s)] = (@1(5)” + (d2(5)” + ... + (dn(s))?

folgt durch Differentiation nach der Bogenlénge s:

X1 X1
0 = 29b1i31+2i:25é2+...+2inin_2< N >
(Hierbei beschreibt (-, -) das Skalarprodukt in R™.)

Somit steht bei Bogenlingenparametrisierung der Beschleunigungsvektor é(s) =

( zg; ) senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor ¢(s).

Man bezeichnet

t
()]
als Hauptnormalenvektor von ¢, und £(s) := |¢(¢)| als Kriimmung von c.

32.12 Beispiel:

Kriimmung eines Kreises mit Radius r

Kreis in Bogenldngenparametrisierung:

s
z(s) = mq+rcos—
,
.S
y(s) = mg+rsin—
,
: .8
#(s) = —sin-—
(s ’
) s
s) = cos-—
y(s) "
.. 1 S
i(s) = o cos
.. 1 . s
i(s) = —sin—
K = \/:'132+"2—\/1cos25+1sin25—1
B LA A roor

Bemerkung: Allgemein gilt: Die Kriimmung gibt den reziproken Radius des
Kreises an, der sich an der Stelle ¢ an die Kurve ¢(t) anschmiegt (Schmiegkreis,
auch Kriimmungskreis).

Der Schmiegkreis besitzt dieselbe Tangente und dieselbe Kriimmung wie die
Kurve.
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c(t)

T

32.13 Die Sektorflache

Ziel: Bestimmung des Flicheninhalts, der den Fahrstrahl von 0 nach ¢(¢) fiir
t € [a,b] iiberstreicht.

Methode: approximiere durch Dreiecksflichen

Zerlegung
Z = {tp=a<t1 <...<t, =0}

Man kann zeigen (z.B. aus dem Schulunterricht bekannt):

Die Fliche des durch die Eckpunkte 0,c(t;) = < ;j’ >,c(ti+1) = ( i”l )
i i+1
festgelegten Dreiecks betragt

1
§|$z‘y¢+1 - $i+1yi|

Die Gesamtfliche betriagt daher

_

n—

A(Z) = (T3Yir1 — Tiv1Vi)
0

N | =

1=

geeignete Orientierung der Dreiecke vorausgesetzt (so dass Betrige entfallen
konnen). Deswegen wird im Folgenden ein orientierter Flicheninhalt eingefiihrt.
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32.14 Definition: (Orientierter Flicheninhalt)

Der Fahrstrahl an die Kurve c : [a, b] — R? diberstreicht den orientierten Fldacheninhalt
F(c), wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir jede Zerlequng Z von
[a,b] mit || Z]| <6 gilt

A(Z) - F(e)| <.

32.15 Satz: (Sektorformel von LEIBNIZ)

Sei ¢ : [a,b] — R? eine stetig differenzierbare Kurve. Dann fiberstreicht der
Ortsvektor c(t) im Zeitintervall ¢ € [a,b] die Fliche

b
PO = 5 [ (i i)

Beweis:
Ahnlich zum Beweis von Satz m auf Seite m

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es in (¢;,¢;4+1) stellen 7;
und 7; mit

Tip1 — 2 = (1) (g1 — t;) .
Yi+1 — Yi = Z)(Ti)(ti+1 - ti)' } *)

Somit gilt fiir die Summen der Dreiecksflichen

|
-

n

1
A(Z) = ) (xiyi+1 - $i+1yi)
1=0
1 n—1
= 3 Tilfir1 — TilYi +TiYi — Tip1Yi
=0 2 (Yit1—Yi) —yi(Tit1—2;)
) n—1
* . ~ .
= (@i (7i) — yid(73)) (tiv1 — i)
i=0

Wir vergleichen A(Z) mit der Riemann-Summe

=
5 Z xzyz yzxz tiy1 — ti)~
=0

Sei € > 0 gegeben und ¢ > 0 so gewihlt, dass gilt:

244



Mathematik fiir Informatiker I,
Version vom: 21. Juli 2004 WS 2003, Prof. J. Weickert

(i) Fiir jede Zerlegung Z mit || Z]] < 0 ist

1 b
R(Z)fﬁ/xyfy:'cdt < €

(ii) Fiir alle Paare t,s € [a,b] mit |t —s| < § ist

£(t) —a < L .
||§Et§ _ ;ng ; : } Stetigkeit von z,y

Es sei Z Zerlegung von [a,b] mit |Z|| < §. Ferner sei M obere Schranke fiir
|z(t)| und |y(t)| auf [a,b]. Dann gilt:

I
-

n

|A(Z) - R(Z)| < (9(75) = sl + |2(7) — Z4]) (Lig1 — 1)

|z
ilng

3
|
—

<

&

(tit1 —ti) = eM(b—a).

~
Il
o

Zusammen mit (i) ergibt sich

b
R(Z) 3 / (2 — yd) dt

< eMb-—a)+1)—0fiire—0

b
A(z),,/ (xy —yz) dt

5 < JA(Z) - R(2)| +

Nach Def. auf der vorherigen Seite folgt hieraus die Behauptung.

32.16 Beispiele

(a) Der Fahrstrahl an den orientierten Kreisbogen

r = rcost
= rsint t €10, ¢]

iiberstreicht die orientierte Flache

1 [% 1 [% 72
7/ (xy —yz)dt = 7/ rcost-rcost+rsint-rsint dt = —p.
2 Jo 2 Jo 2

Fiir ¢ = 27 ergibt sich die Kreisfliche mr2.

(b) Der Fahrstrahl an den Zykloidenbogen

r = t—sint
= 1—cost t €10, 27]
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iiberstreicht die (orientierte) Fliche

1 271' 1 27‘(‘
— t —sint)sint — (1 — cost t = = tsintsin“t — 1+ 2cost — cos“t dt
5 i i 1 Hd 5 intsin®t —1+2 2td
0 0
1 1 27
= 7[—tcost](2)”+f/ 3cost —2dt
2 2 Jo
1 . 27
= 5[—tcost—|—3smt—2t]0 = —3m.

(Negativ, wegen mathematisch negativen Drehsinns)
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Kapitel 33

Mehrfachintegrale

33.1 Motivation

Funktionen kénnen von mehreren Variablen abhéngen.
Beispiel: f(z,y) = 2% — 3y
Lassen sich fiir solche Funktionen Begriffe wie das Integral sinnvoll definieren?

Wie beschrinken uns zunéchst auf Funktion f : D — R mit einem rechteckigen
Definitionsbereich D := [ay, b1] X [ag, by] C R2.
Ziel ist die Berechnung des Volumens unterhalb des Graphen von f.

33.2 Definition: (Zerlegung, Feinheit, Flicheninhalt)

(a)

Z ={(xzo,x1,.--,Zn), (Yo, Y1,---,Ym)} heift Zerlegung des Rechtecks
D = [a1,b1] X [az,bs], falls

ap = < <...<zp,=b
as = Yo<y1<...<Ym="0bo
3 ist die Menge der Zerlequngen von D, und

1zl = H}?}Xﬂ%ﬂ =i, [yj1 — 5}
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die Feinheit einer Zerleqgung Z € 3(D).
(b) Zu einer Zerlegung Z heiffen die Mengen

Qij =[x, xiq1] X [y;,Yj+1] die Teilquader von Z, und

’UOl(Qij)

(ig1 — @) - (Yj41 — y;) ist der Flicheninhalt von Q;;.

Ur(2) = ) inf (f())-vol(Qy)

01(2) == 3 suwp (f(2))-vol(Qy))

i.j TEQij

heiffen Riemann’sche Unter- bzw. Obersumme der Funktion f zur Zerle-
gung von Z.

Fiir beliebige Punkte x;; € Q;; heifst

Rp(Z2) = Y (f(x)) vol(Qi;)

0,J

eine Riemann’sche Summe zur Zerlequng Z.

33.3 Bemerkungen:
Analog zu [28:4] auf Seite [206] gelten folgende Aussagen:

(a) Die Riemann-Summe liegt zwischen Unter- und Obersumme:

Ui(Z) < Rp(Z) <0yp(2).

(b) Entsteht eine Zerlegung Zs aus Z; durch Hinzunahme weiterer Zerlegungs-
punkte z; und/oder y;, so gilt:

IN IV

(c) Fiir beliebige Zerlegungen Z,, Z, € 3 gilt stets

Ug(Z1) < 05(%)

Kann man mit diesen Unter-, Ober- und Riemann-Summen ein Integral definie-
ren?
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33.4 Definition: (Unterintegral, Oberintegral, Riemann-Integral)

(a) Existieren die Grenzwerte
[ [ e iy = suivy(2)| 2 € 30))
[ [ tamaray = wt(0,2)| 2 € 30))

so heiflen sie Riemann’sches Unter- bzw. Oberintegral.

(b) f(x,y) heifst (Riemann-)integrierbar iber D, falls Unter- und Oberintegral
iibereinstimmen. Dann heifSt

//Df(:c,y)dxdy://ﬁf(a?,y)dwdy://l;f(m,y)dxdy

das (Riemann-)Integral von f(x,y) dber D.

Ahnlich wie im 1D-Fall zeigt man

33.5 Satz: (Eigenschaften des Mehrfachintegrals)

(a) Linearitét

//D(af(x,y)+ﬁg(x,y))dxdy = a//Df(x,y)dmdy+ﬁ//Dg(x,y)dxdy

(b)) Monotonie
Gilt f(z,y) < g(x,y) fir alle (x,y) € D, so folgt

//Df(:c,y)dxdyS//Dg(a:,y)dxdy,

(¢) Nichtnegativitit

fr.y) >0V (r.y) €D — //Df(x,wdxdyzo

(d) Zusammensetzung von Integrationsbereichen

Sind D1, Da, D Rechtecke mit D = D1 U Dy und vol(D1 N Dg) =0, so ist
f(z,y) genau dann iber D integrierbar, falls f(x,y) iber Dy und iber Do
integrierbar ist. Dann gilt:

//Df(x,y)dxdy - /le(x,y)dxdy—k/ [t aray
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(e) Riemann-Kriterium

f(z,y) ist genau dann iber D integrierbar, falls gilt:
Ve>03Z € 3(D) : Ofp(Z2)—-Us(Z) <e.
Schon wire es, wenn sich die Berechnung von Doppelintegralen auf die Integrati-

on von Funktionen mit einer Variablen zuriickfithren liefle. Dass dies tatséichlich
moglich ist, besagt der folgende Satz:

33.6 Satz: (Satz von Fubini)

Sei D = [ay,b1] x [ag,b2] C R? ein Rechteck. Ist f : D — R integrierbar und
ezistieren die Integrale

b b1
F(x) = flr,y)dz baw.  G(y) = f(x,y) dy

az ai

fiir alle © € a1, b1] bzw. y € [ag, ba], so gilt:

//Dﬂx,y) drdy = /b (/aljf(%w dy) de
//Df@s,y) drdy = /b (/:f(x,w dx) dy

Beweis:
Sei Z = {(xo,21,---,2Zn), (Yo, Y1, -, Ym)} eine Zerlegung von D.
Fiir beliebige y € [y:, Yit+1],&i € [zi, xip1) gilt dann:

inf  f(z,y) < f(&Gy) < sup  flz,y)
(2.y)€Qi; (2.Y)€Qq;

Integration bzgl. y liefert

il J) < [ 0(E) dy < sl )i — )

(%,9)€Qqj vj Qij
Multiplikation mit (z;41 — #;) und Summation iiber i, j ergibt
n—1 by
Up(2) <y f(&y) dy | (i1 — x3) < Op(2)
i=0 \’02
Das ist eine Abschétzung fiir eine beliebige Riemann-Summe von
ba
F(z) = f(z,y) dy zur Zerlegung Z, = {xo,...,2,} von [a1, by].
Insbeson(TeQre folgt hieraus:
Up(2) < Up(Zz) < O5(Za) < O(2).
Fiir ||Z|| — 0 erhilt man die Behauptung.
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33.7 Beispiel:

Sei D =[0,1] x [0,2] und f(z,y) =2 —zy

JE R /y :2 ( / iolf(w dz) dy
/y( e

33.8 Bemerkungen:

(a) Das Doppelintegral / / f(z,y) dax dy beschreibt das Volumen zwischen
D
dem Graphen von f(x,y) und der  — y—Ebene.

(b) Die vorangegangenen Betrachtungen lassen sich direkt auf Dreifachinte-
grale usw. verallgemeinern.
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Kapitel 34

Vektorraume

34.1 Motivation

e Im R? und R? kann man Vektoren addieren und mit einem Skalar multi-
plizieren.

e Wir wollen dieses Grundkonzept algebraisch formalisieren, um es auch auf
andere Situationen anwenden zu kénnen.

e Wichtig z.B. in der Robotik, der Codierungtheorie, in Computergrafik und
Computer Vision.

34.2 Definition: (k-Vektorraum)

Sei K ein Korper. Ein K-Vektorraum ist eine Menge V', auf der eine Ver-
kniipfung + : V. x V. — V und eine skalare Multiplikation - : K xV — V
definiert sind mit

(a) (V,+) ist eine kommutative Gruppe.

() A (p-v)=(Ap)-v v\ pe K,YveV

(¢) 1T-v=w YoeV

(d) N-(v+w)= v+ w vYAe K,Yo,w eV
(&) A+p)-v=Av+p-v Yapue K,NveV

Die Elemente von V' heiflen Vektoren, Elemente aus K heiffen Skalare. Ist K =
R oder K = C, sprechen wir von einem reellen bzw. komplexen Vektorraum.

Bemerkung: Fiir Skalare verwenden wir meist kleine griechische Buchstabenb
wie A, i, v. Vektoren bezeichnen wir mit kleinen lateinischen Buchstaben wie
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u,v,w. Nur wenn Verwechslungsgefahr besteht, verwenden wir Pfeile auf Vek-
0
toren, z.B. um den Nullvektor 0= : von der skalaren Null 0 zu unter-
0

scheiden.

34.3 Satz: (Rechenregeln fiir Vektorriume)
In einem K-Vektorraum V gilt:

(@) A-0=0 VreK.

() 0-v=0 YwelV.

(¢) (-l)v=—-v YveV.

Beweis:

(von a)

A0 640 B2 N G0

Subtrahiert man auf beiden Seien \ - 0, folgt 0 = A - 0.

34.4 Beispiele

R™ ist ein R-Vektorraum fiir alle n € N.

C™ ist ein C-Vektorraum fiir alle n € N.

)
)

(¢) R ist ein Q-Vektorraum.

(d) Fiir einen Kérper K ist K fiir alle n € N ein K-Vektorraum.
)

Insbesondere ist Z3 ein Vektorraum iiber dem Koérper Zs. Er besteht aus
allen n-Tupeln von Nullen und Einsen. Beispielsweise lassen sich Integer-
Werte in Bindrdarstellung als Element des Vektorraums Z32 darstellen.
Die Vektorrdume Z% spielen eine grofie Rolle in der Codierungstheorie.
Lineare Codes verwenden Teilmengen des Z%, bei denen beim Auftreten
eines Ubertragungsfehlers mit hoher Wahrscheinlichkeit ein Element au-
Berhalb der Teilmenge entsteht (vgl. auf Seite .

(f) Funktionsrdume sind wichtige Vektorrdume. Definiert man auf
F o= {fIR=R}
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eine Vektoraddition und eine skalare Multiplikation durch
(f+9)(x) = [flx)+glx) fgeF
A-g)(z) = X gx) AeERVge F

so ist F ein R-Vektorraum. Der Nullvektor 0 ist die Funktion f(z) =
0 Vz e R.

(¢g) Die Polynome K|[z] iiber einem Korper K bilden einen K-Vektorraum,
wenn man als skalare Multiplikation definiert:

)\Zakmk = Z)\-akxk Vvl e K.
k=0 k=0

Zu Gruppen und Ringe haben wir in .5 auf Seite [72] und 0.5 auf Seite
Untergruppen und Unterringe definiert. Ahnliches ist auch fiir Vektorrdume
moglich.

34.5 Definition: (Unterraum, Untervektorraum, Teilraum)

Sei V ein K -Vektorraum und U C V. Ist U mit den Verkniipfungen von V selbst
wieder ein K -Vektorraum, so heifft U Unterraum (Untervektorraum, Teilraum)
von V.

34.6 Satz: (Unterraumkriterium,)

Sei V' ein K-Vektorraum und U C V' eine nichtleere Teilmenge. Dann ist U
genau dann ein Unterraum von V', wenn gilt:

(a) u+velU Yu,v e U

(b)) NruelU Vu e UV € K.

Beweis:
, =" Offensichtlich, da U selbst ein Vektorraum ist.
<" Nach [B.5] auf Seite [T2]ist U Untergruppe von V, denn
ut+velU Yu,o € U
U BL3| aufdervorherigenSeite(c) (=1)-u (é) U
Da V kommutativ ist, ist U eine kommutative Gruppe, d.h. (a) ist erfiillt.

Aus (b) folgt, dass - eine Abbildung von K x U nach U ist. Die Eigenschaften
(b)-(e) der Vektorraumdefinition iibertragen sich von der Vektorraumei-
genschaft von V.
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34.7 Beispiele

(a) Ein K-Vektorraum hat die trivialen Unterrdume {0} und V.

(b) Lineare Codes sind Unterrdume im Z3.

(c) Sind Geraden Unterriume des R?? Ein Unterraum muss stets den Null-
vektor enthalten. Daher bilden nur die Ursprungsgeraden {Av | A € R}
Unterrdume.

(d) Verallgemeinerung von (c):
In einem K-Vektorraum V bilden die Mengen {Av | A € K} Unterrdume.

Das letzte Beispiel 148t sich noch weiter verallgemeinern:

34.8 Definition: (Linearkombination, Erzeugnis)

Sei V' ein K-Vektorraum. Ferner seien uy,...,un € V und A,..., A\, € K.
n

Dann nennt man Z)\kuk eine Linearkombination von uq,...,u,. Die Men-
k=1

ge aller Linearkombinationen bildet das Erzeugnis Span(uq,...,u,), und man

nennt {u1,...,un} das Erzeugendensystem von Span(ui,...,uUn).

34.9 Satz: (Erzeugnis als Unterraum,)

Sei V' ein K -Vektorraum und seienuy, ..., u, € V. Dann bildet Span(uy, . . ., uy)
einen Unterraum von V.

Beweis:

Wir wenden das Unterraumkriterium an:

(a) Seien v,w € Span(uy,...,uy) = IA1,..., Ay und pq, ..., u, € K mit
n n
i=1 i=1
n n
D> Nwi+ > pi
i=1 i=1

= Z()‘i + pi)u; € Span(uy, ..., uy).
i=1

= v +w
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(b) Sei p € K und u € Span(uy, ..., up).

=3I, mEK u

n
E Aitly
i=1

n
= puu = Aitly
Iz u; g
ev
n
32.9)(d)
> (i)
i=1
n
B42[v)

Z (i) w; € Span(uy, ..., Uy).
——

=1 cK

O
34.10 Beispiel:
Im R? bildet die Menge aller Ebenen durch den Ursprung einen Unterraum.
34.11 Lineare Abhingigkeit
1 0 0 1 0
Offenbar ist Span o], 1 ],{0o0 = R? = Span o1, 1],
0 0 1 0 0
0 0
d.h. 1 148t sich als Linearkombination von von O ), 1|, O
0 0 0 1
darstellen.
Definition:
linear abhdngig,linear unabhdngig Ein Vektor u heift linear abhéngig von uy, ..., u,,
n
wenn es Aq, ..., A\, € K gibt mit Z)‘ivi'
i=1
Eine Menge von Vektoren uq,...,u,, bei denen sich keiner der Vektoren als

Linearkombination der anderen ausdriicken ldsst, heifft linear unabhéngig.

Gibt es ein einfaches Kriterium, mit dem man lineare Unabhéngigkeit nachwei-
sen kann?
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34.12 Satz: (Kriterium fiir lineare Unabhdingigkeit)

Sei V' ein K-Vektorraum. Die Vektoren vy,...,v, € V sind genau dann linear
n

unabhdngig, wenn fir jede Linearkombination mit Z \v; =0 gilt:
i=1

AM=... = X\, =0.
Beweis:

»=“: Anm.: Es gibt eine Linearkombination, in der ein \; # 0 existiert und

Z Aiv; = 0 gilt.
=1

n
:>—/\kvk = Z)\wi
i=1

i#k
n
Ai
=V = Vi
2"
€K
= viist linear abhéngig von{vy,...,v,} \ {vk}.
n
,<=“: Seien vy, ..., v, linear abhingig, d.h. es gibt ein vy mit vy = Z)\ivi .

i=1

i#k

Setze A\, == -1 = 0= Z)‘ivi'
i=1

Macht lineare Unabhéngigkeit auch bei unendlichen vielen Vektoren Sinn?

34.13 Definition: (Lineare Unabhingigkeit)

Ein unendliches System B von Vektoren heif§t linear unabhingig, wenn jede end-
liche Auswahl von Vektoren aus B linear unabhingig ist.

34.14 Beispiel:

Betrachte R|z], d.h. die Menge aller Polynome mit Koeffizenten aus R. Nach
34.4] (g) bildet R[z] einen R-Vektorraum.

Wir zeigen, dass das unendliche System B = {1,z,22,...} linear unabhingig in
R[] ist.
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Anm.: Dies trifft nicht zu. Dann existiert eine endliche Teilmenge {x™,2™2,... 2™} C
B, die linear abhéngig ist.

= Es gibt eine Linearkombination

i=1

mit einem A; # 0. Auf der linken Seite von (%) steht ein Polynom, das nur
endlich viele Nullstellen hat, rechts steht das Nullpolynom mit unendlich vielen
Nullstellen. *

O

Der Begriff der linearen Unabhéngigkeit erlaubt uns ein minimales Erzeugensy-
stem zu finden.

34.15 Definition: (Basis)

Sei V' ein Vektorraum. Eine Teilmenge B C V' heifit Basis von V', falls gilt:
(a) Span(B) =V

(b) B ist linear unabhdngig.

34.16 Beispiele

(a) {( ; ) ) ( i )} ist eine Basis des R?, denn:

(i) Sei ( 5 ) € R%. Wir suchen \, y mit

2 3 T
1(5) e (3) = (7)
Das Gleichungsystem

22043 = =2
SA+4u =y

hat die Losun, —4x + 3y, p = 3z — 2y. (%)

=wmm(()(1)
(3)(2) - (8)
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Mit (x) folgt:
= —4-0+3-0=0
= 3-0-2-0=0

= ( g > ,( i ) sind linear unabhéngig.

1 0 0

0 1 0

(b) GO I I OO I
: 0

0 0 1

bildet eine Basis des R™, die so genannte Standardbasis.

(c) Esgibt auch Vektorrdume mit unendlichen Basen. Beispielsweise ist {1, z, 22, ...}
eine unendliche Basis von R[z]:

(i) {1,z,22,...} ist linear unabhingig nach [34.14] auf Seite

(ii) Jedes Polynom aus R[z] ldsst sich als Linearkombination von Ele-
menten aus {1,z,z2,...} darstellen.

Hat jeder Vektorraum eine Basis? Man kann zeigen:

34.17 Satz: (Ezistenz einer Basis)

Jeder Vektorraum V # {0} hat eine Basis.
Offenbar sind Basen nicht eindeutig: So sind z.B.

BIOLOI0) =

Insbesondere kann man Basisvektoren austauschen:

34.18 Satz: (Austauschsatz)

Sei V' ein Vektorraum mit einer endlichen Basis B := {by,...,b,}. Ferner sei
v € V und v # 0. Dann existiert ein by, so dass {b1,...bg—1,0,bk+1,...,0n}
eine Basis von V ist.

Beweis:

Da B Basis = J\q,..., A\, mit

Da v # 0 ist mindestens ein A; # 0. Sei 0.B.d.A. A1 # 0.

Wir zeigen, dass dann {v, bo, b3, ...,b,} eine Basis von V ist.
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(i) Span(v,ba,bs,...,b,) =V, denn:
Sei v € V. Da B Basis ist, existiert pi,..., t, mit

w=Y pbe. (%)
k=1

Aus (%) und Ay # 0 folgt:

Einsetzen in (xx) zeigt, dass u als Linearkombination von v, by, bs, . . .

geschrieben werden kann.

(a) w,ba,bs,..., by, ist linear unabhingig, denn:
Sei pg - v+ pg b+ puz-bs+ ...+ pip - by =0.
Mit (*):

0 = m > Xbi+ > pibs
=1 =2

H1A1br + Z (i + i) by

=2

Da {b1,...,b,} Basis, sind alle Koeffizienten 0:

ulz\le )gg ,UJ1:O

A+ =0 ) w; =0 (i=2,...,n).

Hat ein Vektorraum eine eindeutige Zahl an Basisvektoren?

34.19 Satz: (Eindeutigkeit der Zahl der Basisvektoren)

? b’l’L

Hat ein Vektorraum V eine endliche Basis von n Vektoren, so hat jede Basis

von V' ebenfalls n Vektoren.
Beweis:

Seien B = {by,...,b,} und C = {cy,...,c,} Basen.

(a) Anm.:n > m. Tausche m der Vektoren aus B durch C aus. Da C eine Basis
ist, sind die nicht ausgetauschten Vektoren aus B als Linearkombination

von ¢y, ..., Cy, darstellbar.
Dies widerspricht der Basiseigenschaft.
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(b) Anm.: n < m. Widerspruch wird analog konstruiert.

Satz auf der vorherigen Seite motiviert:

34.20 Definition: (Dimension)
Sei B = {by,...,b,} eine Basis des Vektoraums V. Dann heifit die Zahl n =
dim V' die Dimension von V. Der Nullraum {0} habe die Dimension 0

Mann kann zeigen:

34.21 Satz: (Basiskriterium linear unabhdingiger Mengen)
In einem Vektorraum der Dimension n ist jede linear unabhdingige Menge mit
n Vektoren eine Basis.

Bemerkung: Insbesondere gibt es in einem n-dimensionalen Vektorraum keine
Basen mit n—1 oder n+ 1 Elementen. Dies wiirde Satz auf der vorherigen
Seite widersprechen.
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Kapitel 35

Lineare Abbildungen

35.1 Motivation

e Nachdem wir wichtige Eigenschaften von Vektorrdumen kennen, macht es
Sinn zu untersuchen, wie Abbildungen zwischen Vektorrdumen aussehen
konnen. Lineare Abbildungen sind die wichtigsten Abbildungen zwischen
Vektorrdumen.

e Der Basisbegriff liefert ein wichtiges Werkzeug zur Beschreibung linearer
Abbildungen.

35.2 Definition: (lineare Abbildung, Vektorraumhomomorphismus)

Seien U,V K-Vektorriume. Eine Abbildung f : U — V heif§it lineare Abbildung
(Vektorraumhomomorphismus), falls gilt:

(a) flutv)=f(u)+ f(v) Yu,v e U

(0) f(A-u)=Af(u) VA€ K,VueU

U und V heifien isomorph, wenn es eine bijektive lineare Abbildung f: U — V
gibt. Wir schreiben hierfir U ~ V.

Bemerkung: Ahnlich wie bei Gruppenhomomorphismen (vgl auf Seite
(b)) iiberfiihrt ein Vektorraumhomomorphismus die Verkniipfungen in U (ska-
lare Multiplikation) in Verkniipfungen in V.

Die Bedingungen (a) und (b) fasst man oft in eine einzige Bedingung zusammen:
FOu+m) = M) +pf)  YApe K VuveU.

D.h. Linearkombinationen in U werden in Linearkombinationen in V iiberfiihrt.
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35.3 Beispiele
(a) f:R3®— R%

T
— < 2ry + 3 ) ist linear:

€2
T3 2
1 Y1 AT1 + py1
FAA 22 |+ 92 = f AT + 12
z3 Y3 AT3 + py3
— 2+ (Azy + pyr) + Azs + pys
—AZ — [1y2
_ A( 2x1 + x3 )+M( 2y1 + Y3 >
—I2 —Y2
€ U1
= M| @ | +uf]| v
3 Y3
A Y1
VA peRY | z || w2 | eRE
3 Y3

(b) f:R—R x +— x + 1 ist keine lineare Abbildung, denn
1=f(04+0)# f(0)+ f(0) =1+ 1.

(c) f:R? - R2: < o ) - ( 3;22 ) ist ebenfalls nichtlinear:
G (1)-()
vo(1)=2(1)-(3)

35.4 Bild, Kern, Monomorphismus,...

In Analogie zu auf Seite und auf Seite gibt es auch fiir Vek-
torraume Monomorphismen, Epimorphismen, Isomorphismen, Endomorphismen
und Automorphismen. Ferner ist fir f: U — V:

Im(f) = {f(w)|ueU} das Bild von f.
ker(f) = {ueU]| f(u) =0} den Kern von f.

Fiir lineare Abbildungen lassen sich einige wichtige Eigenschaften zeigen:

35.5 Satz: (Eigenschaften linearer Abbildungen)
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a) Ist f : U — V ein Isomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung f~1
linear.

b) Die lineare Abbildung f : U — V ist genau dann injektiv, wenn ker(f) =
{0} ist.

c) Ist f: U — V linear, so ist ker(f) ein Unterraum von U und Im(f) ein
Unterraum von V.

d) dimker(f) + dimIm(f) = dimU.

35.6 Beispiel:

x
3 2 ' Ty — 3
R =R : | xo |—>< )

0
T3
T
ker(f) = o | € R3|xy =23 p ist eine Ursprungsebene im R3 (und damit
z3

ein 2-dimensionaler Unterraum des Unterraum des R?).

0
ein 1-dimensionaler Unterraum des R?).

Im(f) = {( x ) eER?|z e R} ist eine Ursprungsgerade im R? (und damit

dimker(f) + dimIm(f) =2+ 1 = 3dim = (R3).

Welche Rolle spielen Basen bei der Beschreibung linearer Abbilungen?
Hierzu betrachten wir zunéchst Basisdarstellungen von Vektoren.

35.7 Satz: (Eindeutigkeit der Darstellung in einer festen Basis)

Sei B = {by,...,b,} eine Basis des K-Vektorraums V. Dann gibt es zu jedem

n
Vektor v € V' eindeutig(!) bestimmte Elemente x1,...,2, € K mit v = Za:ibi

i=1
Bemerkung: Diese z; heilen Koordinaten von v bzgl. B. Wir schreiben

T

Tn B

Beweis:

Die Existenz der Darstellung ist klar, da V' = Span(B). Zu zeigen ist also nur
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die Eindeutigkeit. Sei Z x;b; und v = Z Yib;.
i=1 i=1

éﬁzv—U:Z(wi —y:)b;
i=1
= T; =y (i=1,...n),da b; linear unabhingig.

d

Selbstverstandlich liefern unterschiedliche Basen auch unterschiedliche Koordi-
natendarstellungen eines Vektors. Wie kann man diese Darstellung in einander
umrechnen?

35.8 Umrechnung von Koordinatendarstellungen

Beispiel: Im R? sei eine Basis B = {b;1, b2} gegeben. Bzgl. B habe ein Vektor

v die Darstellung v = ( * ) .
Y /B

Wir betrachten die neue Basis C' = {c1, co} mit ¢; = < ; ) , Cp = ( ; ) .
B B

Wie lautet die Darstellung von v in C?

Ansatz:v:<A>
K/
(3) (3
= =
Y )nB Hw
), ()
2 )p 2 )p

Il
>
PR

Die Bestimmungsgleichungen

2+ p =
22042 =
haben die Losung
1
A = _
T— 5y
o= —T+ty

Beispielsweise ist

(3), = (%5).-(5),

Basen ermoglichen es, eine lineare Abbildung durch wenige Daten zu beschrei-
ben: Es geniigt zu wissen, was mit den Basisvektoren passiert.
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35.9 Satz: (Charakterisierung einer linearen Abbildung durch ihre Wir-
kung auf die Basis)

Seien U,V K-Vekterrdume und by, ...,b, sei eine Basis von U. Ferner seien
V1,...,Un € V. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f : U — V mit

Beweis:

SeiueU und u = inbi. Setze f(u) := szvz
i=1

i=1
Man priift leicht nach, dass f linear ist und f(b;) = v; fir i =1,...,n.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, dass g eine weitere lineare
Abbildung mit g(b;) = v; Vi ist.

=g(u) = g(Z%h)
i=1
£ zn:fvig(bi)zzn:mwi
i=1 i=1
= > aif(b)
i=1

Somit stimmen f und g iiberall iiberein.

Als weiteres wichtiges Resultat, das auf Basen beruht, kann man zeigen:

35.10 Satz: (Isomorphie endlichdimensionaler Vektorrdume)

Seien U,V endlichdimensionale K -Vektorrdume. Dann sind U und V' genau
dann isomorph, wenn sie die selbe Dimension haben.

U~V < dimU =dimV.

Bemerkung: Dieser Satz besagt z.B., dass es im Wesentlichen nur einen einzi-
gen n-dimensionalen Vektorraum iiber R gibt: den R™!

Beweisskizze:

Man zeigt:
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a) Ein Isomorphismus zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen bildet
Basen auf Basen ab.

b) Eine lineare Abbildung zweier gleichdimensinaler Vektorrdume, die eine
Basis auf eine Basis abbildet, ist ein Isomorphismus.
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Kapitel 36

Matrixschreibweise fiir
lineare Abbildungen

36.1 Motivation

e Wir haben gesehen, dass lineare Abbildungen sich durch ihre Wirkung auf
die Basisvektoren ausdriicken lassen.

e Mit Hilfe von Matrizen kénnen wir dies kompakt aufschreiben und die
Hintereinanderausfithrung linearer Abbildungen elegant berechnen.

36.2 Struktur linearer Abbildungen zwischen end-
lichdimensionalen Vektorrdumen

Sei K ein Korper (meist R oder C). Dann ist f : K™ — K™

. a11r1y + apexre 4+ ... +  aipnTn
1
a21r1  + axeres + ... +  GTp
. — (*)
am1T1 + amoxo + ... 4+ AmnTn
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Z1 Y1
eine lineare Abbildung. Fiir z = Y = € K" und \,p € K
Tn Yn
gilt:
arn(Azy +py1) + ..+ arn(Az, + pyn)
fQz+py) = : :
am1(Az1 +py1) + oo 4 amn(ATn + pyn)
annry + ... +  aipT,
= A
Am1T1 + ... + amnTp
anyr + ... +  GipYn
+ou : :
am1y1 + ... +  QGmnln
= M)+ ufy)

Umgekehrt kann man sogar zeigen, dass jede lineare Abbildung von K™ nach
K™ von diese Struktur besitzt: Nach auf Seite[267]ist eine lineare Abbildung

1 0
0 :
von K" nach K™ durch die Bilder der Basisvektoren . e . e K"
: 0
0 1
eindeutig bestimmt.
ai a2 ain
Sind diese Bilder durch : , ; ey : € K™ gegeben,
Am1 Am2 Amn

so ist (%) die entsprechende Abbildung.

Die Struktur (x) motiviert folgende Definition:

36.3 Definition: ((m x n)-Matriz, Zeilenindex, Spaltenindezx)

Sei K ein Korper. Das rechteckige Schema

a1 ai2 A1n

a21 az2 A2n
A = .

am1 am?2 oo Omn

mit a;; € K firi =1,...,m und j = 1,...,n heifit (m x n)-Matriz. Die
Menge aller (m x n)-Matrizen iber K bezeichnen wir mit K™*™. Die Vektoren
ai A1n

ey heiflen Spaltenvektoren von A, und (a11,...,01n), .- (@m1, -
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bilden die Zeilenvektoren. Die Matriz A wird auch als A = (a;;) geschrieben.
Dabei bezeichnet i den Zeilenindex (bleibt in jeder Zeile konstant) und j ist der
Spaltenindex.

36.4 Matrix - Vektor - Produkt

Z1 C1
Ist x = : € K" und ¢ = : € K™, so schreiben wir statt
Tn Cm
a1121 + ...+ A1ndp C1
am1T1 + .. + amnTn Cm
jetzt
ail . A1n I C1
Am1l -+ Qmn Tn Cm
—— ——
Matrix A Vektor z Vektor ¢

also kurz: Az = ¢

Eine solche Schreibweise ist sowohl fiir lineare Abbildungen als auch fiir lineare
Gleichungssysteme (spitere Vorlesung) niitzlich. Sie definiert das Produkt zwi-
schen einer Matrix A = (a;;) € K™*" und einem Vektor z € K" als A-z =¢
mit ¢ € K™ und

n
ci:Zaija:j (i:l,...,m)
j=1

Jede lineare Abbildung f : K™ — K™ kann geschrieben werden als f(x) = Ax
mit A € K™*". Die Spalten von A sind die Bilder der Basisvektoren.

36.5 Beispiele fiir lineare Abbildung in Matrix-
schreibweise

(a) Streckung:

S >

Die Matrix A = ( g ) € R?*2 hildet einen Vektor ( Z ) auf

(o)) =oan)=()
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(b) Drehung im R?:

1 [ cosa
0 sin a
< 0 ) ( —sina )
—
1 COS &
Die Matrix der Drehung um einen Winkel « lautet also

cosa —sina
= A = ( )

sin v cos v
Drehungen werden gegen den Uhrzeigersinn durchgefiihrt.

(c) Drehung im R3:

1
|
|
I l
| |
I Q I
1
cosae 0 —sina
A = 0 1 0

sinae 0 CoS (v

beschreibt eine Drehung in der z; — x3 - Ebene (entlang der zo-Achse
passiert nichts)

(d) Translation:

( 1 ) — < 1 ) + ( Zl ) sind keine linearen Abbildungen!
2

Welche Rechenoperationen lassen sich mit Matrizen durchfiithren?
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36.6 Definition: (Skalare Multiplikation, Matrizoperationen)

Sei K ein Korper.

(a) FirA=(a;) e K™" und X € K definiert man eine skalare Multiplikation
komponentenweise:

M = ()\0,1])
(b) Die Addition zweier Matrizen erfolgt ebenfalls komponentenweise:
A+B = (aij—i—bij) VA:aij EKWXTL,B:bZ‘j € Kmxn,

(¢) Bei der Multiplikation von A € K™™ mit B € K™*" geht man nicht
komponentenweise vor:

A-B = CecK"" mit
Cij = Zaikbkj ( ,Zeile mal Spalte®)
k=1

36.7 Beispiele

-8\ (3 8 —T
9 )7\ 4 1 16

5
2
4
0 ) _<2~6+3~1—|—1-8 2-4+3-o+1-9)
9

4.6—-1-14+7-8 4-4-1-04+7-9

Welche Rechenregeln folgen aus Def 36.6f

36.8 Satz: (Eigenschaften der Matrizoperationen)

Sei K ein Korper.

a) (K™*™ +,) ist ein Ring mit Eins, d.h. (K™*" +) ist eine kommutative

Gruppe:
o Assoziativgesetz: (A+ B)+C = A+ (B+C).
0 ... 0
e neutrales Element: 0 = | o e KM (Nullmatriz).
0 0
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o inverses Element zu A ist —A = (—1)A.
e Kommutativgesetz: A+ B=B+ A .

(K™*™, ) ist ein Monoid:
o Assoziativgesetz: (A-B)-C =A-(B-C).

e neutrales Element:

1 0 ... 0
I= eK Einheitsmatriz.
. 0
0 0 1
S A (B+C) = A-B+A-C,
Es gelten die Distributivgesetze: (A+B)-C = A-C+B-C.

b) K™*™ ist ein K-Vektorraum:

(K™*™ 4) ist eine kommutative Gruppe:

ApA) = (A
1.4 = A
MA+B) = M+ AB
A+uA = MM+ pA

36.9 Bemerkung:

(a)

Im Allgemeinen liegt keine Kommutativitét bzgl. der Multiplikation vor
2 1\ (5 3\ _ (25414 2:3+1-6 _ 14 12
7T —4 4 6 ) \7-5—-4-4 7-3—4-6 n 19 -3
5 3\ (2 1y (52437 5-1-3-4 B 31 =7
4 6 7T —4 ) \4-246-7 4-1-6-4 o 50 —20

Ebenso ist eine (n x n)- Matrix im Allgemeinen nicht invertierbar bzgl.
der Multiplikation.

(K™*™, 4, .) ist nicht nullteilerfrei:
01 37\ (00
00 00/) \0O

Der Vektorraum K™*™ ist isomorph zum Vektorraum K™™.

Spaltenvektoren aus K™ kénnen als (m x 1)-Matrizen aufgefasst werden.
Vektoraddition und skalare Multiplikation sind Spezialfélle der entspre-
chenden Matrixoperationen.
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(f) Die Hintereinanderausfithrung linearer Abbildungen entspricht der Multi-
plikation ihrer Matrizen.

K g Km f
AecKmXl BeKnxm

K’n.

fog:K!'— K" wird durch B - A € K™*! représentiert.

36.10 Inverse Matrix

Im Allgemeinen hat A € K"*" kein multiplikatives Inverses A~!. In vielen
Fallen existiert jedoch eine inverse Matrix.

1 3
Beispiel: A = ( g Z ) JATL = % Z51 , denn
408
. _1 5 6 .
4-4 o 2 4 )

=
N—

) 4 —6
-2 5)
—5:-6+6-5

—2-6+4-5

e
I

B ool m
|
N
[
ol UM~ | W

S o0 N Ot
S
|
[\S I e

N——

Il I
e N I N e N
O 77 N/ N ow

— O
~_ 0O

Ein Verfahren zur Berechnung der inversen Matrix werden wir in einer spateren
Vorlesung kennenlernen.

36.11 Definition: (Invertierbarkeit einer Matriz)

Eine Matriz A € K™*™ heifit invertierbar (umkehrbar, regulir), falls eine Matriz
A7l e K™X" egistiert mit A- A~' = I. Die Menge der invertierbaren Matrizen
aus K™*™ wird mit GL(n, K) bezeichnet.

36.12 Satz: (Gruppeneigenschaft von GL(n, K))

GL(n, K) bildet mit der Matrizenmultiplikation eine multiplikative (nichtkom-
mutative) Gruppe.
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36.13 Bemerkungen:

(a)
(b)

()

GL(n, K) steht fiir general linear group.

Sind A, B € GL(n,K) so ist (A-B)™t' = B~!. A71 denn:
A-B-B L AT =AIAT = AAT = I
—
I

Ist n # m, so nennt man A € K™*™ eine nichtquadratische Matrix. Nicht-
quadratische Matrizen sind niemals invertierbar. Allerdings kann man eine
so genannte Pseudoinverse angeben. ( — spitere Vorlesung)

Die Invertierbarkeit einer Matrix entspricht der Bijektivitéit ihrer linearen
Abbildung. Nach dem Beweis von Satz [35.10] auf Seite 267] ist eine linea-
re Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen genau dann
bijektiv, wenn Basen auf Basen abgebilet werden.

Folgerung: A € K™*™ ist genau dann invertierbar, wenn die Spalten von
A eine Basis des K™ bilden (d.h. wenn sie linear unabhéingig sind).
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Kapitel 37

Der Rang einer Matrix

37.1 Motivation

e Interpretiert man eine Matrix als lineare Abbildung, so haben die Spalten-
vektoren eine besondere Bedeutung: Sie sind die Bilder der Basisvektoren.

e Wir wollen die lineare Abhéngigkeit/Unabhéngigkeit dieser Spaltenvekto-

ren genauer untersuchen. Dies liefert u. A. ein wichtiges Kriterium fiir die
Invertierbarkeit von Matrizen.

37.2 Definition: (Spaltenrang)

Unter dem (Spalten-)Rang einer Matriz A € K™*™ versteht man die mazimale
Anzahl linear unabhdingiger Spaltenvektoren (Schreibweise: rang A).

Welche Aussagen gelten fiir den Rang?

37.3 Satz: (Aussagen iber den Rang einer Matriz)

Ist f : K™ — K™ eine lineare Abbildung mit zugehoriger Matriz A € K™*"
und Spaltenvektoren a1, 2, ..., Gspn, SO gilt:

(a) Im(f) = Span(as1, @2, ..., Q).

(b) dim Im(f) =rang A.

(¢) dim ker(f) =n —rang A.
Beweis:
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(a) ,D“ Klar, da a.1,...,a., die Bilder der Basisvektoren sind.
a1r1 + ... +  aipTn
5C “ f(x) = Az = D = a4+
am1T1 + ... + AQmnTn
Tyl -

(b) Folgt direkt aus (a).
(c) Folgt aus Satz auf Seite

37.4 Beispiele

(a) Nach|36.13|(d) ist A € K™*™ genau dann invertierbar, wenn rang A = n
ist.

1 11
(b) A=1 0 1 1 | hat Rang 3:
0 01
Ax2, Ax3 g Span(a*l)
a3 & Span(asi, a.)
1 01
(¢c) A= 0 1 2 | hat Rang 2:
1 0 2

A1, G52 sind linear unabhéngig und
Ax3 = Qx1 + 2. Ax2.

37.5 Definition: (Transponierte Matriz)

Vertauscht man bei einer Matriz A € K™*™ die Rolle von Zeilen und Spalten,
so entsteht die transponierte Matriz AT € K™*™.

Der Rang von AT beschreibt die mazimale Zahl der linear unabhingigen Zeilen
von A. Man nennt ihn daher auch den Zeilenrang von A.

37.6 Beispiel:

1 01 2 (1)(1)(2)
A=(01 21 = AT = =B
2 0 2 4 122

2 1 4
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rang A =2 : a1, 042 linear unabhingig.
(43 = Qx1 + 2+ Au2
Qsq = 2 Q41 + Qx2

rang B =2 : b,1,bs linear unabhéingig.
baz = 2+ byy.

In diesem Beispiel stimmen also Spaltenrang und Zeilenrang iiberein. Ist dies
Zufall?

Man kann zeigen:

37.7 Satz: (Gleichheit von Spaltenrang und Zeilenrang)

Fiir A € K™*" sind Spalten- und Zeilenrang identisch.
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Kapitel 38

Gauss’scher Algorithmus
und lineare
Gleichungssysteme

38.1 Motivation

e In Abschnitt (Matrix-Vektor-Produkte) haben wir gesehen, dass Ma-
trizen zur kompakten Notation linearer Gleichungssysteme benutzt werden
koénnen: Die Gleichheit Az = b (A Matrix, x,b Vektoren) verkorpert die
Gleichungen

a111 +a12x2 + ...t apr, = bl

A1 + Q2o + ...+ GpnTn = bm

Lineare Gleichungssysteme treten in einer Vielzahl von Anwendungen auf
und miissen gelost werden.

Vorausgesetzt, A ist eine invertierbare Matrix (vgl. |36.10| - [36.13)), dann
erhalten wir durch Multiplikation der Gleichung Az = b mit A~! auf

der linken Seite den Vektor x, d.h. inverse Matrizen spielen eine Rolle im
Zusammenhang mit der Losung linearer Gleichungssysteme.

e Aus kennen wir den Zusammenhang zwischen Rang und Invertier-
barkeit

A(n x n-Matrix) ist invertierbar < rang A = n.

Aus diesen Griinden ist es daher von Interesse, ein Verfahren zur Hand zu
haben, das

— den Rang einer Matrix ermittelt
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— die Inverse (sofern vorhanden) berechnet

— Lineare Gleichungssysteme 16st.

Dieses alles leistet der Gauss -Algorithmus.

38.2 Idee

In Beispiel [37.4| (b) | A = wurde eine obere Dreiecksmatrix

OO =

1
1
0

— =

betrachtet, die auf der Diagonalen nur von 0 verschiedene Eintrdge hatte. All-
gemein hatte eine (n x n)-Matrix mit dieser Eigenschaft stets den Rang n..

Die Idee des Gauf-Algorithmus besteht darin, eine beliebige Matrix in eine
Dreiecksmatrix umzuwandeln, bzw. eine dhnliche Form, aus der der Rang leicht
abzulesen ist, und zwar auf eine Weise, die sicher stellt, dass sich der Rangder
Matrix dabei nicht dndert.

38.3 Definition: (elementare Zeilenumformungen)

Die folgenden Operationen auf Matrizen heiffen elementare Zeilenumformungen

(a) Vertauschen zweier Zeilen,
(b) Addition des \- fachen der Zeile ajy zur Zeile a;. (A € R)

(¢) Multiplikation einer Zeile mit einer reellen Zahl A # 0.

38.4 Satz:

Bei elementaren Zeilenumformungen bleibt der Rang einer Matriz erhalten.

Beweis:

(a) offensichtlich, da Span(ai«, ass, ..., am«) unverdndert bleibt.

(b) Wir zeigen Span(aix, Gax, - -, @m«) = SPAN(G1x; - - -, Gix + Ajsy - . -, Grns)

»C “: Es seil v € Span(aix, ..., Gixy - -+ Ams) , also

vo= A1a1*+...+/\iai*—|—...—|—)\jaj*—|—...—|—)\mam*
= )\1@1* + ... —l—)\z(az* —l—)\aj*) + + ()‘j — A)\i)a]’* + e —|—)\mam*

€ Span(ais, .-, Qix + AQjs, - oy Q)

»2 “: wird analog gezeigt
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(c¢) analog zu (b).

38.5 Gauss’scher Algorithmus
Gegeben sei eine (m x n)-Matrix A = (a;;).

e Betrachte aq

— Ist a1 # 0, so subtrahiere von jeder Zeile a;,i > 2, das Zﬁ-fache
der ersten Zeile. Danach ist a1; das einzige von Null verschiedene
Element der ersten Spalte.

— Ist ay; = 0, aber das erste Element a;; einer anderen Zeilen # 0, so
vertausche diese beiden Zeilen (a1. und a;.). Mit der neuen Matrix
verfahre wie oben.

— Sind alle a;1,7 = 1,...,m gleich 0, so beachte die erste Spalte nicht
weiter und verfahre wie oben mit ais (statt a11), sofern auch die 2.
Spalte nur Nullen enthilt, gehe zur 3. Spalte usw.

Im Ergebnis dieses 1. Schrittes erhalten wir eine Matrix

! ! A
a1y Ao -.. 41y
! /
o Qo9 ... Ao,
- O . .
i /
L .

(evtl. mit zusétzlichen Nullspalten links)

e Nun wird die erste Zeile und Spalte nicht mehr weiter betrachtet und auf
die verbleibende Teilmatrix

/ !/
(02,5 N Ao,
/ /
L) Amn

dasselbe Verfahren angewendet. Damit wird A’ umgewandelt in

i / ! !

a1 A Gy3 ... Q1p

" " "

aby abs ... a4,

" 1
A" = 0 agg ... 0G3p

0

1 "

aprs ...oan.
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e Danach betrachtet man wiederum die um eine Zeile und Spalte verklei-
nerte Teilmatrix usw. bis die gesamte Matrix auf eine Form A* wie die

folgende gebracht ist.

‘a ko ok *
T‘b* *

. 0 00 | c = *
A" = 0 00 0| d x *
0 00 0 0 0

(* beliebiger Wert)

In dieser Matrix heif3t der erste von 0 verschiedene Eintrag einer Zeile
(a, b, c,d) Leitkoeffizent. Im gesamten Bereich unterhalb und links eines

Leitkoeffizienten enthéilt die Matrix nur Nullen.

a * *
0 b = L

0 0 O c

0 0 O 0 d
0 0O 0

* X ¥ X

* %

Eine solche Matrix heif3t Matrix in Zeilen-Stufen-Form.

Formulierung als rekursive Funktion

Gauss(i, j):

falls i = m oder j > n
Ende

falls Qi = 0:

Gauss(i,j + 1)
Ende
vertausche Zeile ¢ mit Zeile k

fir alle k > i:
akj
aij
Gauss(i+ 1,7+ 1)
Ende.

subtrahiere - Zeile 7 von Zeile k

suche ay; # 0,k > ¢; wenn dies nicht existiert:

Das Matrixelement a;; das in der Zeile (*) als Nenner auftritt, heifit Pivotelement.

284



Mathematik fiir Informatiker I,
Version vom: 21. Juli 2004 WS 2003, Prof. J. Weickert

38.6 Beispiel:

A/

A//

AI//

38.7 Satz:

0 4 3 1 5

1 3 2 4 2

3 1 2 1 0

2 2 3 -2 3
Tausche 1. und 2. Zeile
I

1 3 2 4 2

0 4 3 1 5

3 1 2 1 0

2 2 3 -2 3

Addiere zur 3. Zeile das (-3)-fache der 1. Zeile und
zur 4. Zeile das (-2)-fache der 1. Zeile.

I
1 3.2 4 2
0 43 1 5
0| -8 —4 —11 -6

0 -4 -1 -10 -1
Addiere zur 3. Zeile das 2-fache der 2. Zeile und
zur 4. Zeile das 1-fache der 2. Zeile.

I
1 3 2 4 2
0 4 3 1 5
0 0 2 -9 4
0 0 2 -9 4

Addiere zur 4. Zeile das (-1)-fache der 3. Zeile.
I

|1 3 2 4 2
0|4 3 15| _ .
07\2—94*14
0 0 0 00

Der Rang einer Matriz in Zeilen-Stufen-Form ist gleich der Anzahl ihrer Leit-

koeffizienten.

Beweis:

Die Anzahl der Leitkoeflizienten sei L.

Jede Zeile, die ein Leitkoeffizienten enthilt, ist linear unabhéngig von dem Sy-
stem der darunter stehenden Zeilen.
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Nimmt man also von unten nach oben die linear unabhéngigen Zeilen zur Basis
hinzu, so folgt, dass dim Span(ai«,...,ams) > L.
Anderseits ist auch dim Span(ay, ..., am«) < L,

da es nur L Zeilenvektoren # 0 gibt.

38.8 Satz:

Jede elementare Zeilenumformung fiir m x n-Matrizen kann als Multiplikati-
on von links mit einer geeigneten invertierbaren m x m-Matrix D ausgedriickt
werden:

(a) Vertauschung Zeile ¢ und j.

1
0
1
0 1 -
1
1 .
1 0 —J
1
0
1
T T

(b) Addition von \- Zeile j zu Zeile i.
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(¢c) Multiplikation von Zeile ¢ mit A # 0:

1 0 ... P |
0
1
A — 1
1
d 0 1

(ohne Beweis)

38.9 Umformung einer invertierbaren Matrix zur
Einheitsmatrix

e Es sei A eine invertierbare n x n-Matrix. Wegen rang A = n hat sie die
Zeilen-Stufen-Form

a1 * *
0 a922
0 0 ann

mit a; #0,i=1,...,n.

1
e Multiplikation jeder Zeile (a;x) mit — ergibt eine obere Dreiecksmatrix,
i
deren Diagonalelemente sédmtlich gleiéﬂ 1 sind.

e Mittels weiterer elementarer Zeilenumformungen wird die Matrix in die
Einheitsmatrix umgewandelt:

— Subtrahiere fiir alle i < n das a;,-fache der Zeile n von Zeile 7. Danach
ist any, = 1 das einzige Elemente # 0 in der letzten Spalte

— Subtrahiere fiir alle ¢ < n — 1 das a; —1-fache der Zeile n — 1 von
Zeile i, usw.

38.10 Satz: (Berechnung der inversen Matriz)

Wird eine invertierbare n xn -Matriz A durch elemetare Zeilenumformungen in
die Finheitsmatriz E umgeformt, so erhdlt man die Inverse A™', indem man
dieselben Umformungen auf die Einheitsmatrixz anwendet.
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Beweis:

Es seien Dy, ... D) die Matrizen, die gemaf die elementaren Zeilenumfor-
mungen darstellen, durch die A in F iibergeht. Dann ist

E = DypDy_y...D1A=(DyDi—1...D1)A
Damit ist

A™' = DyDyp_y1...Dy=DpDy_;1...D,E.

38.11 Beispiel

A E
1 0 2 1 00
2 -1 3 0 1 0
4 1 8 0 0 1
Addiere zur 2 Zeile das (-2)-fache der 1. Zeile und

zur 3. Zeile das (-4)-fache der 1. Zeile

I
1 0o 2 100
0 -1 -1 -2 1 0
0 1 0 -4 0 1
Addiere zur 3. Zeile das 1-fache der 2. Zeile
zur 4. Zeile das 1-fache der 2. Zeile
I
1 0o 2 100
0 -1 -1 -2 1
0o 0 -1 -6 1 1
Multpliziere 2. und 3. Zeile mit -1
I
1 0 2 10 0
0 1 1 2 -1 0
0 0 1 6 -1 -1
Addiere zur 1. Zeile das (-2)-fache der 3. Zeile und
zur 1. Zeile das (-1)-fache der 3. Zeile
I
1 00 —11 2 2
010 -4 0 1
0 0 1 6 -1 -1
E A
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Probe:
—11 2 2 1 0 2 1 00
—4 0 1 2 -1 3 = 01 0
6 —1 -1 4 1 8 0 0 1

Wie kann man den Gauf-Algorithmus zum Lo&sen linearer Gleichungssysteme
verwenden?

38.12 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Unbekannten hat die
Form Ax = b mit A € R™*" z ¢ R, b€ R™ .

Falls b # 0, spricht man von einem inhomogenen linearen Gleichungsssystem.
Az =0 (d.h. b =0) heifit zugehorgiges homogenes Gleichungssystem.

Die Matrix (4,b) € R™*(+1 dh. A mit rechts angefiigter Spalte b, heifit
erweiterte Matrix des Systems.

Interpretiert man A als lineare Abbildung, so sind Lésungen von Az = b gerade
die Vektoren, die durch A und b abgebildet werden.

38.13 Satz: (Lisungsverhalten linearer Gleichungssysteme)

(a) Die Lisungsmenge des homogenen Systems Ax = 0 ist kerA und daher
ewn Unterraum von R™.

(b) Es sind dquivalent:

(i) Ax = b hat mindestens eine Losung.
(%) b€ ImA.
(ii1) rang A = rang (A,b).

(¢) Istw eine Lisung von Ax = b, so ist die vollstindige Losungsmenge gleich
w+kerA:={w+ x|z € kerA}

Beweis:

(a) Klar nach Def. von kerA.

(b) (i) = (ii): Existiert eine Losung w, so gilt Aw = b, d.h. b € ImA.
(if) = (i): Ist b € ImA, so ist jedes Urbild w von b Losung von Az = b.

(if) = (iii): Ist b € ImA, so ist b Linearkombination der Spalten von A.
Damit ist rang (A4, b) = rang A

(i) = (ii): Ist rang (A, b) = rang A, so ist b Linearkombination der Spal-
ten von A. Somit ist b € ImA.
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(¢) ,C“ Seiy € kerA und sei w Losung von Az = b. Dann gilt:
Alw+y) = Aw+Ay=b+0=0>

d.h. w + y ist Losung von Az = b.
Also liegt w + kerA in der Losungsmenge von Ax = b.

», % Sel v eine weitere Losung von Az = b. Dann gilt:
Av—w) = Av—Aw=>b-0=0

d.h. v — w € kerA.
= v ecw+kerd

Somit liegt die Losungsmenge von Az = b in w + kerA.

38.14 Bemerkungen:

(a) Ist rang (A,b) > rang A, so hat Az = b keine Losung. (folgt aus|38.13).
(b) Jedes homogene System hat mindestens eine Losung: 0.
(¢) Zur Losung des inhomogenen Systems benétigt man

e die vollstindige Losungsmenge des homogenen Systems,

e cine spezielle Losung des inhomogenen Systems.

(d) Aus (b) und (c) folgt: Das inhomogene System hat genau dann eine ein-
deutige Losung, falls kerA = 0 ist.

Um mit Hilfe des Gau- Algorithmus’ das Losungsverhalten von Az = b zu
studieren , bezeichnen wir mit

Los (A,b)

die Losungsmenge von Az = b. Wir bendtigen

38.15 Lemma: (Invarianz der Lisungsmenge unter Matrizmultipli-
kation)

Ist B € GL(m,R) und A € R™*™ b e R™, so gilt:

Lés (A,b) = Los (BA, Bb)
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Beweis:

= “Ist x € Los (A, b), gilt Az =b.
= BAz = Bb = x € Los (BA, Bb).

»< “: Sel x € Los (BA, Bb) = BAx = Bb.

Da b € GL(m,R) existiert B~ € GL(m,R) nach Satz
= B7'BAx = B~ 'Bb

= Az =b= 1z € Los (A,b).

Mit diesem Lemma gilt:

38.16 Satz: (Invarianz der Lésungsmenge unter elementaren Zeile-
numformungen)

Ist die Matriz A’ aus A durch elementare Zeilenumformungen entstanden, und
der Vektor b’ aus b durch die gleichen Zeilenumformungen, so gilt:

Lis (A')b') = Lés(A,b).

Beweisidee:

Elementare Zeilenumformungen entsprechen nach der Multiplikation mit
invertierbaren Matrizen Dy, ..., D;.

Nun zum eigentlichen Thema

38.17 Gauf3-Algorithmus zum Lo6sen linearer Glei-
chungssysteme

Zur Losung von Az = b geht man in vier Schritten vor:

Schritt 1: Bringe die Matrix (A, ) in Gaufi-Jordan-Form (A’, ).

Die Gaufl-Jordan-Form ist eine spezielle Zeilen-Stufen-Form, bei der al-
le Leitkoeffizienten 1 sind und oberhalb der Leitkoeflizienten nur Nullen
stehen.
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Beispiel:
10 3 0 0 8|2
(A = 8 (1) g (1) 8 é g ist in Gaul - Jordan Form.
0 000140

Schritt 2:

Schritt 3:

Tl T2 T3 T4 Ts5 Te

rang A’ = 4 und rang (A’,b') =4
Az = b hat (mind.) eine Losung.
= Es existieren Losungen, wir miissen weiter machen.

Finde die Lésungsmenge U des homogenen Gleichungssystem A’z = 0.
Waihle hierzu die Unbekannten, die zu den Spalten ohne Leitkoeffizienten
gehoren, als freie Parameter.

Beispiel:
Im obigen Beispiel setzen wir z3 := A, xg := p.

Dann hat das homogene System die Losungsmenge

r1 = —3\—8u
To = —=2\A—pu
I3 = A
Trqg = —5/.L
5 = —4/.1,
e = M
Als Vektorgleichung;:
1 -3\ —8u -3 -8
) =2\ —p -2 -1
x3 _ A _ 1 0
o | = 5 kR R
Ts —4p 0 —4
Tg " 0 1
-3 -8
-2 -1
1 0
U = Span 0 o
0 —4
0 1

Suche eine spezielle Losung w des inhomogenen Systems A’z = b'. Setze
hierzu die Unbekannte, die zu den Spalten ohne Leitkoeffizienten gehoren,
gleich 0. (mdoglich, da dies freie Parameter sind).

Beispiel: Mit 3 = 0,z = 0 erlaubt die Gaufl-Jordan-Form im obigen
Beispiel die direkte Bestimmung von 1, 2, x4, T5:
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r1 = 2,x0o=4,24=06,x5 =0.

2

4

=Sw = 0

o 6

0

0

ist spezielle Losung des inhomogenen Systems.

Schritt 4: Die Losungsmenge von Ax = b ist dann w + U.

Im Bespiel:
2 -3 -8
4 -2 —1
Los (A,b) — o EY PO N N [PV
0 0 —4
0 0 1

38.18 Geometrische Interpretation liearer Glei-
chungssysteme

Sei A € R™*™ ¢z € R", b € R™. Wir wissen: Los (4,0) = kerA ist Unterraum
des R™.
(Jedoch ist Los (A,b) i.A. kein Unterraum)

Fiir die Dimension von Los (A, 0) gilt:

dimkerA +dimImA = dimR"
—_—— —— ——
dim Lés (A,0) rang A n
= dimLos (4,0) = n —rang A.

Beispiel:

B 1 -1 0 ax3 ;[ O
A = (O 0 1>€R ’b_(l)

n=3,rang A =2
= dimLos (4,0) =3-2=1.

A
Los (A,0) = ANEe R} = kerA Ursprungsgerade
0
0
spezielle Losung des inhomogen Systems: w = | 0
1
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allgemeine Losung des inhomogen Systems:

0 1
s (1) = {()A()
1 0

L3

A€ R} Gerade.

..~ Los(A,b)

Ty
~ kerA = Los(4, 0)
(in z1 — x2 - Ebene)

> I
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Kapitel 39

Iterative Verfahren fiir
lineare Gleichungssysteme

39.1 Motivation

e Viele praktische Probleme fiihren auf sehr grofie lineare Gleichungssyste-
me, bei denen die Systemmatrix diinn besetzt ist, d.h. nur wenige Eintréige
von 0 verschieden sind.

Beispiel:

Pentadiagonalmatrix bei 2-D Dif-

0

fusionsfiltern in der Bildverarbeitung.

Aus Speicherplatzgriinden will man oft nur die von 0 verschiedenen Ele-
mente abspeichern.

Beispiel:

Ein Grauwertbild mit 512x512 Pixel fiihrt zu 5122 = 262.144 Gleichungen
mit ebenso vielen Unbekannten. Bei 8 Byte / Eintrag und vollem Abspei-
chern benétigt die Pentadiagonalmatrix 8 - 5124 ~ 550 GB, bei effizentem
Abspeichern nur 5 - 5122 ~ 1.3 MB!

Direkte Verfahren wie der Gauf-Algorithmus kénnen die Nullen auffiillen
und so zu einem enormen Speicherplatzbedarf fithren.
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Zudem ist der Rechnenaufwand oft zu hoch: O(n?®) Operationen fiir ein
(n x n)-Gleichungssystem.

e Daher verwendet man oft iterative Naherungsverfahren, die kaum zusétzlichen
Speicherplatz benttigen und nach wenigen Schritten eine brauchbare Ap-
proximation liefern.

39.2 Grundstruktur klassischer iterativerVerfah-
ren

Geg.: A € R"™™™ he R"
Ges.: z €¢ R" mit Az =1b

Falls A = S — T mit einer einfach zu invertierenden Matrix S (z.B. Diagonal-
matrix, Dreiecksmatrix), so kann man Az = b umformen in

Sx = Tx+b
und mit einem Startwert z(®) die Fixpunktiteration
Sz = 1a® 4 b (k=0,1,2,...)
anwenden.

Wir wollen nun drei verschiedene Aufspaltungen A = S — T untersuchen. Sei
hierzu A = D — L — R eine Aufspaltung in eine Diagonalmatrix D, eine strikte
untere Dreiecksmatrix L und eine strikte obere Dreiecksmatrix R.

* 0 0O ... 0 0 *
* = - R I o -
0 * * 0 O ... 0
—x D I R

39.3 Das Jacobi-Verfahren (Gesamtschrittverfah-
ren)

Hierzu wahlt man S:= D und T:= L + R.
In jeder Iteration wird also nur das Diagonalsystem
Da* D = (L4 R)z® +b

nach z*t1) aufgelsst, d.h. nur durch die Diagonalelemente dividiert:
2 = D7 (L4 R ® 4+ b)
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explizit:

1 . ; '
z = ai | Zaij:cék) + b (i=1,....n)
(% =1

Jj#i

39.4 Beispiel

2 -1 3
=4 )= (0)
fiihrt auf das Diagonalsystem

k) _ Lo
22— ) 43 2D = (ol +3)
= .
k+1 k
2335 ) = xg ) 4 xékH) = % (xﬁ’“) +4)

Bei vierstelliger Genauigkeit und Startvektor z(?) = < 8 ) erhélt man

xgk) xék)

0 0

15 |2

25 | 2,75
2,875 | 3,25
3,125 | 3,438
3,219 | 3,568
3,282 | 3,610
3,305 | 3,641
3,321 | 3,653
9 | 3,327 | 3,661
10 | 3,331 | 3,664
11 | 3,332 | 3,666
12 | 3,333 | 3,666

0 O UL W = O &

Exakte Losung: ;1 = 3%,@ = 3%.

k+1)

Das Jacobi-Verfahren ist gut geeignet fiir Parallelrechner, da a:E nicht von

x§»k+1) abhéngt.

39.5 Das Gauf3-Seidel-Verfahren (Einzelschritt-
verfahren)

S=D-LT:=R
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In jeder Iteration wird also das Dreieckssystem
(D — L)z®*) = Ra® 4p
durch einfache Vorwértssubstitution gelost:
R I ST R TS _
x; —a—ii —;aijxj fjglaijxj + b; (i=1,...,n)

d.h. neue Werte werden weiter verwendet, sobald sie berechnet wurden.

39.6 Beispiel:

a=( 22w ()= (2)

k xgk) chk)
010 0
1|15 2,75
2| 2,875 | 3,348
3| 3,174 | 3,587
4] 3,294 | 3,647
5| 3,324 | 3,662
6| 3,331 | 3,666

Konvergiert etwa doppelt so schnell wie Jacobi-Verfahren.

39.7 Das SOR-Verfahren (SOR = successive over-
relaxation)

Beschleunigung des Gauf3-Seidel-Verfahrens durch Extrapolation
2D = B 4, (jom) _ w(k))

mit w € (1,2), wobei 21 die GauB-Seidel-Tteration zu x(*) ist.

Fiir grofle Gleichungssysteme kann damit die Iterationszahl (um eine bestimmte
Genauigkeit zu erreichen) fiir ein geeignetes w um eine Zehnerpotenz gesenkt
werden.
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39.8 Konvergenzresulate

(a) Die Jacobi-, Gau-Seidel- und SOR-Verfahren konnen als Fixpunktitera-
tionen aufgefasst werden.
Nach [26.0] liegt Konvergenz vor, wenn die Abbildung kontrahierend ist.
Dies ist nicht in allen Féllen erfiillt.

(b) Fiir wichtige, praxisrelevante Fille existieren jedoch Konvergenzaussagen,
z.B.: Ist die Systemmatrix A = (4;;) € R™*" streng diagonaldominant

(d.h. |a;;] > Z|aij| Vi), so konvergieren das Jacobi- und das Gauf}-
j=1

i

Seidel-Verfahren.

39.9 Effizienz

(a) Die vorgestellten Verfahren sind die einfachsten, allerdings nicht die effi-
zientesten iterativen Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme.

(b) Effizientere, aber kompliziertere Verfahren :

e ADI - Verfahren (ADI = alternating directions implicit)
(mehrdimensionale Probleme werden in eindimensionale Probleme
umgewandelt)

e PCG - Verfahren (PCG = preconditioned conjugate gradients)
(suchen in Unterrdumen)

e Mehrgitterverfahren (multigrid)
(erst grobe Berechnung, dann feiner)

Siehe numerische Spezialliteratur.

(c) Hocheffiziente Ansétze wie die Mehrgitterverfahren verwenden oft das
GauB-Seidel-Verfahren als Grundbaustein. Mit ihnen ist es z.T. moglich, li-
neare Gleichungssysteme in optimaler Komplexitét (d.h. in O(n)) zu 13sen.
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Kapitel 40

Determinaten

40.1 Motivation
e Gibt es eine moglichst ,,aussagekriiftige“ Abbildung, die eine Matrix A €
K™ ™ auf eine Zahl in K reduziert.

e Die Determinate ist die ,sinnvollste“ Art, eine solche Abbildung zu defi-
nieren.

e Sie kann axiomatische fundierte werden und liefert niitzliche Aussagen:

— iiber die Invertierbarkeit einer Matrix
— iiber die Losung des linearen Gleichungssystem Ax = b

— iiber das Volumen eines Parallelepipeds
Welche Forderung soll die Determinate erfiillen?
40.2 Definition: (Determinantenfunktion, Determinante)

Sei K ein Korper: Eine Abbildung: det : K™*™ — K heif$t Determinantenfunktion
(Determinante), falls gilt:

(a) det ist linear in jeder Zeile:

z1 21 Z1
Zi—1 Zj—1 Zi—1

det | Az + pz! = MAdet zi + p det z}
Zit1 Zit1 Zit1

Zn Zn Zn

firi=1,...,n und \,p € K.
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(Man sagt auch die Determinante ist eine Multilinearform)
(b) Istrang A <n, so ist det A=0.

(¢) detI=1 fir die Einheitsmatric I € K™*™.

Bemerkung:
Die Determinate ist nur fiir quadratische Matrizen definiert!

Gibt es sehr viele Determinantenfunktionen?
Nein! In einem aufwiindigen Beweis (siehe z.B. Beutelspacher: Lineare Algebra)
kann man zeigen:

40.3 Satz: (Eindeutigkeit der Determinante)

Zu jedem n € N existiert genau eine Determinantenfunktion.

Mit anderen Worten: Die Forderungen (a) - (c) aus liefern eine axiomatische
Fundierung des Determinantenbegriffs.

Wie berechnet man Determinanten? Hierzu betrachten wir zunéchst nur 2 x 2-
Matrizen.

40.4 Satz: (Determinaten einer 2 x 2-Matriz)

b

d ) € K2*2 ist gegeben durch

Die Determinante einer Matriz ( CCL
a b
det < e d > =

Wir zeigen, dass diese Abbildung Def. erfiillt.

Beweis:

(a)

det ( Aay +paz - Aby + pubo > = (Aay + pag) - d — (Aby + pbs) - ¢

c d
= Aa1d + pasd — Abyc — ubsc
= Mai1d — bic) + p(asd — byc)

_ ar by az by
(%))
Die Linearitét in der 2. Zeile zeigt man analog.
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(b) Wenn die Matrix nur aus Nullen besteht, ist ihrer Determinante Null. Hat
die Matrix rang 1, so ist ( (Z > =\ ( b ), d.h.

d
a b Abb
det(cd):det</\dd)
= Abd — \bd = 0.

() det (é ?):1.1_0.021.

Bemerkung: Fiir eine 1 x 1-Matrix a € K**! ist det (a) = a.

Determinanten von (nxn)-Matrizen lassen sich rekursiv auf 2 x 2-Determinanten
zuriickfithren. Hierzu bendtigen wir:

40.5 Definition: (Unterdeterminate)

Sei A € K™"*™, Die aus einer n X n-Determinanten D = det A durch Streichung
der i-ten Zeile und j-ten Spalte entstehende (n — 1) x (n — 1)-Determinante D;;
nennen wir Unterdeterminate von D.

Der Ausdruck A;; := (—1)"*1D;; heifit algebraisches Komplement des Elementes
ai; in der Determinante D.

40.6 Beispiel

391
A = 2 5 4

-2 8 7

3.9
Dy = ‘_2 8‘3 8—(—2)-9=42
Ays = (—1)*" . Doy = —42

Kommen wir nur zur rekursiven Berechnung einer n x n-Determinante.

40.7 Satz: (Laplace’scher Entwicklungssatz)

Man kann eine n X n-Determinate berechnen, indem man die Elemente einer
Zeile (oder Spalte) mit ihrem algebraischen Komplemente multipliziert und die
Produkte addiert.
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40.8 Beispiel:

(a) Entwicklung einer 3 x 3-Determinante nach der 2. Zeile:

3.9 1
9 1 31 39
2 5 4| = 2‘ ‘+5’ ‘4‘ ‘
5 8 7 8 7 -2 7 -2 8
= —2(63—8)+5(21+2) —4(24+18) = ... = —163.

(b) Entwicklung nach der 3. Spalte:

2 5 9
-2 8 8

NN W
co Ut ©

1
AR R R
- -2 5

1(16 + 10) — 4(24 + 18) + 7(15 — 18) = ... = —163.

Wie rechnet man mit Determinanten?

40.9 Rechenregel fiir Determinanten

(a) Transponieren verdndert den Wert einer Determinante nicht:
det A = det (AT)

(folgt aus dem Laplace’schen Entwichklungssatz, indem man die Entwick-
lung nach Zeilen und Spalten vertauscht).

(b) Aus Def. (b) folgt: Sind Spaltenvektoren oder Zeilenvektoren linear
abhéngig, so ist die Determinate Null.

Beispiel: =0

D W
DD W N
DD W W

(¢) Additiert man zu einer Zeile (oder Spalte) das vielfache einer anderen Zeile
(Spalte), so bleibt die Determinante gleich.

12 3 12 3|
Beispiel: | 4 5 6 |=|3 3 3|%Z0
78 9 6 6 6

(1. Zeile von 2. und 3. abgezogen)

(d) Vertauscht man zweit Zeilen oder Spalten, so éndert die Determinante ihr
Vorzeichen.

(e) Die Determinante von Dreiecksmatrizen ist das produkt der Diagonalele-
mente

(folgt durch rekursives Anwenden des Laplac’schen Entwicklungssatzes):

309
0 —7 4[=3-(=7)-2=-42
0 0 2
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Man kann also mit dem Gauf-Algorithmus die Matrix auf Dreiecksgestalt
bringen (unter Beachtung von (d)), um dann ihre Determinante bequem
zu berechnen. Fiir grofie n ist dies wesentlich effizenter als der Laplace’sche
Entwicklungsatz.

(f) Fiir A, B € K" gilt: | det (A B) = det A- det B|

(g) Folgerung fiir eine invertierbare Matrix A gilt:
1= det = det (A-A71)= det A-(det A7)
1
det A

= | det (A7} =

(h) Vorsicht: Fiir A € K™*", X € K gilt:

| det (AA) = A" det A

(und nicht etwas det (AA)) = A det A, denn det ist linear in jeder Zeile).

Wozu sind Determinanten niitzlich?

40.10 Bedeutung der Determinaten

(a) Mit ihnen kann man testen, ob eine Matrix A € K™*" invertierbar ist:

‘A € K™ ™ist invertierbar & det A # 0‘

(b) Man kann mit ihnen lineare Gleichungssysteme losen.
(fiir numerische Rechnungen ist dies jedoch ineffizient):

Cramer’sche Regel: Ist A = (a.1,...,0:,) € K™ invertierbar und
b € K", so 1dft sich die Losung des linearen Gleichungssystems Az = b
angeben durch

det (@ut, ...y Quk—1,0, Qukg1, -+ Qun)

= k:]....
Tk detA ( ) 7”)
Beispiel:
2 5 T o —2
1 4 X9 o 6
-2 5
o 6 4 _ —8-30 38
T2 5 8—5 3
1 4
2 -2
o - 1 6 _12—&—2_&
> 7 T2 5] 3 3
1 4
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(c) | det A ist das Volumen des durch die Spaltenvektoren von A aufgespann-
ten Parallellepids.
Beispiel: Parallelogrammfléche:

(057 o /

3 05
’ det (0 ) ) ‘:|3~2—0-0,5:6|.
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