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Betrachte das Problem :
b= Ax+n, A e RM™*N

Nicht immer Interesse an der L6sung x des Problems,
sondern:

||AX — bl|2/]|b]|2 (Relatives Residuum)
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Wir betrachten :
1 0 1,00001
A=1| 1 1 2,00003
1 1 2,00002
= Schlecht gestellte Matrix, hohe Konditionszahl.
k=||A|-|A" = 1,62006 % 10°

= Sehr anfallig fir Fehler
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Motivation

Outline

m Reduzierter Rang?
Suche eine Basis Z und I6se: miny ||AZcy — b||2

m Wie finde ich eine solche Basis?

m Abgeschnittene Singularwertzerlegung
m Bidiagonalisierung

m Householder
m Lanczos-Golub-Kahan

m Bidiagonalisierung — Norm ?



Der reduzierte Rang

Reduzierter Rang

Unser Problem

Ax = bund A hat vollen Rang,
aber gro3e Konditionszahl.

Wir wollen das Problem besser konditionieren:
= Verringere den Rang der Matrix durch eine Basis Z

= Lodse nun: miny||AZy — b||2



Der reduzierte Rang

Methoden zur Aufstellung von

Wie finde ich eine solche Basis?
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Singuléarwertzerlegung : — letzte Woche
r
A=UsVT =) o]
i=1

Es qilt:

rooT
, . o . u'b
miny||Ax — b|| wird minimiert fir x = E i
‘ oj
i=1

Vi
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Abgeschnittene Singularwertzerlegung

Wir wéhlen :
Zk: Vk:(V1 Vo ...Vk)

und berechnen :

2
o1 Y1 ufb
|AViy — blj3 = S el B
Ok Yk U,Z—b 5
r
+ Z (u b)?
i=k+1

Also hat unser Problem miny||AViy — b||2 die Lésung :

k
ulb
XK 1= E Vi
gj

i=1
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Abgeschnittene Singularwertzerlegung

Methoden zur Aufstellung von

Haben wir jetzt die Basis gefunden?

= Noch nicht!
= Es fehlt eine Methode um V), aufzustellen.



Bidiagonalisierung

Bidiagonale Matrix

Durch Householder Transformationen erreichen wir :

X X

X X
HTcw = X X :(

mitH:H1H2---Hnund W= W1W2---Wn_2
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Bidiagonales Problem der kleinsten Quadrate
1

Mit hy = B1c1 und W = ( 0 ) kénnen wir folgendes

0 Z
erreichen :
Tow — HT 10\ _ (g7 T _( Biey B
HTCcwW = H (b A)<0 Z>_(Hb HAZ)_( N

und damit unsere Norm umschreiben :

lo-adz= e a( )| =|re (g 2)( 1)

:H(HTb HTAZ)< 1y>

2

= ||B1e1 — By|l2.
2
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Lanczos-Golub-Kahan Bidiagonalisierung

Abbildung: Lanczos, Cornelius 1893 - 1974.
Quelle : http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/
PictDisplay/Lanczos.html


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/PictDisplay/Lanczos.html
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Bidiagonalisierung

Lanczos-Golub-Kahan Bidiagonalisierung

Abbildung: Golub, Gene Howard 1932 - 2007. Kahan, William 1933 .
Quelle : http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/
Biographies.html,
http://www.heidelberg-laureate-forum.org/blog/
laureate/william-morton—-kahan/


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies.html
http://www.heidelberg-laureate-forum.org/blog/laureate/william-morton-kahan/
http://www.heidelberg-laureate-forum.org/blog/laureate/william-morton-kahan/
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Lanczos-Golub-Kahan Bidiagonalisierung

Aus (HTb HTAZ) = < ﬂ10e1 B ) extrahieren wir :

0

. ( BZT
HA_< ]

Das nutzen wir aus um jede Spalte auszurechnen durch:
ATh; = Bizi_1 + 0z,
= a;zj = AThi + Bizi_1
und

Az = aihi + Bit1hit

= Bit1hipr = Azj — ajh;
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Lanczos-Golub-Kahan Bidiagonalisierung

Wir kdnnen einen rekursiven Algorithmus formulieren um «;
und 5; aufzustellen:

LGK Bidiagonalizierung

1. B1hy = b, Z():O

2. furi =1 bis ntue :
a;zj = ATh; + Bizj_4
Bit1hit1 = Az; — ajh;

3. ende

Die Koeffizienten «;_4 und 3; werden so aufgestellt, dass
[hill = llzill = 1.



Bidiagonalisierung — Norm

Was bringt uns die Bidiagonalisierung
far unser Residuum (unsere Norm) ?



Bidiagonalisierung — Norm

Wir kénnen die Norm wahrend der Bidiagonalisierung
berechnen :

aq
Bo o
B
(Bx+1 pey) = ’ .063
Bk ak
Bk+1

oo oo

Die ; lassen sich mit Rotationen cos ¢y und sin s; eliminieren.
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Bidiagonalisierung — Norm

Das finale Resultat nach k Schritten :

ay  + Y0
dp  + 7
dz  + V2 . ( Be ~ )
T : 0 %
Ak Yk—1
Yk
mity; = (=1)'B181---S;, v=(0 ... “-1)" undden

Rotationen als Orthogonalmatrix Qx. 1 haben wir eine

QR-Zerlegung :
B
Bki1 = Qki1 ( Ok )



Bidiagonalisierung — Norm

Diese fuhrt zu unserer Norm :
1Bks1y — Brenlls = 1By — 4115 + el
und damit ist die Norm unseres Residuums :
vkl = |B181 -+ - Skl

und wir kdnnen die Norm im LGK - Algorithmus mitberechnen.
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Zusammenfassung

Was wir heute gelernt haben:
m Reduzierter Rang = AZy

m Abgeschnittene Singularwertzerlegung

u b Tb
= Lésung : x, == Yk, Z
gj

m Bidiagonalisierung mit Lanczos-Golub-Kahan
m Residuum rekursiv berechenbar.
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