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» Zerlegung in Eigenwerte nur bei diagonalisierbaren
Matrizen
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Die Zerlegung

Definition (Singularwertzerlegung)
(engl. Singular Value Decomposition)

Sei A eine m x n —Matrixz mit m > n.
Dann lasst A sich darstellen als

A=U (?) VT
UeR™™ V e R™™ orthogonal und ¥ € R™*"™ diagonal,

Y =diag(o1,02,...,0p),

o1 > 09> ...> 0y > 0.

Singuldrwert-
zerlegung

Rafael Dewes

Definition

Unterrdume

Approximieren einer
Matrix mit Stérung

Hauptkomponenter

analyse

Lésung mit SVD
Unterbestimmte
Gleichungssysteme
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mXxXn mXxXm mXxXn

Symbolische Darstellung der Singulidrwertzerlegung
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Begriffe

Singuldrwerte von A = o; (Diagonaleintrage von )
linksseitige Singuldrvektoren = w; (Spaltenvektoren von U)

rechtsseitige Singularvektoren = v; (Spaltenvektoren von V')
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zerlegung

Rafael Dewes

Definition



Singuldrwert-
zerlegung

Rafael Dewes

Definition

mXn mXn nxn

Symbolische Darstellung der diinnen Singuldrwertzerlegung

U ist partitioniert in Uy, Ug; Uy eR™*™
A=U;3VT.



Singuldrwert-

AU Be re P rOd u ktform zerlegung

Rafael Dewes

Definition

Wir kdnnen die Zerlegung auch schreiben wie folgt:

n
§ : T

A= giuiv;
i=1

Singularwerte o; > 0, u;, v; Singularvektoren.
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Matrixnorm mit Singularwertzerlegung

Satz
Die 2-Norm einer Matrix ist gegeben durch

|All2 =01 .
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Definition

Unterrdume

Approximieren einer
Matrix mit Stérung

Hauptkomponenten:
analyse

Lésung mit SVD

Unterbestimmte
Gleichungssysteme
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Unterraume nach Zerlegung

Die Singularwerte einer Matrix A mit Rang r sind

012 ..20, 2041 =..=0,=0
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Singuldrwert-

Unterraume nach Zerlegung i

Rafael Dewes

Die Singularwerte einer Matrix A mit Rang r sind

Unterrdume

012 ..20, 2041 =..=0,=0

Das Bild der Matrix A ist der Unterraum

im(A) ={yly = Ax, x beliebig }.
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Unterraume nach Zerlegung

Die Singularwerte einer Matrix A mit Rang r sind

012 ..20, 2041 =..=0,=0

Das Bild der Matrix A ist der Unterraum

im(A) ={yly = Ax, x beliebig }.

Der Kern der Matrix A ist der Unterraum

ker(A) ={x| Az =0}.

Singuldrwert-
zerlegung

Rafael Dewes

Unterrdume
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Satz (Wichtige Unterrdume)

«0O0)>» «F»r «E»

«E>»
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Singuldrwert-
zerlegung

Satz (Wichtige Unterrdume)

Rafael Dewes

1. Die Singuldrvektoren ui,uo, ..., u, bilden eine
Orthonormalbasis von im(A) und

rang(A) = dim(im(A)) = r.

Unterrdume
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dim(ker(A)) =n—r.

3. Die Singularvektoren vy, va, ..., v, bilden eine
Orthonormalbasis von im(AT).
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Singuldrwert-
zerlegung

Rafael Dewes

Approximation

Approximation von Matrizen mit SVD
Approximieren einer Matrix mit Stérung
Hauptkomponentenanalyse
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Approximieren einer Matrix

Annahme: A ist Niedrigrang-Matrix mit Stérung N.

A= Ag+ N, Mit rang(Ag) A approximieren:

Sei k Zahl der groBen Singuldrwerte (numerischer Rang).

Singuldrwert-
zerlegung

Rafael Dewes

Approximieren einer
Matrix mit Stérung
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Approximierung mit Singuldrwerten

Satz (Approximation)

Sei A e R™*™ mit Rang r > k.

min
rang(Z)=k

|A — Z||2 hat die Losung :

Singuldrwert-
zerlegung

Rafael Dewes

Definition
Unterrdume

Approximieren einer
Matrix mit Stérung

Hauptkomponenten:
analyse

Lésung mit SVD

Unterbestimmte
Gleichungssysteme
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Singuldrwert-

Approximierung mit Singuldrwerten erlegung

Rafael Dewes

Satz (Approximation)

Sei A e R™*™ mit Rang r > k. Definition

Unterrdume

min ||A— Z||2 hat die Losung :

Tang(Z):k‘ Apprg)xim_ierer"einer
Matrix mit Stérung

Hauptkomponenten:
analyse

— T
Z = Ay = Ui VT, ,
Lésung mit SVD

Unterbestimmte
Gleichungssysteme

mit U = (u1, ..., up), Vi = (v1, ..., V), 2k = diag(oq, ...,0%)
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Satz (Approximation)

Sei A e R™*™ mit Rang r > k. Definition

Unterrdume

min ||A— Z||2 hat die Losung :

rang(Z):k‘ Apprg)xim_ierer"einer
Matrix mit Stérung

Hauptkomponenten:
analyse

o T
Z = Ay = Uy VL, ,
Lésung mit SVD

Unterbestimmte
Gleichungssysteme

mit U = (u1, ..., up), Vi = (v1, ..., V), 2k = diag(oq, ...,0%)

Das Minimum ist ||A — Akll2 = ok+1
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Singuldrwert-

Hauptkomponentenanalyse zerlegung

Rafael Dewes

» auch Karhunen-Loéve-Transformation.

» kann mit Hauptachsentransformation erreicht werden.

Hauptkomponenten-

> FU r analyse

X e R X =USVT gilt
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Singuldrwert-

Hauptkomponentenanalyse zerlegung

Rafael Dewes

» auch Karhunen-Loéve-Transformation.

» kann mit Hauptachsentransformation erreicht werden.

Hauptkomponenten-

> Fur analyse
X e R X =USVT gilt

zZ1 = XUl = 01U1

Ul = (%)X?)l
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Singuldrwert-
zerlegung

Rafael Dewes

4—
3
2
1+
Hauptkomponenten-
analyse
0—
-1
-2

Punktmenge im R3 mit skalierten Hauptkomponenten
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Singuldrwert-
zerlegung

Rafael Dewes

Hauptkomponenten-
analyse

Punkte nach der ersten Hauptkomponente ausgerichtet
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Losung der Methode der kleinsten Quadrate
Lésung mit Singularwertzerlegung
Losung fiir rangdefekte oder unterbestimmte
Gleichungssysteme

Singuldrwert-
zerlegung

Rafael Dewes

Methode der
kleinsten Quadrate
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Singuldrwert-

Losung zur Methode der kleinsten Quadrate i

Rafael Dewes

Gleichungssystem Ax ~ b.

Fiir A mit vollem Spaltenrang ist die SVD

A= (U, Us) (ﬁ) VT,
mit U} e R™X7,
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Singuldrwert-

LOSU ng zerlegung

Rafael Dewes

Satz (Losung der kleinsten Quadrate mit SVD)
Die Methode der kleinsten Quadrate hat fiir

ming||Ax — b2 die eindeutige Lésung
Lésung mit SVD

_ -1 T?nU?b,
r=VSTUTb=> ——u

o
i=1 "
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Singuldrwert-

Kondltlonszahl zerlegung

Rafael Dewes

Fiir eine Matrix A mit Rang r und den Singuldrwerten

Lésung mit SVD

wobei p = min(m,n), ist die Konditionszahl definiert als
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Singuldrwert-

Losung fiir rangdefekte Gleichungssysteme et

Rafael Dewes

Ist A rangdefekt, d.h. rang(A) = r < min(m,n), ist die
Lésung nicht mehr eindeutig.
Die Problemstellung

min ||z]l2, £ = {z |||Ax — bl = min},
el
hat aber die eindeutige Losung: Cletchmgsayeteme

—1
=V <25 8) Ut =visTut s,
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Singuldrwert-

Losung fiir unterbestimmte Gleichungssysteme i,

Rafael Dewes

Ist A unterbestimmt, d.h. mehr Unbekannte als Gleichungen,
gibt es keine eindeutige Losung.
Die Problemstellung

min o]z, K = {x | Az — b},

Unterbestimmte

hat aber die eindeutige Losung: Gleichungssysteme

x =Wy U
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Singuldrwert-

Zusammenfassu ng zerlegung

Rafael Dewes

v

SVD zerlegt beliebige Matrix in ULV

enthalt sehr viel Information

v

v

deswegen fiir viele Probleme nutzbar

v

ist unter Umst3anden teuer zu berechnen

v

kann aber approximiert werden Zusammenfassung
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