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Gliederung

• Einstieg: Gute und schlechte Basisvektoren

• Mathematische Grundlagen

• Dreiecksmatrizen

 Durch Givens-Rotation

 Durch Householder-Spiegelung

• Komplexität

• Stabilität



Gute und schlechte Basisvektoren



Mathematische 
Grundlagen



Mathematische Grundlagen

• 𝑥 ⊥ 𝑦 ⟺ 𝑥𝑇𝑦 = 0 x, y ∈ ℝ𝑛

• 𝑞1, … , 𝑞𝑛 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙 ∈ ℝ𝑛 ⟹ 𝑞1, … , 𝑞𝑛 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟 𝑢𝑛𝑎𝑏ℎä𝑛𝑔𝑖𝑔

• 𝑞1, … , 𝑞𝑛 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙 ∈ ℝ𝑛 , 𝑞𝑖 = 1 , 𝑖 = 1,… , 𝑛

⟹ 𝑞1, … , 𝑞𝑛 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙

• 𝑞1, … , 𝑞𝑛 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑛𝑜𝑚𝑎𝑙 ⟹ 𝑄 = 𝑞1 … 𝑞𝑛 𝜖 ℝ𝑛×𝑛𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙



Mathematische Grundlagen

• 𝑄 𝜖 ℝ𝑛×𝑛𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙 ⟹ 𝑄𝑇𝑄 = 𝑄𝑄𝑇 = 𝐼 ⇒ 𝑄𝑇 = 𝑄−1

• 𝑄1, 𝑄2𝜖 ℝ
𝑛×𝑛𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙 ⟹ 𝑄1𝑄2 = 𝑄 𝜖 ℝ𝑛×𝑛 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙

• 𝑄𝑥 2
2 = 𝑥 2

2 , 𝑥 𝜖 ℝ𝑛 , 𝑄 𝜖 ℝ𝑛×𝑛 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙

• 𝑈𝐴𝑉 2 = 𝐴 2 , 𝐴 𝜖 ℝ𝑛×𝑛 , 𝑈, 𝑉 𝜖 ℝ𝑛×𝑛 𝑜𝑟𝑡ℎ𝑜𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙



Dreiecksmatrizen



Dreiecksmatrizen
Givens-Rotation

• Matrix-Vektor-Multiplikation: Streckung oder Drehung des Vektors

• Idee: Eliminieren eines Elements des Vektors

• Drehmatrix:   
𝑐 𝑠
−𝑠 𝑐

=
cos 𝜃 sin(𝜃)

−sin(𝜃) cos 𝜃

• Übertragung auf Matrix: Dreiecksgestalt durch Givens-Rotation



Dreiecksmatrizen
Givens-Rotation

• Rotationsmatrix (eliminiert das Element 𝑎𝑘𝑙 der Matrix 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛)

𝐺𝑘𝑙 =

1 0
⋱

1
𝑐 𝑠

1
⋱

1
−𝑠 𝑐

1
⋱

0 1

∈ ℝ𝑛×𝑛

𝑔𝑘𝑙 = −𝑠, 𝑔𝑙𝑘 = 𝑠

𝑔𝑘𝑘 = 𝑔𝑙𝑙 = 𝑐

𝑠 =
𝑎𝑘𝑙

𝑎𝑘𝑘
2 + 𝑎𝑙𝑙

2

, c =
𝑎𝑙𝑙

𝑎𝑘𝑘
2 + 𝑎𝑙𝑙

2



Dreiecksmatrizen
Givens-Rotation

• Rotationsmatrix operiert auf Spalten 𝐺𝑘𝑙𝐴 = (𝐺𝑘𝑙𝑎1| … |𝐺𝑘𝑙𝑎𝑛)

• Sukzessives Eliminieren von Elementen ≠ 0 unter der Diagonalen

𝐴 =

∗ … …
∗ ⋱
⋮ ⋱ ⋱

… … ∗
⋮
⋮

⋮ ⋱
⋮
∗ … …

⋱ ⋮
⋱ ⋱ ⋮
… … ∗

↝ 𝐺21𝐴 =

∗ … …
0 ⋱
∗ ∗ ⋱

… … ∗
⋮
⋮

⋮ ⋮ ⋱
⋮ ⋮
∗ ∗ …

⋱ ⋮
⋱ ⋱ ⋮
… ∗ ∗

↝ ⋯ ↝

𝐺𝑛1…𝐺21𝐴 =

∗ … …
0 ⋱
0 ∗ ⋱

… … ∗
⋮
⋮

0 ⋮ ∗
0 ⋮ ⋮
0 ∗ ∗

⋱ ⋮
⋱ ⋱ ⋮
… ∗ ∗

↝ ⋯ ↝ GA =

∗ … …
0 ⋱
⋮ ⋱ ⋱

… … ∗
⋮
⋮

⋮ ⋱
⋮
0 … …

⋱ ⋮
⋱ ⋱ ⋮
… 0 ∗



Dreiecksmatrizen
Householder-Spiegelung

• Idee: 𝑃𝑥 = 𝑦 mit P = I −
2

𝑣𝑇𝑣
𝑣𝑣𝑇 = 𝐼 −

2

𝑣 2
2 𝑣𝑣

𝑇

• Wähle: 𝑦 = 𝑥 2𝑒1 und v = x − y = x ± 𝑥 2𝑒1

Wir eliminieren alle bis auf das erste Element eines Vektors ohne seine Norm 
zu verändern!



Dreiecksmatrizen
Householder-Spiegelung

• Übertragung auf Matrix

𝐴 =

∗ … …
⋮ ⋱
⋮ ∗ ⋱

… … ∗
⋮
⋮

⋮ ⋮ ⋱
⋮ ⋮
∗ ∗ …

⋱ ⋮
⋱ ⋱ ⋮
… ∗ ∗

↝ 𝑃1𝐴 =

∗ … …
0 ⋱
⋮ ∗ ⋱

… … ∗
⋮
⋮

⋮ ⋮ ∗
⋮ ⋮ ⋮
0 ∗ ∗

⋱ ⋮
⋱ ⋱ ⋮
… ∗ ∗

↝ ⋯ ↝ 𝑃𝑛…𝑃1A =

∗ … …
0 ⋱
⋮ ⋱ ⋱

… … ∗
⋮
⋮

⋮ ⋱
⋮
0 … …

⋱ ⋮
⋱ ⋱ ⋮
… 0 ∗



Komplexität

• Householder-Spiegelung und Givens-Rotation für eine 𝑛 × 𝑛 −𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥

ℴ 𝑛3

• Householder im Allgemeinen effizienter

• Dünnbesetzte Matrix Givens-Rotation



Stabilität

• Householder-Spiegelung:

𝑃 − ෠𝑃
2
= ℴ 𝜇

𝑓𝑙 ෠𝑃𝐴 = 𝑃 𝐴 + 𝐸 , 𝐸 2 = ℴ 𝜇 𝐴 2

• Givens-Rotation:

äℎ𝑛𝑙𝑖𝑐ℎ𝑒 𝐸𝑟𝑔𝑒𝑏𝑛𝑖𝑠𝑠𝑒
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