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Gaufdsches Eliminationsverfahren

Algorithmus aus den mathematischen Teilgebieten der

linearen Algebra und der Numerik.

el
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Carl Friedrich Gauf
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Beispiel

Lineares Gleichungssystem Ax=4 mit drei Gleichungen: an®i + G272 + G373 = b,
anTy + GpTy + apty = b,
Az + Gty + apry; = b

Algorithmus zur Berechnung der Variablen x;:
1. Vorwirtselimination,

2. Rickwirtseinsetzen (Ricksubstitution).
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Beispiel

I+ 21:2 + 3173 = 2, hier 1 = 1 19 = 2 3 = Jund bl =2
2 11412413 =2
301+ o1+ 13=10

Zur besseren Ubersichtlichkeit, erweiterte Koeffizientenmatrix

1 2 32
1 1 12
3 3 110
o : 1 2 3 2| 8
Hinweis: Kontrolle durch Zeilensumme | ¢ | 2 || 5
o3 1 0|7
] |
12 0] -3
) -3 -8 A |17
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Pivotierung

Im Allgemeinen nicht ohne Zeilenvertauschungen durchfihrbar.

Beispiel: IT'S NOT POSSIBLE
Ersetze 1 durch 0

€y
1
3

(W I R
p— - A
= b b2

Wie lose ich dasr??
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Ich weifd!!!

I I3 I3
0 2 3
o KK
3 3 1
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LR-Zerlegung

Lineares Gleichungssystem Ax=54 mit LR-Zerlegung:

1. Zerlege A = L. R mit dem Gauf3-Algorithmus
2. Lose Ax = LRx = b in zwei Schritten:
« Lose Ly = b durch Vorwirtssubstitution

« Lose Rx =y durch Riickwirtssubstitution

Aufwand: %na

Beispiel:
14 71=2 =3 I 1 4 7
A:Majjq 0 -3 =6|=2 — [0 =3 -6,
16 10 0 =6 -11] 00 1
das heifit 1 4 7 100
R=1{0 -3 -6|. L=1210].
) 0 0 1 32 1
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Cholesky-Zerlegung

Zerlegung einer symmetrischen positiv definiten Matrix in ein SA >K

Produkt aus einer unteren Dreiecksmatrix und deren Transponierter.

(LR-Zerlegung ohne Pivotierung)

A e B™" Positiv definite Matrix # A=LDLY

L ©
André-Louis Cholesky

L untere Dreiecksmatrix mit Diagonalelemente = 1

D Diagonalmatrix mit positiven Eintrigen
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Cholesky-Zerlegung

Mit D = D?D"? und G := LD

Neue Formulierung der Cholesky-Zerlegung: A = GG'

Gleichungssystem Ax=b effizient durch Vorwirts- und Rickwirtseinsetzen 1sbar:
@ Durch Vorwirtseinsetzen Losung des LGS Gy =b
® Durch anschlieflendes Riickwirtseinsetzen Losung des LGS GTz =y
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Berechnung

Formeln

Aufwand: % n3

UNIVERSITAT
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Cholesky-Zerlegung

ij = 9

0 fiir i <
i—1
ﬂ“_ngk flll'l:j
=1
i1
gj;. (% > gikgjh) flir i > j
. =1
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Cholesky-Zerlegung

Beispiel: 4 9 0 G 00
A=CGGTmit A=[2 5 2| Gg= (921 P
025 931 Q32 Gs3
0 01102 011931 .
# GG = | gugu Ot 0 OuGitonin | = | ax
O Ol +Onln 05 +0m + 05 @31

ﬂ1?1 =ay =4

Durch Gleichsetzen der Matrixelemente folgt:

oy Oy = gy =2

Schlieflich 2.0 0 2 1
G=11 2 0 und Gh=10 2
0 1 2 0 0
UNIVERSITAT
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Qa1 Q3
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Kondition

Abhingigkeit der Losung eines Problems von der Stérung der Eingangsdaten.

|Az — Az| _ Iaxjg, Az| ||z — 2|

|z~ ming . |Az]

Abschitzung der Kondition von Matrizen durch die grofltmogliche Verzerrung der Einheitskugel
Iax|; 1| Az|

K(A) <

min )1 || Az||

Vektoren ungleich 0 und auf die Null abgebildet, dann K=co.

Fir regulire Matrizen unter Verwendung der natiirlichen Matrixnorm:

k(A) = [|A A7)
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Kondition

Interpretation:

@ Konditionszahl K deutlich grofler als 1 => schlecht konditioniertes Problem
@ Sonst, gut konditioniertes Problem

@ Konditionszahl unendlich => schlecht gestelltes Problem
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Bandmatrix

Matrix mit bestimmter Anzahl Nebendiagonalen Elemente ungleich null neben der Hauptdiagonalen
p,q €Nmitp,g >0 A Bandmatrix der Bandbreite w = p + q + 1, wenn fiir aj; gilt:

ﬂijz[]‘Urj-kp{inderi—l—q{j.

( 111 <o q{g41) 0 C e e C e 0 \
Aip+1)1
0
: 0
n—gq)n
K U [] ﬂﬂ{ﬂ_p] lyn /
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Bandmatrix

Tridiagonalmatrix
quadratische Matrix mit Hauptdiagonalen und zwei Nebendiagonalen Eintrigen unglich null.
(mitp=g=1)

( ap Py \

) i
Y2 o B

Y3 Q3 33
A=
Yn—1 Ny —1 .-{n—l
\ Yo Qp )
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Methode der kleinsten Quadrate

Zu einer Datenpunktwolke eine Kurve moglichst nahe an den Datenpunkten.

In der Stochastik als Schitzmethode in der Regressionsanalyse.

Beispiel:

UNIVERSITAT

DES 18. November 2015 25
SAARLANDES




Ubersicht

e Gaufldsches Eliminationsverfahren
e Kondition
e Bandmatrix

e Methode der kleinsten Quadrate

e L.iteraturverzeichnis

®® UNIVERSITAT
|

T DES 18. November 2015
SAARLANDES



[iteraturverzeichnis

[[—| Lars Elden:

Matrix Methods in Data Mining and Pattern Recognition.

SIAM,, Philadelpia, 2007.

e Wikipedia
Vi Mathepedia

https://www.wiwiweb.de/statistik/zeitreihenan/zeitverfahre/kleinstequad.html
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https://www.wiwiweb.de/statistik/zeitreihenan/zeitverfahre/kleinstequad.html

Vielen Dank fur die

Aufmerksamkeit
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