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Aufgabe 1
a) Wir zeigen, dass ¥ o ¢ die Homomorphismus-Eigenschaft besitzt, das heif3t fiir beliebige z, y € H gilt

(Wop)(z-y)=Wop)(x)e(hop)(y), ()

mit Verknipfungen- : H x H — H,* : K x K — K unde : L x L — L. Wir zeigen nun, dass ¢ o ¢
Gleichung (1) erfallt:

O

b) Wir zeigen, dass ¢! die Homomorphismus-Eigenschaft besitzt, das heift fir beliebige =,y € K gilt
e e y) =9 (@) e T (y),
mit Verknlipfungen - : K x K — K unde: H x H — H. Zur einfacheren Notation definieren wir

Yo -y)
Y(z) e o (y),

Ui=@
Vi=

es genligt also v = v zu zeigen:
Da p~! Umkehrabbildung von ¢ ist, haben wir ¢(u) = z - y. Betrachten wir nun

Aufgabe 2
a) Wir zeigen (Zg, ®) ist ein kommutatives Monoid:

e Abgeschlossenheit: Fiir k,1 € Zg ist k ® | € Zg nach Definition von ©.



o Kommutativitidt: k @l =10 k,dak ® 1l =m mitm = kl = [k mod 6.

o Assoziativitdt: (k©l)om =noOm=0=k0p=keo (lOm)mtn = klmod6,p =
Im mod 6,0 = nm = klm = kp mod 6.

e Einselement: 1,dal® k =m mitm = 1k = k mod 6 und damit 1 © k = k.
= (Zg, ®) ist kommutatives Monoid.

b) Wir missen zeigen: (Zg,+) ist abelsche Gruppe, (Zg, ®) ist kommutatives Monoid (in a) gezeigt)
und es gelten die Distributivgesetze.
Kommen wir zunéchst zu (Zg, +):

e Abgeschlossenheit: Fiir k,1 € Zg ist k + | € Zg nach Definition von +.
o Kommutativitit: k +1l =1+ k,dak+l=mmitm=k+1=1[1-+ k mod 6.

e Assoziativitdt: (k+1)+m =n+m

=o=k+p=k+({+m)mitn =k+Imod6,p =
l+mmod6b,o=n+m=k+1+m=

=k 4 p mod 6.
e Nullelement: 0,da 0+ k =m mitm =0+ k = k mod 6 und damit0 + k = k.
e inverses Elementzu k: —k =0 —k =6 —kmod 6,dak + (—k) = mmitm = k + (k) =
k+ (0 — k) = 0 mod 6 und damit k + (—k) = 0.
= (Zg,+) ist abelsche Gruppe.
AbschlieBend zeigen wir das Distributivgesetz: k © (I +m) =kGn=0=p+q¢=k Ol + k © m mit

n=Il+mmod 6,p =kl mod 6,¢ = km mod 6,0 = kn = k(l+m) = kl+ km = p+ ¢ mod 6. Somit
ist (Zg, +, ®) ein kommutativer Ring mit Einselement.

Aufgabe 3
Gegeben seien die folgenden Basen des R3, ¢ € R:
cosd oS¢ 0
By = (e1,e2,e3), Ba= | | sing |, | —sing | , [ 0] |, Bs = (e1,e2,€3)
0 0 1

Wie geht man dabei vor? Seien B = (v1,...,vn) Und B’ = (v/, ..., v,") Zwei Basen des K-Vektorraumes
V. Wir wollen den Ubergang von der Basis B zu der Basis B’ beschreiben. Jeder Vektor aus V' kann als
Linearkombination der Vektoren aus B dargestellt werden. Insbesondere gilt firalle k. = 1, ..., n:

ve =Y aixv, (aix € K)
=1
Der Ubergang von B nach B’ wird gerade durch die Matrix A = (a;, € M(n x n, K) beschrieben:
v = Z QU = Z g Z aiv; = Z Aif UV,
v=1 k=1 =1 ik=1

Mit anderen Worten:
kp(v) = Akp(v)

Die Matrix A heit Transformationsmatrix zum Basiswechsel von B nach B’ und wird oft mit 75
bezeichnet.

Berechnen Sie die Matrizen der folgenden Basiswechsel in R?:



1 00 cosgp —sing 0 100 cos¢p —sing 0 !
0 1 0)=A|sing cos¢p 0]« |0 1 O sing cosp 0 =A
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
g
cos¢ sing 0
A:Tg; = | —sing cosp 0
0 0 1
B; — By
100 100 10 0\ /1 0 0\ "
01 0|=A410 0 1< |0 1 O 0 0 1 =A
0 0 1 010 0 0 1 010
7’:>”
1 00
A=TF =(0 0 1
0 1 0
Aufgabe 4

Wir berechnen den Rang der Matrix mit Hilfe des Gaul3-Algorithmus. Aus §37.7 wissen wir, dass der Rang
einer Matrix in Zeilen-Stufen-Form gleich der Anzahl der Leitkoeffizienten ist (Leitkoeffizienten heiRen
die ersten von 0 verschiedenen Eintrédge einer Zeile; vgl. §37.5).

Addiere zur 2. Zeile das (-2)-fache der 1. Zeile,
Addiere zur 3. Zeile das (-3)-fache der 1. Zeile,
Addiere zur 4. Zeile das (-4)-fache der 1. Zeile,

4
1 4 7
o -3 -6
“ o -6 —12
0 -8 —16

Addiere zur 3. Zeile das (-2)-fache der 2. Zeile,
Addiere zur 4. Zeile das (-8/3)-fache der 2. Zeile,

I
1 4 7
[ o -3 -6
“lo o o
0 0 0



Die ersten beiden Zeilen sind also linear unabhéngig, die restlichen beiden linear abhéngig. Der Rang der
Matrix ist daher also 2.

Aufgabe 5

Wir erinnern uns an den Entwicklungssatz von Laplace:

Satz:

Istn >2und A € M(n xn; K),sogiltfirjedesi e 1,...,n

detA = Z(—l)i“aij - det Ay
j=1
(Entwicklung nach der i-ten Zeile) und fiir jedes j € 1,...,n
detA = Z(—l)i“aij - detAj;
=1

(Entwicklung nach der j-ten Spalte). Dabei bezeichnet A}, die Streichungsmatrix, die man durch str-
eichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte aus A erhélt.

Berechnen Sie die Determinante der Matrix:

01 1 1

1 01 1

A= 1 1 0 1

1 1 1 0

Wir entwickeln nach der ersten Spalte von A und erhalten:

0 0 1 1 11 1 11 1 11
detA =0-det |1 0 1) —1-det|1 O 1| +4+1-det|0 1 1] —-1-det{0 1 1
1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1

= -3

Wobei wir die 3 x 3 Matrizen mit der Regel von Sarrus berechnet haben.

Alternativ

Kann man direkt die erste und zweite Zeile vertauschen und danach von der dritten und vierten Zeile die
erste abziehen. Die Determinante ergibt sich somit schon nach einem Entwicklungsschritt. Beachte, dass
sich bei Vertauschungen von Spalten/Zeilen sich das Vorzeichen der Determinante &ndert!

1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1
01 1 1 0 1 1 1

detA = det 110 1 = —det 01 -1 0 = —det i —01 i)l =-3
1 1 10 01 0 -1



Aufgabe 6
Zu zeigen ist, dass die Abbildung

det : GL(n,K) — (K\ {0}, ")
einen surjektiven Gruppenhomomorphismus beschreibt. Dabei ist GL(n,K) die Gruppe aller invertier-
baren n x n-Matrizen Uiber K. Erinnert sei an die Definition des Gruppenhomomorphismus und an die
Surjektivitét:
Definition:

Seien (G, -) und (H, o) zwei Gruppen. Eine Funktion f : G — H heisst Gruppenhomomorphismus, wenn
furr alle Elemente z,y € G gilt:

flx-y)= f(z)o f(y)

Lemma:

Eine Abbildung f : X — Y zwischen nichtleeren Mengen X und Y ist genau dann surjektiv, wenn es eine
Abbildung g : Y — X gibt, so dass f o g = idy. Wobei idy die identische Abbildung beschreibt.
Beweis:

A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0 gilt. Nach dem Multiplikationssatz (also: detA - B =
detA - detB) folgt, dass det ein Gruppenhomomorphismus in K* ist. Auf die Surjektivitdt 1asst sich so
schliessen: Sei a € K* beliebig. Sei A = (aey, ea, ..., e,), Wobei (e, ..., e, ) die kanonische Basis in K"
ist. Dann ist det(A) = a, weil in der Hauptdiagonalen an erster Stelle a und sonst nur 1 steht und alle
Elemente auerhalb der Hauptdiagonalen gleich 0 sind.

O

Aufgabe 7

Zur besseren Lesbarkeit schreiben wir das euklidische Produkt - hier in der Form des Skalarproduktes (-, -)
(vgl. §41.2 und §41.3(a)).

(ATy,z) "B2 ATy T2 P8Oy TAT) o — T Az = (y, Ax) .

Aufgabe 8
(@)
Gegeben: Eine 27-periodische Funktion f : R — R, d.h. es gilt
flx+2m) = f(x) firalle z € R. (%)

Zu zeigen:

’ f(z) dz = " f(z) da.

0



Anmerkung:  Wirwollen hiermit zeigen dass unsere Herleitung fiir dieBerechnung der Fourier-Koeffizienten
in Kapitel 43.2 fiir jede 27-periodische Funktion f richtig ist, und nicht nur fiir den speziellen Fall, wenn
wir den Vektorraum C|[0, 27| betrachten, wie im Skript geschehen.

Beweis:
T 0 ™
f(z)dz = f(z) dx +/ f(z) dz [Integral Aufspaltung]
—Tr — T 0
T 0
= / f(z) dz + f(z) dz [Kommutativitét von +]
0 -
T 0
= / f(z) dz + fz+2m) dx [ () inrechtem Summand]
0 -7
T =0
= / f(z) dz + / f(t) de [Substitution t = x + 27 ]
0 T=—T
T t=27
= / f(z) dz + / f() dt [Grenzen anpassen: ¢t = z + 27 ]
0 t=m
™ 2m
= / f(z) dz + f(z) dz [Setze ¢ := x in rechtem Summand]
0 T
2m
= f(z) dx. [Integral Aufspaltung riickwarts]
0
(|
(b)

Wir sollen die Fourier-Koeffizienten von g : [0, 27r] — R mit g(x) = 22 bestimmen.

Anmerkung: Theoretisch gesehen miissen wir mit einer 27-periodischen Fortsetzung von g arbeiten.
Da g aber schon auf einem 27 breitem Intervall definiert ist, geschieht dies durch einfaches “Aneinan-
derhdngen”, vgl. Prasenziibung 10 und Ubungsblatt 10, Aufgabe 3.

Wenn man an einer detaillierten theoretische Diskussion dieses Themas interessiert ist, sei man an das
Buch

“M. Wolff: Ubungsaufgaben zur Mathematik fiir Informatiker und Bioinformatiker, Kapitel 8.1, Periodis-
che Funktionen”,

welches im Handapparat der Bibliothek steht, verwiesen.

Wenn man sich dann die 27-periodische Fortsetzung von g skizziert erkennt man, dass diese weder ger-
ade noch ungerade, d.h. weder y-Achsen symmetrsich noch punktsymmetrisch zum Ursprung ist. Dies
wiederum bedeutet dass (ungliicklicherweise) alle Fourier-Koeffizienten ungleich null sind!

Beginnen wir nun mit der Berechnung der Fourier-Koeffizienten, vgl. Paragraph 43.3.

Hierzu zunéchst ein paar Rechenregeln, die wir brauchen werden:

/bu/v dz = [uv]i/buv' dx.

e Partielle integration (PI) :



e sin(kw) = 0 fiiralle k& € Z, also speziell auch sin(0) = 0 und sin(k27) = 0.

e cos(0) = 1 und cos(km) = (—1)* firalle k € Z, vgl. Musterlésung zu Ubungsblatt 10, Aufgabe 3.

Kommen wir nun endlich zur Berechnung der Fourier-Koeffizienten:

27
ag = %/0 f(z) dz

Furk =1,2,... haben wir

27
ap = l/ f(z) cos(kz) dx
™ Jo
1 2m 9
= = x® cos(kx) dx
™ Jo
ZCQ ) o 27 2 )
[? sm(k:x)}o —/0 ?sm(kzx) dx)

(0-0)— [fi—ﬁ cos(k:x)} T /027r 7% cos(kx) dx)

0



Schliesslich fir k = 1,2,.. .

2m
b, = f(x)sin(kx) dx
0

27
/ z? sin(kx) dx
0

21 2m 2
—— cos( k:x - / i cos(kx) dat)
0 0 k
0) + {2_z sin(kz)] T /27T 2 sin(kx) dx
k? 0 0o k2

(-5
(5
( A 1) 40— 0) = 2 [ cos(ho)]
§
(-

3=

3=

1
T

3=

l\)
o
3

\_/

3=

2 _1\k
- A-5E)

4AmRR(— DR 2(- 1)k -2
k3 '

Aufgabe 9

Gegeben: Eine Matrix A € R"*™, deren Spaltenvektoren eine Orthonormalbasis des R™ bilden.
Nach Definition 44.2.2 gilt daher dass A € O(n) ist, d.h., A ist eine orthogonale Matrix.

Zu zeigen: Fur alle Eigenwerte A € Rvon A gilt: A =1 oder A = —1.

Beweis: Sei nun A ein Eigenwert von A und v € R™ der zugehdrige Eigenvektor.
Nach Definition 45.2 gilt also
Av=\v.

Wenn wir diese Gleichung quadrieren erhalten wir
(A0)? = (Av)?
& (Av, Av) = \? (v,v)
& JAv]? =X\l

Wobei die letzte Zeile aus einer direkten Konsequenz der Definition der euklidischen Norm, 40.5:
ol =\foi+- 02 = P =vi 4+ op = (v,0)
folgt.

Da A € O(n) qilt, erfilllt A die Isometrie-Eigenschaft 44.3.d) : |Av| = |v| und somit durch quadrieren
auch |Av|? = |v|2.
Wenn wir dies in der letzen Zeile unserer Herleitung benutzen erhalten wir

[Af? = X2 fof? S Jof?

)



was nur gilt wenn \? = 1 ist. Daher muss A\ = 1 oder A = —1 gelten, was zu zeigen war!



