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L dsungen zu den Aufgaben der Rasenzibung 9

Zu Aufgabe 1

SeilW einm-dimensionaler linearer Unterraum deslimensionalen euklidischen Vektorraumigd.h. es

gilt schon makbn < n). Wir kdnnen uns die Projektion des Raumes auf den Unterraum wie folgt vorstellen
(heruntergebrochen alif = R undU = R?): Sei nunu ein beliebiger Punkt inR? (siehe Bild). Unsere
orthogonale Projektion bildet diesen Punkt ab auf die Ebene, beschrieben als UntErr&imBeispiel

fur eine solche Projektionsmatrix iR® auf diex; — 22 —Ebene &he wie folgt aus:
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Hier erkennt man auch leicht an diesem Beispiel, dass eine Projektion mit einem Informationsverlust behaf-
tet ist, in diesem Fall éirden wir die Tiefeninformation im3-Richtung verlieren. (Analog: siel{d2.18)

Zuruck zu unserem urspinglichen Problem. Die orthogonale Projektion, die wir suchen, soll also den
VektorraumV” auf eine Hyperebene des Unterrauiisabbilden.

ll/

/ Proj
/ J
/ wo U

Alternativ konnen wir dieses Problem auch als Minimierungsproblem ansehen, d.h. wir suchen zu dem
Punktu € V ein passendes Element= P‘;?j u € W, welchesu am besten approximiert, d.hirfdas der
Abstand||u — w|| minimal ist. Im folgenden bezeichnen Wif>) u =: P(u). Diese ProjektionP kann nun

bzgl. einer beliebigen Bas{s1, . . ., v,,) von W wie folgt dargestellt werden:

P(u) = i )\ivi.
i=1

Ausgehend von unserem Beispiel weiter oben, sehen wiradad’d(u) senkrecht auf der voW beschrie-
benen Hyperebene stehen muss (soristle die Orthogonakit nicht erfillt werden). Insbesondere steht
u — P(u) senkrecht zu allen Basisvektoren vidf, deshalb erhalten wir folgende Bedingungen:

<vk7u—2)\ivi> = 0, k=1,...,m. (%)
=1
<~ (vk,u> = <Uk, Z)\ZUZ> = Z)\l <vk,vi>
=1

i=1



Dies erzeugt ein lineares Gleichungssystenei dem man die Koeffizienteky, . .., \,, bestimmen muss.
Wir setzen nuniir diese beliebigen Vektorer, unsere orthonormalen Basisvektoren, . .., w,,) ein.
Dabei fallt auf, dass einerseits d{e;, wy) furi # k alle 0 sind (wegen der Orthogonaditder Basis) und
die entsprechenden Werte {m;, w;) sind gleichl, wegen der Orthonormadit der Basis (siehe analog
dazu den Beweis i§42.8). Dadurch ergibt sich folgendésund:

Aioo= (w;,u) Vi=1,...,m

Also gilt fur unsere ProjektionsfunktioR demnach:
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unter Verwendung der Tatsache, déss, u) = w'wu und dies ein skalares Ergebnis ist, und der damit
moglichen Kommutativiit des skalaren Ergebnisses des Skalarprodukts, sowie der Ass@tidiiainit

haben wir also unsere Basisdarstellung der orthogonalen Projektion bzgl. der kanonischen Basis gefunden,
namlich:

Zu Aufgabe 2

Gegeben ist die Eben in der Hesseschen Normalform mit
FE: 3x1 —2x92 +5x3 = O.

Es gibt nun mehreredsungswege. Derdsungsweg orientiert sich am Beispiel der letztef@sBniibung,

wo wir eine Basis konstruiert haben, mit der Normalen (die ja senkrecht auf der Ebene steht) als 3. Kom-
ponente, d.h. wir setzery = (3,—2,5)". v3 wird namlich im Verlauf der Rechnung ignoriert werden,

denn da wir eine Projektion auf eine 2-dimensionale Ebene konstruieren, werden bei der Projektionsformel
nur die Richtungsvektoren der Ebene verwendet. Diese sind bekanntlich senkrecht stehend zu der Norma-
len, d.h. ihr Skalarprodukt ist 0. Da die Normale bereits gegeben &tlen wir 2 beliebige, voneinander

1Anmerkung: Das Gleichungssystd#) kann man mit Hilfe der Rechenregeln des Skalarproduktes wie folgt umformen:

(vi,v1) ... (vi,Vm)

<vm-,v1> <Um,.’Um>

Die Koeffizienten-Matrix nennt man auch Gram'sche Matrix. Sie kann unter anderémwdafvendet werden, um die lineare Un-
abhangigkeit von Funktionen zu testen. Diese Matrix hat die Eigenschatft, ilelssdfar unablngige Basisvektorem, . . . , v, stets
regubr ist, d.h. invertierbar, daher also stets eine eindeutig bestimmbatmg besitzt.

2Erweitert man die Matrix so, dass sie Basis gedimensionalen Vektorraumis wird (anstatt desn-dimensionalen Unterraums
W), dann gilt:
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P(z) = (ws, u) w;
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Die ProjektionP ist damit eine nachn Termen abgebrochene Fourier-Reihenentwicklung (sjéBe

N



verschiedene Vektoren, die diese Bedingunglksmh:

2 )
v = 3 y Vo = 0
0 -3

Nun berechnen wir die Gram-Schmidt-Orthonormalisierung dieser Basis, d.h. wir berechnen
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uy = VU1 = —2
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[[o]1?
5 2 45
10 1
-3 0 -39
Normalisiert gibt das:
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Nun wenden wir einfach die in Aufgabe 1 erarbeitete Forraetife Projektion an:
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