51 Numerische Berechnung von Eigenwerten und
Eigenvektoren

51.1 Motivation

Die Berechnung der Eigenwerte einer Matrix A € R™" als Losungen der cha-
rakteristischen Gleichung (vgl. Kapitel 45) ist fiir n > 5 unpraktikabel, da fiir
allgemeine Polynomgleichungen hoheren als vierten Grades keine algebraische
Auflosungsformel existiert. Daher sind numerische Ndherungsverfahren notwen-
dig.

51.2 Einfache Vektoriteration

Andere Bezeichnungen: Potenzmethode, von-Mises-Verfahren

Idee: Es sei A € R™" symmetrisch und ug € R" ein beliebiger Vektor. Wir
betrachten die Iterationsvorschrift

uk+1:Auk, ]C:O,l, (*)
Was lésst sich tiber die Folge (uy) aussagen?

Im Folgenden seien Ay, ..., A, die (reellen) Eigenwerte der Matrix A und vy, ..., v,
zugehorige orthonormale Eigenvektoren. Ohne Einschriankung der Allgemeingiiltig-
keit gelte [A1| > [Ao] > ... > |A,].

Es sei nun
n
Ug = E ;0;
i=1

die Darstellung von ug beziiglich der Basis {vy,...,v,}. Dann gilt

n n
Uy = AUQ = E OziAUi = E Ozi>\ﬂ)i .
i=1 i=1

Allgemein ergibt sich (vgl. Satz 45.15)

k k k )
up = A%y = g N v = A] | aqog + g )\—ZO%‘U@‘ )
i=1 i=2 1
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Falls |A1| > |A2| (man sagt in diesem Falle, \; ist dominanter Eigenwert), so

konvergiert > i—i,:aivi fir & — oo gegen den Nullvektor (da (i—{) geometrische
i=2 "1 1

Folge mit einem Quotienten betragsméfig kleiner als 1 ist).

Ist daher der ,Startvektor” ug ,allgemein® gew#hlt (prézise: so, dass ag # 0),
Uk

so konvergieren die Vektoren G gegen «1v1, also bis auf Normierung gegen den

1
dominanten Eigenvektor v;. Die Konvergenz ist um so schneller, je kleiner die
i

A1

flir © = 2,...,n sind.

Weiterhin konvergiert auch der Rayleigh-Koeffizient

T T
wp Aug U Ugg

R p— p—
alur) uduy, u uy,
gegen
. (041?11)T()\1041U1)
kl—{go RA(Uk) (O[l’Ul)T(O[ﬂ)l) !

Ergebnis: Die Vektoriteration () ist ein einfaches Verfahren zur numerischen
Anndherung des dominanten Eigenwertes (und damit der Spektralnorm) sowie
des dominanten Eigenvektors einer symmetrischen Matrix.

In der Praxis mochte man die durch den Faktor A\¥ erzeugten sehr grofien (falls
|Ad1] > 1) oder sehr kleinen (falls |\;| < 1) numerischen Werte vermeiden. Man
normiert u, daher nach jedem Iterationsschritt.
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51.3 Beispiel

0,9635 1,4266

L
Gegeben sei (1,4266 0,0365

) und der (bereits normierte) Anfangsvektor

Uy = (2) Wir berechnen mit 4 Nachkommastellen

) U; = Asz;l fLZ = Ui RA(fLifl)
|us]
0 0
0
) | )
1,4266 0,9997
1 ) Y
(0,0365) <0,0256) 0,0365
0,9997 0,5737
2 ’ ’ 1
(1,4271) <0,8190) 0358
1,7211 0,8970
; (0,8483) <0,4421) 1,6824
4 1,4950 0,7557 1.9137
1,2958 0,6550
1,6625 0,8335
’ ) 1
5 (1,1020) <0,5525) 9780
6 1,5913 0,7962 1.9944
1,2092 0,6050
1,6302 0,8153
’ ) 1
’ (1,1579) <0,5791) 9985
1,6117 0,8059
’ ) 1
i (1,1842) <0,5921) 9990
1,6212 0,8106
’ ) 1
! (1,1713) <0,5856) 9999
1,6164 0,8082
10 ’ ’ 2,0000
(1,1778) <0,5889) ’

Tatséchlich ist (auf 4 Nachkommastellen) der dominante Eigenwert von A gleich
0,8090)

2 und d héri terte Eigenvekt
un €r zugenorige normierte rLigenvektor <0,5878
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Kann man auch die nicht dominanten Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmen?

Wir lernen jetzt ein einfaches und robustes Verfahren zur Bestimmung aller Ei-
genwerte und Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix kennen.

51.4 Das Jacobi-Verfahren

Grundidee: Wendet man auf eine symmetrische Matrix A eine orthogonale
Matrix @ an, so erhiilt man die Matrix QT AQ, die dieselben Eigenwerte wie A
besitzt, vgl. 44.8 (Wechsel zwischen Orthonormalbasen) und 46.4 (Hauptachsen-
transformation).

Man transformiert nun A mithilfe einer Folge (@) orthogonaler Matrizen auf
Diagonalgestalt. Damit wird (numerisch angenihert) die Hauptachsenform A =
QAQ?T erzeugt, aus der die Eigenwerte und Eigenvektoren abgelesen werden
konnen.

Algorithmische Umsetzung: Als orthogonale Transformationen verwendet
man Rotationsmatrizen vom Typ

1 0 0
0
CoS sin ¢
1
Qi j, ) :=
1
—sinp cos
0 0 1

(die Rotationsmatrixeintrage stehen in der i-ten und j-ten Zeile und Spalte).

Die Anwendung von Q(i, j, ¢) verindert nur die i-te und j-te Zeile und Spalte
von A.

Man iteriert nun iiber die Nichtdiagonalelemente a;;. Wird im Iterationsschritt
k das Element a;;j, ¢ # j, betrachtet, so wéhlt man den Rotationswinkel ¢y, so,
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dass Q = Q(1, 7, ¢x) gerade die Eintrége a;; und aj; zu Null macht:

1

1= — arccot
Pk 9

erhalt man
! ! :
<aiz’ aij) _ (COS Y —Ssin SOk) (aii
! / - :
aj;  aj; sin @y COS Y, @i

cos? oy, - az; — 2 cos @y, sin @y, - i
)
+ sin” @y - aj;

cos @y sin g (a; — aj;)
.9
+(cos? pr — sin® @) ay;
wobei wegen

cos? ¢y, — sin® oy,

B cos(2¢x)

Mit

ajj — Qi

aij

aij) ( cos ), sin gok)
aj;) \—sinpg cospy

cos @y, sin gy (a; — a;j)
+ (cos? pr — sin® @) a;;

sin? Pk + Qi + 2CO8 Yy SIN Py, + Ayj
+ cos? g - aj;

ajj — Qi

2 cos @y, sin @y,

sin(2¢py)

= cot(2¢) = S
ij

die Nebendiagonaleintrige a;; = a; verschwinden.

Bei wiederholtem Durchlauf iiber alle Nichtdiagonaleintréige entsteht so eine Ket-
te von orthogonalen Transformationen )y, Qs, ..

QF ... Q;QTAQ1Qs ... Qy — diag(\y, . ..

Zugleich enthélt die i-te Spalte der orthogonalen Matrix Py := Q10Q)s ... Q% ei-
ne Approximation des Eigenvektors zum Eigenwert \;. Auch im Falle mehrfa-
cher Eigenwerte entsteht automatisch ein orthonormales Eigenvektorsystem (kei-

fiir k — oo.

, An)

ne Gram-Schmidt-Orthonormalisierung erforderlich).

Ein ausgearbeiteter Algorithmus zum Jacobi-Verfahren ist zu finden in

H. R. Schwarz: Numerische Mathematik. Teubner, Stuttgart.

Komplexitét:

Durchlaufen aller Nichtdiagonaleintriige) etwa 32n3 Multiplikationen benétigt.

Im Falle einer n x n-Matrix werden pro Zyklus (einmaliges

Typischerweise sind etwa sechs bis acht Zyklen erforderlich.
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., und man kann zeigen, dass



Bemerkungen: Die numerische Berechnung von Eigenwerten (und Eigenvek-
toren) ist rechenaufwéndig.

Sowohl fiir symmetrische Matrizen als auch im allgemeineren Fall nichtsymme-
trischer Matrizen gibt es weitere, kompliziertere Verfahren zur Eigenwertbestim-
mung.
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