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Aufgabe 1

(@) Die Abbildung “verschiebt” die Eintrage des Vektors (z1,z2,23)7: Die Spalten von A; sind die
Bilder der Basisvektoren, daher wird (1,0,0)7 auf (0,1,0)7, (0,1,0)T auf (0,0,1)7 und (0,0,1)7 auf

(1,0,0)T abgebildet. Nachrechnen ergibt:
X1 I3
X9 = X1 .
I3 i)

(b) Die Matrix A; hat Rang 2, da

56040 = )=

Daher ist dim Im(f1) = 2 und dim Ker(f1) = 1. Eine Basis von Im(f1) ist zum Beispiel:

(6)-6))

(c) As hat maximal Rang 2, da f3 o f1 o f» : R® — R2. Folglich ist A5 nicht invertierbar (nach 35.14d)
und daher auch nicht Element von GL(5, R).
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Aufgabe 2

Zur Erinnerung: Eine Abbildung f : V' — W ist genau dann injektiv, wenn ker f = 0 gilt. Fur

V., W e IK.

Wir zeigen zunaechst: ker f = {0} gilt genau dann, wenn ¢, # 0 ist. Sei f(«) = 0. Dann sind

ZTo,..,Tn =0UNd c1zq = 0. ISt ¢; # 0, so ist also z; = 0. Damit ist gezeigt: ist ¢; # 0, so ist

ker(f) = {0}, und damit f injektiv.

Sei umgekehrt f injektiv. Dannist 0 = £((1,0, ...,0)?) = (0,0, ...,0, c1), also ist ¢; # 0.

Wir muessen noch zeigen, dass f bijektiv ist, wenn f injektiv ist. Sei e; = (0,0, ...,0,1,0,...,0)%. Dann
bildet ey, ..., e,, die kanonische Basis in V. Wegen der Injektivitaet sind die Bilder f(e;) linear
unabhaengig, also hat das Bild die gleiche Dimension wie der Vektorraum V, und die Raeume sind gleich
=> bijektiv.
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Aufgabe 3

(@)
T
T2

Sei B = {ey, ..., e, } die kanonische Basis in IR und C' = {1} diejenige inIR. Seix = | . [.Dannist
Tn



(es) = (aley) = e | B — 2,
Tn 0

Daraus folgt AZ-© = (x4, ..., ,,) (der transponierte Vektor z?).

(b)
1 0 0
Esist f(e1) = e1, f(e2) = ez und f(es) = —es. Also erhaeltman A% = AP = 0 1 0
0 0 1

Wir benennen die Vektoren aus C by = e; + e3, by = €1 — e3, b3 = e — e3. Dann erhaelt man:
f(b1) = ba, f(ba) =e1+e3 =01, f(b3) =e2+e3=(e1+e3)— (e1 —e3) + (e2 —e3) = by — ba + bs.
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Damit ergibt sich A§ = (

O = O
S O =

O



