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Aufgabe 1

(a)

Zu beweisen: Jeder Unterraum von V hat einen komplementären Unterraum.

Notation: Wir nehmen an, dass vi ∈ V für alle i gilt.

Zum Beweis:
Wir betrachten einen Vektorraum V mit Basis

B := {v1, . . . , vl},

und einen beliebigen Unterraum U1 von V , dessen Basis – die nach Satz 33.17 ex-
istieren muss – gegeben ist als

B1 := {v1, . . . , vm},

für m < l.

Sei nun ausserdem U2 ein weiterer Untervektorraum von V mit Basis

B2 := {vm+1, . . . , vm+n := vl}.

Behauptung: U2 ist komplementär zu U1, was das zu beweisende zeigen würde, da U1

beliebig gewählt werden kann.

Hierzu zeigen wir die 2 Bedingungen:

1. U1 ∩ U2 = {0̃}:

Sei v ∈ U1 ∩ U2, beliebig.
Da dann v ∈ U1 und v ∈ U2 gelten muss, können wir nach Satz 33.8 den Vek-
tor v einmal als Linearkombination der Basisvektoren aus U1 und einmal als
Linearkombination der Basisvektoren aus U2 darstellen :

v = λ1v1 + λ2v2 + · · · + λmvm ∈ U1 (1)

v = λm+1vm+1 + λm+2vm+2 + · · · + λlvl ∈ U2, (2)
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mit Skalaren λ1, . . . , λl ∈ R.

Wenn wir nun die Subtraktion (1) − (2) berechnen erhalten wir

λ1v1 + λ2v2 + · · · + λmvm − (λm+1vm+1 + λm+2vm+2 + · · · + λlvl). (3)

Da wir nun ja mit (1) und (2) jedesmal den selben Vektor v dargestellt hatten
erhalten wir konsequenterweise auch

(1) − (2) = v − v = ~0. (4)

Wenn wir nun (3) = (4) setzen erhalten wir

λ1v1 +λ2v2 + · · ·+λmvm− (λm+1vm+1 +λm+2vm+2 + · · ·+λlvl) = ~0, (5)

was nur gelten kann wenn für alle j = 1, . . . , l gilt:

λj = 0,

da ja B1 und B2 Basen sind.
Wenn aber für alle Skalare λj = 0 gilt haben wir schliesslich

v = 0 · v1 + 0 · v2 + · · · + 0 · vm

= 0 · vm+1 + 0 · vm+2 + · · · + 0 · vl

= ~0

gezeigt.

Wenn wir uns nun erinnern dass wir ein beliebiges v ∈ U1 ∩ U2 gewählt hatten,
ergibt sich schlussendlich dass das einzige Element in U1 ∩ U2 der Nullvektor ~0
ist, und somit

U1 ∩ U2 = {~0}

gilt.

2. U1 + U2 = V:

Nach unsere Wahl der Basen von U1 und U2, nämlich B1 und B2, haben wir dass
in U1+U2 bestimmt u.a. die erzeugenden Vektoren v1, . . . , vm und vm+1, . . . , vl

des Vektorraums V mit Basis B liegen.
Somit gilt dass B in U1 + U2 enthalten ist und damit haben wir

U1 + U2 = span(B) = V.

�
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(b)

Auf den ersten Blick könnte man meinen dass jeder Untervektorraum U1 von V nur
genau einen komplementären Untervektorraum –nennen wir ihn U2– hat, was aber
FALSCH ist!

Betrachtet man, wie vorgeschlagen, den Vektorraum R
2 mit seinem Untervektorraum

U1 := {(0, y) | y ∈ R},

was der y-Achse entspricht.
Ein Komplement zu U1 wäre zum Beispiel durch die x-Achse, d.h.

U2 := {(x, 0) | x ∈ R},

gegeben.

Allerdings gibt es noch viele andere komplementäre Unterräume zu U1, z.B. die er-
ste Winkelhalbierende

U ′

2 := {(x, x) | x ∈ R}.

Bemerkung:
Tatsächlich gilt hier sogar dass jeder 1-dimensionale1 Unterraum U2 6= U1 ein Kom-
plement zu U1 bildet!
Man beachte, dass ein solcher 1-dimensionaler Unterraum des R

2 anschaulich einfach
eine Ursprungsgerade im R

2 darstellt.

Aufgabe 2

Zu zeigen ist: Seien U1, U2 komplementäre Unterräume. Dann lässt sich jeder Vek-
tor v ∈ V eindeutig als Summe eines Vektors u1 ∈ U1 und eines Vektors u2 ∈ U2

schreiben:

v = u1 + u2 für eindeutige u1 ∈ U1; u2 ∈ U2.

Die Existenz von u1 und u2 ergibt sich direkt aus der Definition des Erzeugnisses
(Siehe Definition 33.8 und Satz 33.9): Da U1 und U2 den Vektorraum V erzeugen,
kann jeder Vektor V als Linearkombination von Vektoren aus U1 und U2, also die
Summe eines Vektors aus U1 und eines Vektors aus U2 dargestellt werden.

Der Nachweis der Eindeutigkeit geht mit einem kleinen Trick. Sei v = u1 + u2 und
v = w1 + w2 mit u1, w1 ∈ U1 und u2, w2 ∈ U2. Dann ist

u1 + u2 = v = w1 + w2

1Einen 1-dimensionalen Unterraum U2 kann man immer f ür ein festes η ∈ R in der Form U2 = {(x, η) |
x ∈ R} oder U2 = {(η, x) | x ∈ R} schreiben.

3



also

u1 − w1 = w2 − u2

In dieser Gleichung ist die linke Seite die Differenz zweier Vektoren aus U1, also liegt
sie in U1; die rechte Seite ist die Differenz zweier Vektoren aus U2, also liegt sie in U2.
Die Gleichung stellt also einen Vektor dar, der sowohl in U1 als auch in U2 liegt; dieser
muss der Nullvektor sein, da U1 ∩ U2 = {~0} ist. Somit folgt u1 = w1 und u2 = w2.
Das bedeutet, dass u1 und u2 eindeutig bestimmt sind.

Aufgabe 3

(a)

Gesucht ist der Vektor ξ= (ξ1, ξ2, ξ3)
T mit ξ1v1 + ξ2v2 + ξ3v3 = x :





1 2 3 3
1 1 1 5
2 0 1 8



 →





1 2 3 3
0 −1 −2 2
0 0 3 −6



 ⇒ ξ=





5
2
−2





(b)

Gesucht ist der Vektor ζ= (ζ1, ζ2, ζ3)
T mit ζ1v1 + ζ2v2 + ζ3v3 = z :





1 1 1 2
0 1 i 1 + 2i

i 0 1 2 − i



 →





1 1 1 2
0 1 i 1 + 2i

0 0 −i −2i



 ⇒ ζ=





−1
1
2





�
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