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Aufgabe 1

Es ist z.T. mdglich, die angegebenen Rechnungen mit dem Hinweis auf die Eigenschaften komplexer Op-
erationen zu vereinfachen. Dieses gilt z.B. beziiglich der Assoziativitat. Wir geben hier die ausfiihrliche
Losung an.

1. In Teil (a) soll eine Verknupfungstabelle der Elemente 4, 7 und & erstellt werden. Doch was sind
diese Elemente uberhaupt. In den beiden Schreibweisen, die in der Aufgabenstellung angegeben
sind, lesen sich diese Elemente wie folgt:

i = 0+¢-1+45-0+%k-0=(0,1,0,0)
j = 04+i-0+5-1+k-0=(0,0,1,0)
k= 04+¢-0+45-0+%k-1=(0,0,0,1)
Von dem Korper der komplexen Zahlen wissen wir, dass i - « = —1. Gilt dhnliches auch fir die

Elemente 4, j, k ? Ausgerechnet fiir 4 - 4:

(0,1,0,0) - (0,1,0,0)

0-0-1-1-0-0—10-0,
0-141-040-040-0,
0:0—1-040-040-1,
0-0+1-0—0-1+0-0)

= (-1,0,0,0)=—

in respektive beiden Schreibweisen. Analog dazu kann man zeigen
j.] = (03071a0)’(0707170):(71703070):7
k-k = (0707Oa1)(0707071):(71707070):7

Nun miissen wir einen Blick werfen auf die Multiplikationen der imaginaren Elemente untereinander.

Fangen wir an mit der Multiplikation ¢ - j:

i-j = (0,1,0,0)-(0,0,1,0)0=(0-0-0-0,0+404+0-0,0—-04+04+0,0+1—-0+0)
= (0,0,0,1)=k

Wir erhalten bei Multiplikation von 2 verschiedenen imagindren Elementen das fehlende Dritte.

Doch was passiert, wenn wir die Multiplikation auf ihre Kommutativitét untersuchen, d.h. j - ?

j-i = (0,0,1,0)-(0,1,0,0)=(0—-0—-0—-0,0+0+0—-0,0-0+0+0,0+0—1+0)
= (0,0,0,—1)=—k

Wir sehen also, dass die Multiplikation nicht-kommutativ ist, ein erster Hinweis auf die nicht-

kommutativitét der Multiplikation und auf die Fragestellung in Aufgabenteil (b). Weiterhin gilt fur
die restlichen Multiplikationen:

ik = (0,1,0,0)-(0,0,0,1) = (0, ,0) = —j
j-k = (0,0,1,0)-(0,0,0,1) = (0,1,0 0)4
k-i = (0,0,0,1)-(0,1,0,0) = (0, 0,1,0)_3
k-j = (0,0,0,1)-(0,0,1,0)=(0,—1,0,0) =



Unsere Multiplikationstabelle sieht also wie folgt aus:

. | i j k
i| -1 kK —j
il -k =1 i
k|l 5 —i -1

2. In Aufgabenteil (b) sollen wir nun zeigen, dass (H, +, -) ein Schiefkdrper ist. Zuerst mussen wir
Gruppeneigenschaften von (H, +) und (H, -) untersuchen.

e Gruppeneigenschaften von (H, +):

— Abgeschlossenheit: Seien x = (a1,b1,¢1,d1) und y = (az, be, ca, d2) verschiedene Ele-

mente aus H:

Tty

= (a1,b1,c1,d1) + (az, b2, c2,d2)
= a1 +ib1+j61+l€d1+a2+ib2+j62+kd2
= (a1 +a2) +’L (b1+b2)+j (Cl +62) +l€ (dl +d2)
—— N—— N—— ——
=:ag =:b3 =:c3 =:d3

= ag+1ib3+ jcs + kes = (as, bs, c3,ds) € H.

— Assoziativitdt: Seien x = (al,bl,cl,dl), Yy = (ag,bQ,CQ,dQ) und z = (CLg,bg,Cg,dg)
verschiedene Elemente aus H (unter Verwendung der Rechenregeln in R:

rt+(y+z) =

— Neutrales Element

(a1 +iby + je1 + kdy)

+((az +iby + jea + kdz) + (as + ibs + jes + kds))

(a1 + b1 + je1 + kdy)

+((a2 + az) +i(ba + b3) + j(c2 + c3) + k(d2 + d3))

(a1 + az +as) +i(b1 + by + bs) + j(c1 + c2 + ¢3) + k(d1 + da + d3)
((a1 + az2) + (b1 + b2) + j(c1 + c2) + k(dy + d2))

+(as +ibs + jes + kds)

((a1 + b1 + je1 + kdy) + (a2 +iba + jeo + kd2))

+(as + b3 + jez + kds)

(x+y)+=

bzgl. +: Es soll gelten: Vo € Hie € H : z + e = «. Fir ein

entsprechend gewdhltes « = (a, b, ¢, d) gilt dann:

T+

e = (a+ib+ je+ kd) 4 (ae + ibe + jeeo + kd.)
= (a+ae)+i(b+be)+j(c+ce)+k(d+de)

= (a+ae,b+be,c+ce+d+de);(a,b,c,d)

Hieraus erkennt man ein triviales lineares Gleichungssystem, dass fir a, = b, = ¢, =

d. = 0 erfillt ist.
(0,0,0,0) = 0 ist.
— Inverses Element b

Damit gilt also, dass das neutrale Element, bzgl. der Addition e =

zgl. +: Wir suchen nun ein inverses Element = —! mit der Eigenschaft

x + x~! = e. Analog zu oben gilt dann:

T+

™' = (a+ib+jc+ kd) + (a; +ib; + jei + kd;)
= (a—&—ai,b—i—bi,c—i—ci,d—&-di)é(0,070,0)

Wieder erhalten wir hier ein lineares Gleichungssystem, dass geldst wird, wenn wir als

inverses Element z

! = (—a,—b,—c, —d) wahlen.



— Kommutativitét bzgl. 4+: Mit Hilfe der Rechenregeln in R gilt furr alle 1, x5 € R:

(a1 + by + je1 + kdy) + (ag +iba + jeo + kd2)
(a1 + a2) +i(by + ba) + j(c1 + c2) + k(d1 + d2)
= (az+a1)+i(ba+b1)+j(ca +c1) + k(d2 + d1)
(ag 4 iby + jea + kda) + (a1 +iby + je1 + kdy)

= Z‘2+$1

X1 +$2

Damit haben wir gezeigt, dass (H, +) eine kommutative Gruppe ist.

e Gruppeneigenschaften von (H, -):

— Abgeschlossenheit unter -: Wieder wahlen wir verschiedene Elemente x, y € H und Uberpriifen

ob das Ergebnis der Multiplikation wieder in H zu finden ist.

z-y = (a1,b1,¢1,d1) - (ag,ba,ca,ds)

= (a1 +ib1 + jer + kdr) - (ag + iby + jeo + kda)

= a1a2 +ia202 + jaice + kaids
+ibras + 1tb1ba + 17b1co + 1kbido
+jciras + jiciby + jjcice + jkeids
+kdias + kidi1by + kjdico + kkdyds

= a162 +ia202 + jaice + kaids
+ibrag — b1by + kbica — jbids
+jciras — kepbs — c1co 4 icids
+kdias + jdibs — idico — dids

= aias — biby — cico — dids
+i(a1be + brag + c1dy — dic2)
+j(aica — bida + craz + diba)
+k(ards + bica — c1ba + dras),

unter der Verwendung der Multiplikationstabelle, die wir in Teil (a) ausgerechnet haben.
Ein kurzer Blick auf das Ergebnis liefert uns gerade die Definition der Multiplikation, wie
sie bereits angegeben worden ist in der Aufgabenstellung. Dieses Ergebnis ist natiirlich
wieder in H.

Neutrales Element bzgl. -: Wir fordern ein Element e aus H mit den Eigenschaften z -
e = ¢ fir alle z € H. Dieses wird (durch scharfes Hinsehen) erfullt von dem Element
e = (1,0,0,0) = 1. Einfaches Einsetzen zeigt uns, dass (a1, b1,¢1,d1) - (1,0,0,0) =
(a1,b1,c1,d1) =: x gilt. Ausserdem gilthiersogar1 -z =z -1 = .

Inverses Element bzgl. -: Wieder erinnern wir uns zuriick an den Kdrper der komplexen
Zahlen. Dort haben wir gesehen, dass fir das inverse Element gilt:

1 a —b
(a,) o (a2+b2’a2+b2)'

Bisher haben wir ja schon viele Gemeinsamkeiten erlebt zwischen dem Korper der Quar-
ternionen und dem Korper der komplexen Zahlen. Also schieen wir mal einen Schu ins
Blaue und wéhlen als inverses Element in H:

a —b
bye,d)”t =
(av » Gy ) <a2+b2+c2+d2’a2+b2+62+d2’

—c —d
a2+b2+02+d2’a2+b2+02+d2>



Multipliziert man nun ein beliebiges Element mit seinem Inversen, ergibt das nun:

a =b
a2+ +c+d* a?+ b2+ 2+ d¥

(a,b,¢,d) (

—c —d
a2+b2+c2+d2’a2+b2+c2+d2)
B (a2+b2—|—02+d2 —ab+ab—cd+dc

A+ +c+d A+ +AE+d?
—ac+bd+ca—db —ad—bc+ cb+da
ﬁ+%+§+ﬁ’ﬁ+w+&+#>

= (1,0,0,0):6(]}417,),

womit unsere Vermutung sich bestétigt hat.

— Assoziativitét bzgl -: Erneut wéhlen wir drei Elemente z,y,z € R. Wir verwenden fir
diesen Beweis wieder die normalen Rechenregeln des R und &ndern im spéteren Verlauf
nicht die Multiplikationsreihenfolgen (da wir ja in Teil (a) schon gesehen haben, dass die
Multiplikation nicht kommutativ ist).

x-(y-z) = (a1,b1,¢1,d1) - ((ag,ba,co,ds) - (a3, bs,cs,d3))
= (a1,b1,c1,d1) - (a2a3 — babz — cac3 — dads,
azbs + baaz + cads — dacs,
agcg — badsz + coasz + dabs,
azds + bacz — cabz + daaz)
= (111(112&3 — babs — cac3 — d2d3) - b1(02b3 + b2as + cads — d203)
—ci1(ages — bads + cpaz + dabs) — di(azds + bacz — cabz + daas),
a1 (azbs + baas + cods — dacs) + b1(azas — babs — cacs — dads)
+c1(azds + bacs — cobs + doas) — di(azes — bads + coas + dabs),
ai(azes — badz + coaz + dabz) — bi(azds + bacz — cabz + daasz)
+ci1(agag — babs — cacg — dads) + di(agbs + baas + cads — dacs),
a1 (az2ds + bacg — cabs + daag) + b1 (azcs — bads + caaz + dabs)
—c1(a2bs + baas + cads — dacs) + di(agas — babs — cacs — dads))
= ((araz — biby — c1c2 — didz)az — (a1by + brag + c1dy — dic2)bs
—(arcg — bids + cra2 + di1b2)es — (a1da + bica — 1 + diaz)ds,
(arag — biba — c1c2 — d1da)bs + (a1ba + bras + c1da — dyica)as
+(arca — bidy + craz + dibe)ds — (ardy + bicy — c1by + dyaz)cs,
(a1az — biby — c1co — dida)cs — (a1be + bras + c1da — dica)ds
+(arco — bida + c1az + dib2)as + (arda + bica — c1ba + diag)bs,
(a1az — biby — c1co — d1da)ds + (a1ba + bras + c1da — dica)es
—(arca — brda + crag + diba)bs + (ards + bica — c1by + dyaz)as)
= (a1a2 — biby — c1co —didz, - (a3, b3, c3,d3)
aiby + bras + c1dz — dica,
ajca — bids + craz + dibs,
aidy + bica — c1by + diaz)
= ((a1,b1,c1,d1) - (az, b, c2,d2)) - (a3, bs, c3,d3)
= (z-y)-=



Damit haben wir bewiesen, dass (H, -) ein Monoid ist. In Aufgabenteil (a) haben wir ja schon gezeigt,
dass die Multiplikation hier nicht kommutativ ist. Jetzt fehlt zum Schluss nur noch eine Aussage zu der
Distributivitdt. Dieser geht analog zu den anderen Beweisen (und den wir uns hier ersparen), d.h. es gilt
auerdem

z-(y+z) = z-yt+ax-z
(y+2)- 2 = yx+z-x

furalle z, y, z € H. Insgesamt haben wir damit bewiesen, dass (H, +, -) alle Bedingungen eines Schiefkdrpers
erflllt.

Aufgabe 2

Mit Polynomdivision erhalten wir:

282 — 662 + 6023 — 3222 + 292 + 5 = (142 — 3322 + 232 + 4)(222 + 1) — 72?2 + 62 + 1
—282° + 662t — 462% — 822

1423 — 4022 + 29z + 5
— 142° + 3322 — 23z — 4

— 722 +6x+1

Weiter gilt:

1423 — 3322 + 230 +4=(—T22 + 62+ 1)(—22+3)+ 7o + 1
— 1423 + 1222 + 22

— 2122+ 250+ 4
2122 — 18z — 3

Tx+1

— T2 +6z+1=(Tx+1)(—x+1)

T2 +x
Tx+1
—Tx—1

0

Also ist ggt(a(zx),b(x)) = Tz + 1.

Aufgabe 3
Zu zeigen: (B, +,-) mitB = {0, 1} ist ein K”orper.
e Aus den Verkn”upfungstabellen sieht man, dass Addition und Multiplikation abgeschlossen sind.

e Durch Nachrechnen ergibt sich:

alblcla+b|b+a|bt+c| (a+bd)+c|a+(b+c)
0(0]0 0 0 0 0 0
0110 1 1 1 1 1
1100 1 1 0 1 1
11110 0 0 1 0 0
001 0 0 1 1 1
0111 1 1 0 0 0
1101 1 1 1 0 0
1(1]1 0 0 0 1 1




Die Addition ist also assoziativ, das neutrale Element ist die 0, das inverse Element zu 0 ist 0, das
inverse Element zu 1 ist 1 und die Addition ist kommutativ. Daraus folgt (B, +) ist eine kommutative

Gruppe.

e alb|c|ab|b-a|b-c|(a-b)-c|la-(b-c)
oj0jo0] O 0 0 0 0
o(1|0] O 0 0 0 0
1/0(0| O 0 0 0 0
1(1]0 1 1 0 0 0
001 0 0 0 0 0
0]1|1 0 0 1 0 0
110(1| O 0 0 0 0
1111 1 1 1 1 1

Die Multiplikation is assoziativ, d

as neutrale Element ist die 1, das inverse Element zu 1 ist 1 und
die Multiplikation ist auch kommutativ. Daraus folgt (B \ {0}, - ) ist eine kommutative Gruppe.

e alblc|ab|la-c|bt+c|a-(b+c)|a-bt+a-c
0|{0|0| O 0 0 0 0
0|10 O 0 1 0 0
1/0|0| O 0 0 0 0
171]0 1 0 1 1 1
0|01 | O 0 1 0 0
0|1(1| O 0 0 0 0
110|1| O 1 1 1 1
17111 1 1 0 0 0
Nach obiger Tabelle und der Kommutativit”at der Multiplikation

(b+c¢)-a=a-(b+c)=a-b+a-c=b-a+ c-a)gelten auch die Distributivgesetze.

= (B, +, - ) ist ein K”orper.



