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Aufgabe 1

Gegeben ist die Matrix

_ 2 3 2%2
A_<3 2)6R .

Gesucht ist eine “Diagonalisierung”, d.h., wir suchen 2 Matrizen, und zwar

1. eine invertierbare Matrix S € R?*2, und

2. eine Diagonalmatrix D € R?*2 in der Form D = (Cf)l ;)
2

mit der Eigenschaft
A=8SDS™ 1.

1. Idee

A ist offensichtlich symmetrisch.

Nach Kapitel 44.8 existiert nun eine Orthonormalbasis {61, b2}, wobei b; und b, die
zwei Eigenvektoren von A sind.

Die zugehdrigen Eigenwerte defienieren wir zur spateren Verwendung als A; und As.

Diese Vektoren by := (Zl’l) und by = <lb)2’1> bilden nun die Spalten unserer Matrix
1,2
S, d.h.

) s

biai b2
S= (7M1 21} = (b | b

(bl,z b2,2) (b1 b2)
Wir haben also

AS = A (by | bs) = (Aby | Aby) 2 (A1 by | Agbo)

Wobei () gilt, da b; und b, Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten A; und ), sind,
also gelten muss Ab; = \;b; furi € {1,2}.



2. ldee:
Man kann sich iiberzeugen, dass S € O(2) gilt, d.h.,
S~1=gT.
Wir berechnen damit
STtAS = STAS
b

= (=] A )
by

by
= —— | (A1b1 ] A2b2)
by

o (\bTby b by
- bIbi  Asb] by

(=) (A& 0
a 0 X’

wobei (xx) gilt wegen der Orthonormalbasis {b1, b2 }. Hier haben wir ndmlich fiir das
Skalarprodukt:

b by =
blib, =

o =

furé,j € {1,2} miti # j.
Die berechnete Matrix ist genau unsere gesuchte Diagonalmatrix D, also

-1 T . L A1 0
STTAS =S5 AS.D.<O )\2>.

Um zu unserem Ausgangsproblem zuriick zu kommen:

€03 rAT=14

SDS L L gpgT PLD (5T 485)sT A% (§5T)A(SST)
das heisst also dass wir die gewiinschte Zerlegung ereicht haben.

Allerdings bleibt noch die Eigenvektoren b; und b2, sowie die zugehdrigen Eigenwerte
A1 und Ay der Matrix A zu bestimmen. Dies tun wir jetzt.



Eigenwertevon A
Wir setzen das charakteristische Polynom P4 () = 0, d.h.

0= Py()\) = det(A — ) = ‘QA 3

5 2)\‘:(2—)\)2—9:)\2—4)\—5:0.

Dies l6sen wir unter Verwendung der p, g-Formel:
Ma2=2+V9=2+3
also
A =5
A = —1.

Eigenvektoren von A

Zur Bestimmung des Eigenvektors b zum Eigenwert A suchen wir nichttriviale Losungen
von
(A= X)b=0.

Eigenvektor b; zu Eigenwert \; = 5:

(A—5I)b; =0

- -3 3 bii) (O
3 =3) \biz2) \O
Wir erkennen, dass wir einen Freiheitsgrad haben. Also setzen wir b o := p.

Dann ergibt die erste Zeile:
*31)111 + 3# =0 = b171 = .

Wir wiahlen einfach p := 1 und erhalten dann b; = <i> .
Normalisieren liefert schliesslich
1 /1
by = — .
=4 0)

Eigenvektor by zu Eigenwert \o = —1:

(A+ )by =0

3 3\ (b21) (O
= (09 62)-0)
Wir setzen by o := 7.
Dann ergibt die erste Zeile:



3b271 + 37] =0 = b271 = —1.
Wir wihlen n := 1 und erhalten dann b, = < 1 > .

Normalisieren liefert schliesslich

Ergebnis
Unsere gesuchte Zerlegung ergibt sich also als

A=SDS'=8SDST

mit

- 1 /1 1

omsrmst i - (1)
und
/a0 (5 0

o= (3 n)=( )
Aufgabe 2
@)
Orthogonale Matrizen sind normerhaltend d.h. || Az|| = ||«||. Fir einen Eigenvektor v

zum Eigenwert X gilt also mit A = A%
(Av, Av) = (v,v)
Andererseits ist

(Av, Av) = (\v, M) = A2 {v,0) = A2 =1

(b)

Da A € SO(3) ist das charakt. Polynom det(A — AI') maximal vom Grad drei. Zudem
zerféllt jedes reelle Polynom in lineare und/oder quadratische Faktoren. Ist der Grad
des Polynoms ungerade, so ex. ein Linearfaktor (A — ¢), ¢ € R und damit ein reller
Eigenwert ¢. Offensichtlich ist ¢ = 1 oder ¢ = —1. Wir unterscheiden zwei Félle:

drei reelle EW =- Produkt der EW’e ist det(A) = 1. Dabei kdnnen nicht alle -1
sein.=- einer ist 1.

ein reeller und zwei konj. komplexe EW’e: A\; = t,\p = A3 = z mittzZ = 1. Da
2Z =z > 0istt > 0 und damit ¢ = 1.

Der zugehorige Eigenraum stellt die Drehachse dar.



(©

A € O(2) bzw. € SO(2), d.h. das charakt. Polynom ist maximal quadratisch. = es
ex. zwei reelle oder 2 konj. komplexe Eigenwerte mit Ay - Ao = detA = —1.

Da furr zwei konj. komplexe Eigenwerte \; = z, Ao = Z 2z = |z|?> > 0 wire,
muss A1,A2 € R gelten. Ay = Ay = —1 ist unzuldssig, da sonst det(A) # —1 und
somit wiirde das ganze keine Spiegelung mehr darstellen. Der zugehdrige Eigenraum
beschreibt damit die Spiegelungsachse.

Aufgabe 3
Wir Uberpriifen zunéchst, ob
8 1 —4
D=- 4 —4 7
-1 -8 —4

eine Drehung beschreibt:

e DTDLT:

L8 4 -1\ /8 1
o1 -4 8|2 4 -4 7
9\y 7 —4) 9\ 8 4

1 64+16+1 8§—-164+8 —32+28+4 10
— | 8-16+38 1+16+64 —-4-28432| =10 1
0 0

_ o O

81\ _30198+4 —4-928+32 16449+ 16

|

o detD =1

1 8 1 —4 1 8 1 —4

det D =det | = 4 —4 7 =—| 4 —4 7
9 93

-1 -8 —4 -1 -8 —4

s (872~ (<9) + (—4) - (=36)) = 20 =

= 1
729

D beschreibt also eine Drehung im R3. Ein Punkt z € R3 auf der Drehachse wird
durch eine Drehung nicht verédndert, daher gilt Dx = x < (D — I)z = 0, wir erhalten



als Bedingung fiir die Drehachse:

(D-TNz=0—-9D-Nz=0
-1 1 —410

— 4 —-13 710
—1 -8 —-1310
-1 1 —41]0
— 0 -9 —-910
0 -9 —-910
-1 1 —41]0
— 0 -9 —-910
0 0 00
1 -1 410
— 0 1 110
0 0 00

Wir wiahlen als dritte Komponente z3 := p:

1 -1 410
— 0 1 110
0 0 1|p
1 0 0| —5u
— 01 0 —K
0 0 1 n

Die Drehachse wird also durch (-5, —1,1)7 erzeugt.



