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Aufgabe 1
@)

Es existieren 12 echte Drehungen des Tetraeders, die wir als o1, . . . 012 bezeichen, und
die in Zyklenschreibweise wie folgt aussehen, wenn wir die obere Ecke des Tetraeders
mit 1, die linke untere Ecke mit 2, die mittlere untere Ecke mit 3 und die rechte untere
Ecke mit 4 bezeichen:

o1 = (1)(2)(3)(4), oy =(243), o3 = (234),
oy = (134), o5 = (143), o = (142),
or = (124), o5 =(123), o9 = (132),

) (34).

= ({0’1, ey 0’12}7 O)
gleich oy = (1)(2)(3)(4) := id ist.
(b)
Die Menge aller Drehungen um 180° ist gegeben durch
Sl = {01() = (14)(23),0’11 = (13)(24),0’12 = (12)(34)}

Um zu zeigen dass U := (S” Uid, o) eine Untergruppe von von G ist berpriifen wir 3
Bedingungen:

1. Teilmenge: S’ Uid C S:
Trivialerweise erfillt, da 019 € S,011 € S,012 € Sundid € S.

2. Abgeschlossenheit : s,t € S’ Uid = sot € S'Uid:

soid = s €S uid
(14)(23) 0 (13)(24) = (12)(34) e S"Uid
(14)(23) 0 (12)(34) = (13)(24) € S"Uid
(13)(24) 0 (12)(34) = (14)(23) € S"Uid.

Da man zeigen kann dass GG eine kommutative Gruppe ist geniigen die Félle, die
wir gerade betrachtet haben.



3. InversesElement : sos~! € S’ Uid:
Esgilts ! =s,dasos=s=id=ce.
Trivialerweise gilt dannVs € S’ Uid :sos ! =sos=s5€ S Uid.

O
Aufgabe 2
@)
Sei f : Ay — Z3 und e das neutrale Element in Zs, also e = [0]. Dann gilt fur den
Kern von f

Ker(f) = {ac | fla)=c}
= {ac | f@ =[O}
= {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

(b)
Fir die Faktorgruppe A4/ Ker(f) gilt
Ay/Ker(f) = {{a€Asf fla) =[0]},{a € Ay f(a) = [1]},{a € Ay f(a) = [2]}}

= {ido Ker(f),(123) o Ker(f),(132) o Ker(f)}
= {{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, {(142), (243), (123), (134)}, {(132), (143), (124), (234) } }

(b)
Fir die Faktorgruppe A4/ Ker(f) gilt

AyfKer(f) = {{a€ Ai| fla) =[O} {a € A | f(a) = (1]}, {a € A4 | f(a) = I}
= {ido Ker(f),(123) o Ker(f),(132) o Ker(f)}

{{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, {(142), (243), (123), (134) }, {(132), (143), (124), (234) } }

(©
Wir bezeichnen den Isomorphismus zwischen A,/ Ker(f)und Zs als g : Ay — Zs,
mit
glido Ker(f)) = [0]
9((123) o Ker(f)) = [1]
9((132) o Ker(f)) = [2].



Aufgabe 3
(@)
Wir zeigen dass i o ¢ die Homomorphismus-Eigenschaft besitzt, d.h. fiir beliebige
x,y € H gilt

(Wod)(z-y)=(Yoo)(z)e(oo)(y), @)
mit den Verkniipfungen

cHxH—H,x: KxK-—Kunde: L xL — L.
Wir zeigen nun das v o ¢ die Gleichung 1 erfillt:

(Wod)x-y) = v(é(x-y)) ,wegen Definition o

= P(P(x) * gb( )) , da ¢ Homomorphismus
(o)) e P(op(y)) , da ) Homomorphismus

= (Woo)(x ) (v o @)(y) ,wegen Definition o .

(b)

Um zu zeigen dass ¢! ein Isomorphismus ist miissen wir zeigen dass ¢~ bijektiv ist
und dass ¢! ein Homomorphismus ist.

Das erstere ist trivialerweise erfillt, da ¢ als Isomorphismus bijektiv ist und daher
auch die Umkehrabbildung ¢! bijektiv sein muss.

Fir das letztere missen wir also noch wie in Teil (a) die Homomorphismus-Eigenschaft
zeigen.
Zur einfachereren Notation definieren wir

u = ¢ Yz-y)
= o ' (x) e (y),
mit beliebigen x,y € K und den Verkniipfungen

K xK—Kunde: Hx H— H.
Es geniigt uns also u = v zu zeigen, was wir nun tun.

Da ¢! Umkehrabbildung von ¢ ist haben wir ¢(u) = x - y.
Betrachten wir nun

o(v) = ¢(¢ '(x) e (y)) ,wegen Definition v
= ¢(¢~'(2)) - (6(¢~'(y))) ,da¢p Homomorphismus
= x-y ,wegen Definition Umkehrabbildung
= ¢(u) ,siehe oben!.



Damit haben wir ¢(v) = ¢(u) gezeigt, welches wir nun benutzen kénnen um schliesslich
u = v ZU zeigen:

u Y(x-y) , wegen Definition v

e
= ¢ '(¢(v)) ,wegen ¢(v) =z -y siehe oben!
v, wegen Definition Umkehrabbildung.



